
45

Crossed Burnside rings and cohomological Mackey 2-motives 
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概要

BalmerとDell'Ambrogioは1k線型 Mackey2-motivesの双圏から 1k線型 cohomologicalMackey 
2-motivesの双圏への擬関手 Pを導入したただし， 1kは任意の可換環とする．彼らは有限群 Gの
lk上の斜バーンサイド環から群環 lkGの中心 ZlkGへの環準同型写像を用いて， Pが一般の Mackey
2-motivesをcohomologicalMackey 2-motivesにうつすことを証明した ([BD21,Theorem 5.3])．我々
はcohomologicalMackey 2-motivesのモチーフ的分解の振る舞いを Mackey2-motivesのモチーフ的分
解の擬関手 Pによる像として研究する．

謝辞研究代表者の飛田明彦さんを始め，関係者のみなさまには大変お世話になりました．この場をかりて御礼

申し上げます．

本稿は，吉田知行氏，竹ヶ原裕元氏との共同研究 [OTY]に甚づく報告である．

Gは有限群， 1kは可換環とする． Mackey2-functorsとMackey2-motivesの Balmer-Dell'Ambrogio理

論 ([BD20]）は，非常に多くの研究分野に応用可能である．その理論は以下に示す多くの圏のアーベル問とし

ての分解が Mackey2-motivesに制御されていることを示している：

•表現論における 1k 上の G の群環 lkG に対する lkG—加群の圏 M(G) = lkG-mod. 
•表現論における lkG-mod の導来圏 M(G)= D(lkG). 
•同変ホモトピー論における G-spectra のホモトピー圏 M(G)= SH(G). 
•非可換幾何における G-C丸代数の Kasparov 圏 M(G) = KK(G). 

上述のさまざまなアーベル圏を統一的に分解するために， BalmerとDell'AmbrogioはMackey2-motivesの

概念—それは Grothendieck による代数幾何学における pure motivesのplain1-圏のアイデアに触発された—
に到逹した．彼らは M(G)たちの分解を制御する仕組みの解決策をモチーフ的分解とよばれるある圏におけ

る対象間の同値
G"'(G心） ① （G,e叫〶 ・・・ ①(G,en), (0.1) 

ただし， e;はK線型 Mackey2-motives の双圏 ~s西面G,G) ([BD20, Definition 7.1.7]）の単位 1-cellIda : 

G → G の自己同型環 End0<s向 (G,G)(Ida)のべき等元，に見出した．そして，環 Endn.:s向 (G,G)(Id』が
Yoshida により導入された斜バーンサイド環 B~(G) ([Yo97]）と同型であることを証明した ([BD20,Theorem 

7.4.5]）．さらに，彼らは [BD21]で cohomologicalMackey 2-functorsとcohomologicalMackey 2-motives 

の理論を紹介した通常 Mackey2-motiveとcohomologicalMackey 2-motiveの関係を詳細に解析するため

に，彼らは [BD21]で通常 Mackey2-motiveをcohomologicalMackey 2-motiveにうつす擬関手アを導入

した．対象間の同値 (0.1)にMackey2-functor M を施すことによりアーベル圏の分解

M(G) C,c'M(G,e1)ffi ・ ・ ・M(G,en) 

を得ることが [BD20]の1つの主目的であった．［BD21]では対象問の同値 (0.1)に擬関手 Pを施すことによ
り， cohomologicalMackey 2-motivesのモチーフ的分解

G C,c'(G,pa(e1))①...① (G,pa(en)) 

が得られることを示したただし，いくつかの如(e,)たちは 0となる場合もあるという主張である．そこで，
以下のような自然な問いが浮かぶ．

問． PG伝） ＝0となる原始べき等元 e;E B~(G) を特徴付けよ．
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この報告の主目的は，ある特定の環 1kに対する [BD21,Theorem 5.3]の精密化 (Theorems3.2, 3.4, 3.5) 

を与えることである．次の目的は， z上の Gの斜バーンサイド環の原始べき等元を決定することである
(Theorem 1.2)．完備離散付値環〇上の斜バーンサイド環 Bも(G)のすべての原始べき等元の振る舞いを調べ
るために，我々は Boucが構築した Greenfunctor理論を Bも(G)の分解を与えるため応用する (Proposition
2.5). 

この報告の構成は以下の通り： Section1では，斜バーンサイド環の定義と基本的性質を復習する． Section

2はBoucによる Greenfunctor理論をまとめる．本質的には [Bo03b]で論じられたことではあるが，応用と

して Bも(G)の分解を与える． Section3では， Mackey2-motivesのモチーフ的分解の擬関手 Pによる像と
して， cohomologicalMackey 2-motivesのモチーフ的分解の振る舞いを記述する．特に，斜バーンサイド環

のどの原始べき等元が， BalmerとDell'Ambrogioが導入した Pa([BD21, Theorem 5.3])の核に含まれるか

を判定するための条件を与える．

本稿では， Gは単位元 cをもつ有限群， 1kは単位元をもつ可換環としての記号として固定する．

1 斜バーンサイド環

Gの1k上の斜バーンサイド環を思い出す ([Bo03b],[OYOl], [Yo97])．共役の作用で G集合とみなした集合

Gをびとかく．斜G集合の圏 (categoryof crossed G-sets)はG集合び上の G集合の圏である：斜

G集合とは対 (X,a)，ただし， XはG集合， a:X→ GCはG写像であり，斜G集合(X,a)から (Y,(3）へ

の射は， G写像 f:X→ Yであり (3of=aを瀾たすものとする．斜バーンサイド群 (crossedBurnside 

group) Bc(G)は斜G集合の圏の非交和に関する Grothendieck群である．［X,a]で斜G集合 (X,a)の

同型類とする．（X,a)と(Y,(3）をふたつの斜 G集合とすると，斜G集合の積は，（XxY,a.(3）で定まる斜

G集合である．ただし， XxYは対角作用で定まる G集合， a.(3は(a.(3）（x,y)= a(x)(3（y)で定まる G写
像 XxY→びとする．この斜G集合の積は非交和と可換であり，従って， Bc(G)に積を定める． Bc(G)

は環の構造を持ち，我々はそれを Gの斜バーンサイド環 (crossedBurnside ring)と呼ぶ．この環の巾

位元は[•氾•],ただし， •は 1 点 G 集合， u.は●の元を Gの単位元にうつす G写像である．斜 G集合

(G/H，叫），ただし， H'.SG,叫： G/H→ GCは叫(gH)= ga := gag―1 (a E Ca(H)），と同型である斜

G集合は，推移的斜 G集合と呼ばれる． pGは対 (H,a)(H'.S G, a E Ca(H))全体のなす集合とする．群

Gは共役により応に作用し，その G軌道の完全代表系を［冗叫と書く．（H,a)EPcに対して，斜 G集合

(G/H,ma)の同型類を [H,a如または [(G/H)a]で表す．集合 {[H,a]c I (H, a) E [P叫｝は B〖 (G) の 1k 基
底をなすことが知られている ([OYOl,(3.1.c)], [Bo03b, Corollary 2.2.3]）．斜バーンサイド環 B[（G)はバー

ンサイド環 Ba-:(G)を部分環にもつ (seeLemma (1.1)）．係数環がlk=Zのとき B(G)(or Bc(G))と書く．

1.1 Some maps between B(G) and Bc(G) 

環準同型写像 aも： B晶(G)→ B0<(G)を

[(G/U)t]→[G/U] 

で，屯： B~(G) → Bi(G) を
[G/U]→[(G/U)』・

によりそれぞれ定める． aもOLち＝ id凪（G)が成り立つので，バーンサイド環B(G)はImもと同一視できる．

氏(G):= IT 1k 
HEC(G) 

とする．

[G/U]>-+（吟(G/U))HEC(G),

ただし，¢危([G/U])= invH((G/U)) = {gU E G/U I H <:'.叩｝，で与えられる単射環準同形写像枕：
BD<(G)→恥(G)が存在する．部分群H<:::Gに対して

とい→どCs
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で与えられる環準同型写像令： 1kCG(H)→ 1kは1k上の群代数 1kCG(H)のaugmentationmapと呼ばれ

る([MS02,Definition 3.2.9]). 1k仰 (H)の中心たちの直積環 nH召Gz1k仰 (H)のG固定点のなす部分環を

尻(G)＝』1k仰 (H))
G 

で表す．環準同型写像碍も：尻(G)→氏(G)を

（研）応G→（令（研））HEC(G)

で，硲：瓦(G)→尻(G)を

(YH)HEC(G)→ （西）H<::G,

ただし， k ：：：： GがH のGにおける共役と同型であるとき如l= YKとする，でそれぞれ定める．明らかに，
鵡鳴＝ idii.(G)が成り立つ．部分群恥 Gに対して，

咋([D,s]) = L 9s＝こ叩DE(G/D)H I 9s = t} • t 
gDE(G/D)H tEG 

を線型に拡張して定義される環準同型写像 '-P~ :B位 (G) → B~(G) が存在する． Burnside homomorphismは

諮＝ （咋）HEC(G):Bい(G)→尻(G)

として与えられる．簡単のため， 1k= zのとき，しばしばg¢, aG, mなどと Zを省略して書く． 次の補題
を準備する．

Lemma 1.1. (i) The diagrams 

are commutative. 

吠
B訳(G)ー→尻(G)

a] ↓心
B』(G)~瓦（G)

岱

k 

疇）二疇(G)

ふ↑叶
凪(G)-氏(G)

岱

(ii) Let x Eげ（G).If砂（x)=危(y)for some y E屁(G),then屯oaも(x)= x. 

Proof. (i)は明らか．（ii)を示す． aむo店＝ idii.(G)が成り立つので，（i)より，以下が従う：

尻 o店 oaむ(x)＝危 o厨oaと（x)=危 00:もo吠（x)=危。屹 o危(y)＝危(y)＝尻(x).

従って危 oaも(x)= Xが得られる．

1.2 Primitive idempotents 

(1.1) 

口

斜バーンサイド環の原始べき等元は Bouc([Bo03b])または [OYOl]で得られている． Q上のバーンサイド

環 BQ(G)の原始べき等元公式は， Gluck([Gl81]）と Yoshida([Yo83]）により独立に与えられた． B叫G)の
原始べき等元は， Gの部分群の共役類により index付けされている．部分群 H で index付けされた原始ベ

き等元を喘 EB叫G)と書く．バーンサイド環 B(G)の原始べき等元は Dressの定理 ([Dr69],or [BoOO, 
Corollary 3.3.6]）による． Gの部分群 H は，その交換子部分群 [H,H]がH と等しいとき，完全部分群と呼

ばれる． C00(G)で Gの完全部分群からなる共役類の 1つの完全代表系を表す．部分群 H<:::GはK <::: G 

とG共役であるとき， H＝GKと書く．部分群 H<:::Gに対して，剰余群が可解群となる H の最小の正規

部分群を Hooと書く．集合

{J:f := こ 贔 IJ EC~（G)｝ 
H==aJ,HEC(G) 
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はB(G)のすべての原始べき等元の集合である ([Be91,Corollary 5.4.8 (Dress)］）．環準同型写像ic:B(G)→ 
Bc(G)は，が(G)の単位元の直交べき等元たちしG(ff)（JEC°°(G)）の和への分解を与える．我々はべき等

元たち m(ff)’sが実はすべての Bc(G)の原始べき等元であることを証明する．

次の定理は本稿の主定理のひとつであり， Theorem3.2の証明に応用される．

Theorem 1.2. The set of elementsしcUCJ),for J E cC00l(G), is the set of primitive idempotents of 
Bc(G). 

Proof. Bc(G)の任意のべき等元を xとする． ［MS02, Caroll紅 y7.2.4]により， ZCc(H)(H <:: G)は，自
明なべき等元のみをもつので，ある yE Q(G)に対して ¢(x)＝［G(y）と書ける．この事実と Lemma1.1 (ii) 

により lGo叩 (x)= X が得られる．この事実により，我々は xとac(x)E B(G)を同一視してよい．写像

叩： Bc(G)→B(G)は環準同型写像であるから， aG(x)はB(G)のべき等元であることが従う．従って，
ザ (G)のすべてのべき等元は B(G)のすべてのべき等元である． ロ

Theorem 1.2より， JE c00(c)でインデックス付けされた Bc(G)の原始べき等元を訂と表してよい．

[k＝Qのときの可換図式 (1.1)を

で表す．

尻(G)二尻(G)

ag↓ ↓ag 
Bo(G)ー→尻(G)

岱

尻（G）二尻(G)

叶叶
尻(G）~尻（G)

岱

(1.2) 

切 ([OYOl,(4.2)],[Bo03b, 2.3.1])はザ(G)から群環 ZGの中心 ZZGへの環準同型写像であるから，

叫 1が (G))= 1であることがわかる．より正確に言えば，我々は碕の像として ZZGの単位元を与えるよう
なザ(G)の元 X=J 1庄 (G)を得ることができるのである．

-G  
Corollary 1.3. Let J; be a primitive idempotent of Bc(G) with J E C00(G). Then 

ぷ万）＝｛ ｝虚にはise.
Proof.部分群 H:c;Gをとる．このとき，図式 (1.2)より

叶忍（啜）＝唸。¢%（eり）

={ l H=1, 
0 otherwise 

となるので，我々は以下をえる：

ぶ打）＝碕（忍(ff)）

こ碕（忍(eり））
H==aJ,HEC(G) 

= { i ;ふ;~ise.
ロ

IKを標数 0の十分大きな体とする． B辰(G)の原始べき等元は [OYOl]と[Bo03b]で決定されている．そ
れらの原始べき等元は Gの部分群 H とCG(H)の既約 1K指標でインデックス付けされている． eH,0を

Bn<(G)の原始べき等とする． eH,0はB晶(G)の原始べき等元EH,0を用いて eH,0:＝中―1(EH,0)で与えられる
([OYOl, Theorem (5.5)］）ので，我々 は Theorem3.4の証明で用いられる次の結果を得る．

Lemma 1.4. Let eH,0 be a primitive idempotent of B訳(G).Then 

碕(eH,0)= { e0 H = 1, 

゜
otherwise 

where e0 is a primitive idempotent of ZIK仰 (H)(c.f. [NT88, Theorem 2.22]). 
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2 Idempotents of a p—|ocal crossed Burnside ring 

(')は標数 0 の完備離散付値環，その商体 K は標数 p>O で十分大きい体とする• (')上の Gの斜バーンサ

イド環 Bも(G)の分解を得るために Bouc理論のいくつかの結果を復習し， Greenfunctorsの基本的性質をま
とめる．

2.1 Green functors 

左1k加群の圏lk-modに値をとる Gの Mackeyfunctor M は， 有限 G集合の圏から lk-modへの関手

の対M=(M.,M*）で以下の条件を渦たすものである：

1. Let X and Y be any finite G-sets, and let ix (resp. iy) denote the canonical injection from 

X (resp. Y) into X LJ Y. Then the morphisms 

(M.(ix),M心）） ：M(X) EBM(Y)→M(X UY), 

（炉加） ：M(XLJY)→M(X)①M(Y) 
are mutually inverse isomorphisms. 

2. Let 
X~Y 

b↓ ↓c 
z _____,、 W

be a pull-back diagram of finite G-sets. Then 

M.(b) o M*(a) = M*(d) o M.(c). 

Gの 1k上の Greenfunctor Aは， G集合 X とYとlk-bilinearmaps A(X) x A(Y)→A(XxY)が
以下の性質を満たすような Gの 1k上 Mackeyfunctor Aである：

1. Iff:X→X'and g: Y→Y'are morphisms of G-sets, then the squares 
A(X) x A(Y) ~、 A(X x Y) A(X) x A(Y) ~ A(X x Y) 

人 (f)xふ (9)↓ ↓ん(fxg) A*(f)xA*(g)↑ ↑A*(fxg) 
A(X') x A(Y') ~ A(X'x Y') A(X') x A(Y'）て一► A(X'x Y') 

are commutative. 
2. If X, Y and Z are G-sets, then the square 

叫 (X)x(x)
A(X) x A(Y) x A(Z) ~ A(X) x A(Y x Z) 

(x)xidA(Z)↓ ↓ x 
A(X x Y) x A(Z) 、 A(XxY x Z) 

is commutative, up to identifications (Xx Y) x Z'.::'.Xx Y x Z'.::'.Xx (Y x Z). 

3. If• denotes the trivial G-set of cardinality 1, there exists an element EA EA(•), is called the unit 
of A, such that for any G-set X and for any a E A(X) 

ふ(px)(ax EA)= a=ふ（qx)(EAX a) 

denoting by px (resp. qx) the projection from Xx• (resp. • x X) to X. 

G集合 X,Y, a E A(X)とbEA(Y)に対して

a x0P b =ふ（t)(bx a) E A(X x Y), 



50

ただし， tはG写像YxX→XxY;(y,x)→ (x,y)，とおく． Greenfunctor AのcenterZ(A)をG集

合 X に対して
Z(A)(X) = {a E A(X) I VY,Vb E A(Y),a x b = a x0P b} 

と定義する ([Bo97,12.1]）．関手 Z(A)はAのsub-Greenfunctorと呼ばれるものになる． eE Z(A)（●）が

べき等元であるとき，
(ex A)(X) =ex A(X) C A(X) 

で Aの部分関手 exAが定義される．このとき， exAはe=ex E:A E (ex A)（●）を単位元にもつ Aの

sub-Green functorとなる．以下， H:SGに対して，剰余群 Na(H)/HをW(H)と書く．

IGIの素因数のうち，素数pのみが非可逆元， p以外はすべて可逆元である環を Rとする． R上の Gの

Burnside ring BR(G)の原始べき等元は， Dressにより得られている ([Dr69],or [BoOO, Corollary 3.3.6]). 

Gの正規部分群のうち，剰余群がp群となる最小のものを OP(G)と書く．有限群 JはQP(J)= Jを満たす

とき p-perfectであると呼ばれる． CP(G)はGのp-perfectsubgroupsの共役類のひとつの完全代表系とす

る．集合

{J:f := 区 ei I J E CP(G)} 
QP(H)=aJ, HEC(G) 

はBR(G)の原始べき等元の集合である ([Be91,Corollary 5.4.8 (Dress)]). 

誘導 Ind岱，膨張Inf心/Q等の記法は Boucのレクチャーノート [Bo97]を参照されたい．

Theorem 2.1. [Bo97, Proposition 12.1.11] Let R be a ring in which every prime devisor of IGI is 

invertible, except for p which is not invertible. Let A be Green functor for G over R. Then there are 

isomorphisms of Green functors 

A"'E9 J:/xA (2.1) 
JEC•(G) 

and 

J:f x A~ Ind岱a(J)Inf心誓 (t;"(J)x (Res岱a(J)Af)・ (2.2) 

2.2 D ress construction 

Boucにより導入された GreenfunctorsのDress構成法 ([Bo03a]）を要約する． ［OY04]でも論じられて
いる．

Sは有限 G集合とする． M=(M.,M*）が G~ 上の Mackey functorであるとき，関手 Msを有限 G

集合 Yに対して，
Ms(Y) = M(Y x S), 

G写像f:Y→ Zに対して

(Ms).(!)= M.(f X ids), (Ms)*(!)= M*(f X ids) 

と定めると MsはGのMackeyfunctor となり，特に Ms(•) 竺 M(S) が成り立つ．

モノイド自己同型による G作用をもつモノイドを G-monoidと呼ぶ． G-equivariantmonoid homomor-

phismをG-monoidsの射という． Gモノイド Sと射rp:S→びの対 (S，rp)を斜 Gモノイド (corossed

G -monoid)という．

次の命題のように Greenfunctor Aと斜 Gモノイド Sから Greenfunctor Asを得る構成法は Dress構
成法と呼ばれている．

Proposition 2.2. [Bo03a] Let (S, rp) be a crossed G-monoid. If A is a Green functor for G over~, let 
As denote the Mackey functor obtained by the Dress construction from the G-set S. If X and Y are 

finite G-sets, defined a product map Xs : As(X)魯 As(Y)→As(Xx Y) by 

Va E As(X), Vb E As(Y), aR b→a xs b = A(u)(a x b), 

where u : X x S x Y x S→Xx Y x S sending (x, s, y, s') to (x, rp(s)y, ss'). Moreover, denote by EAs the 
element A.(f)(sA) of A(S)竺 As(•), where f is the map sending the unique element of • to the identity 
element of S. Then As is a Green functor for G over~. 
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2.3 Decomposition of a crossed Burnside ring over p-local ring 

X はG集合とする． b(X)をX上の G集合の圏の Grothendieckgroupとする： aG-set (Y, a) over X 

is a pair consisting of a finite G-set Y, together with a G-map a: Y→X, and a morphism of G-sets over 
X from (Y, a) to (Z,/3）is a G-map f from X to Y such that/3of= a ([Yo90, Section 9], [Bo97, 2.4]). 
Let (Y, ¢) be a G-set over X. If f: X→X'is a morphism of G-sets, then we put b, ((Y, ¢;)) = (Y,f o ¢;). 
If f: X'→X is a morphism of G-sets, then we denote by b* ((Y, ¢;)) the pull-back (Y冨） of(Y, ¢;) along 
f, obtained by filling the cartesian square 

Y'~y 

¢’↓ ↓¢ 
X'-------s--X. 

If E = (U, ¢) (resp. F = (V，ゆ）） isa G-set over X (resp. over Y), we denote by E x F the G-set 
(U x V,¢ x心） overX x Y. Then the product x can be extended by linearity to a product from 
b(X) @z b(Y) to b(X x Y). 

Proposition 2.3. [Bo97, Proposition 2.4.3] With those notations above, b = (b., b*) is a Green functor 

for G over Z. 

斜バーンサイド環 Bk(G)を与える Greenfunctorが次のように得られる． G集合 X に対して lkb(X)= 

lk@zb(X)とおく．次の命題は Proposition2.2から従う．

Proposition 2.4. [Bo03a, Theorem 5.1] Let 1kb = (lkb., lkb*) be the Burnside Green functor for G over 

1k and cc := (G尺idac)be the crossed G-monoid. Then lkbac is a Green functor for G over 1k and 

lk知(•)空 Bk(G).

我々 は(')上の Gの斜バ一ンサイド環 B臥のの分解匂号る

Proposition 2.5. Let R be a ring in which every prime devisor of IGI is invertible, except for p which is 

not invertible. Let {fJ I J E CP(G)} the set of primitive idempotents of恥 (G).Let R如 bethe Green 

functor for G over R. Then there is an isomorphism of Green functors 

RbGC ~〶 ff x RbGC (2.3) 
JECP(G) 

and 

fl X Rbcc cc: Ind気；（J)Inf似砂い (!f(J)x (Res怠a(J)R如）J). (2.4) 

In particular, there are ring isomorphisms 

Bも (G) 竺〶忍(f:f)Bも (G) (2.5) 
JECP(G) 

and 
忍(f『)Bも(G)~ し伐(J)(f1W(J))Bも(W(J)). (2.6) 

Proof. Theorem 2.1とProposition2.4により我々は Greenfunctorsの同型 (2.3)と(2.4)を得る．同型な

Green functorsの自明な G集合 (1点 G集合）の値を比較して，環同邸 (2.5)と(2.6)が [BoOO]Corollary 

5.7.6から得られる． ロ
喝(ff)e= eを満たすすべての原始べき等元 eEBも(G)を含む Boucの(')-代数を

A(G) := Bも(G)忍(ff)
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とおく ([Bo03b,3.2.3]）．彼はA(G)のすべての原始べき等元を決定した ([Bo03b,3.2.11]）．それらは， ZkG

のp-blocksでインデックス付けされている． pブロック iE ZkGに対応する A(G)の原始べき等元を応と

書く． Proposition2.5の (2.5)から我々はイデアルの直和分解

Bも(G)竺 EBA(W(J)) 
JECP(G) 

を得る．集合
{iw(J) E A(W(J)) I J E CP(G), i E ZkW(J) : p--block} 

はBも(G)の原始べき等元全体の集合である．さらに，我々は， Bも(G)の原始べき等元の和としての表示

1= こ iw(J) (2.7) 

JEC•(G), iEZkW(J)：砂lock

を得る． A(W(J))(J E CP(G)）の構成により，我々は以下の補題を得る．

Lemma 2.6. Let iw(J) be a p面mitiveidempotent of Bも(G),for J E CP(G) and p-block i E ZkW(J). 
Then 

忍 W(J))= { i J = l ， 0 otherwise. 

3 Images of a motivic decomposition by pseudo-functor Plk 

Mackey 2-motivesのlk-linearbicategory.M.1幽：＝ （1kS西n'f)'(see[BD21, Recollection 2.2]）から coho-
coh mological Mackey 2-motivesのlk-linearbicategory ~~oh := (biperm砂 (see[BD21, Definition 4.18]) 

への擬関手 (pseudo-functor)乃に関する結果を復習する． BalmerとDell'Ambrogioは以下の定理を証明

した．

Theorem 3.1. [BD21, Theorem 5.3] For every finite group G, there is a well-defined surjective mor-

phism of commutative rings pc : Bい(G)→Z(lkG)sending a basis element [H, a]c to区xE[G/H]xa. The 
pseudo-functor P0-: maps the general Mackey 2-motive気(Ci,ei) to the cohomological Mackey 2-motive 

〶;(G;,PG,(e;)), where (G,O)竺 0in both bicategories. 

Remark l. The ring homomorphism pc above is same as <p1 in [OYOl, (4.2)] and z1 in [Bo03b, 2.3.1]. The 

map pc is not only a surjective ring homomorphism, but also essentially a special case of the homonymous 

one studied in [BD20, CH. 7.5]. 

[k ＝ Zのとき，我々は BalmerとDell'Ambrogioによる Theorem3.1の精密化が下記のように得られる．

Theorem 3.2. For every finite group G, the pseudo-functor Pz maps the Mackey 2-motive 

Gc:,;(Gげ） EB(G,f図）EB・・・EB(G,7い
to the cohomological Mackey 2-motzve 

G仝 (G,PG(f?))任 (G,Pc(f;2)) ・ ・．任 (G,PG（了9m)）
co: (G, 1)① （G,O)①・・・① (G,O)

co: (G, 1), 

where {1, J2,..., Jm} = C00(G). 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

Proof. [BD20, 7.5.4]のモチーフ的分解の議論と Theorem1.2により，我々は同値 (3.1)を得る．残りの

cohomological Mackey 2-motiveの同値は [BD21,Theorem 5.8]とCorollary1.3から得られる． ロ
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Example 3.3 (Alternating group A5). Gを5次交代群A5とする． C00(G)= {1, G}となるので， Theorem
-G  -G  

1.2より {f1,JG}がザ(G)の原始べき等元全体の集合となる．さらに，例 [OYOl,6.5 (F)]により我々は，
原始べき等元たちを明示的に決定することができる：

了？＝ ［A., c] + [D10, c] + [S3, c] -[C3, c] -2[02, c] + [1, cl, 

了名＝［As, c] -[A., c] -[D10, c] -[S3, c] + [C3, c] + 2[02, c] -[1, c]. 

指数を計算して
-G  
PG(f1) ＝ 1とPGば）＝ 0が成立することがわかる．したがって， Theorem3.2より擬関

手 PzはMackey2-motive 
-G  -G  

Gc::c (Gふ）〶（G， fa

をcohomologicalMackey 2-motive 

-G  -G  
G cc:'. (G,pc(J;)) EB (G,pc(J'a)) 

'.:c:'. (G,l)EB(G,O) 

cc:'. (G,1) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

にうつすことがわかる．

IKは標数 0の十分大きい体とする． Irr(IKG)はGのすべての既約指標の集合とする．次の定理は， Lemma

1.4を用いることにより， 1k= 1Kの場合に [BD21,Theorem 5.3]の精密化を与えている．

Theorem 3.4. For every finite group G, the pseudo-functor PK maps the Mackey 2-motive 

G=  ④ HEC(G), 0Elrr（紅や(H))

(G,eH,0) (3.11) 

to the cohomological Mackey 2-motive 

Ge:= 〶 (G, Pa(eH,0)) 
HEC(G), 0Elrr(B<Ca(H)) 

':,c EB (G,p叫 1,0))
0Elrr(B<G) 

':,c EB (G,e0). 
0Elrr(B<G) 

、
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0は標数 0の完備離散付値環，商体 Kは標数p>Oの十分大きい体とする．次の定理は， Lemma2.6は

[k＝ 0の場合に [BD21,Theorem 5.3]の精密化を与えている．

Theorem 3.5. For every finite group G, the pseudo-functor Po maps the Mackey 2-motive 

G'.:c:'. 〶 (G,iw(J)) (3.15) 

JEC•(G), iEZkW(J),p-block 

to the cohomological Mackey 2-motzve 

G~  〶 (G,pc(iw(J))) 

JECP(G), iEZkW(J),p-block 

へ1 ④
 

(G,pc(iw(l))) 

iEZkW(l) :p-block 

=〶（G,i).
iEZkG: p-block 
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