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クラスター代数，ワイル群とパンルヴェ方程式

鈴木貴雄＊

1 はじめに

パンルヴェ方程式は， 20世紀初めに発見された動く分岐点を持たない 2階有理型非線形常微分

方程式の総称である．その由来は線形常微分方程式の変形問題や無限次元可積分系の簡約など様々

であるが，そのうちの 1つにアフィン・ワイル群を由来とするqー差分方程式の連続極限がある．こ

れは大まかに言うと，まずアフィン・ワイル群を有理関数体上の双有理変換群として実現し，次に

その群の平行移動と呼ばれる元としてqーパンルヴェ方程式と呼ばれる 2 階非線形q—差分方程式

を構成し，最後にその連続極限q→ 1を取るというものである1.

q—パンルヴェ方程式の由来はアフィン・ワイル群の双有理表現に加えて，線形q—差分方程式の接

続問題離散可積分系の簡約，パデ法など様々であり，発見された方程式も多数であるが，その分類

については坂井による［17] において 1 つの結果が得られたそこでは，全てのq—パンルヴェ方程

式が由来となるアフィン・ワイル群の型によってラベル付けされ，更に E~l) 型を頂点とする次の
図のような退化構造を持つことが明らかにされた．

帽→ E+1)→ E~l) → D~l) → Aり→ E~l) → E~l)

ここで，局は A2＋ふを，恥は A1+ la|}』14をそれぞれ表す．

／ 

→ 

laAl2il=) 8 

A(l) 
1 

最近，クラスター代数の理論を用いたq—パンルヴェ方程式の定式化が［1, 2, 6, 14, 15, 16]など

において次々と行われた．特に [15] においては， D~l) 型から下のq—パンルヴェ方程式の退化が篤
の頂点の合流によって与えられることが明らかにされた．本稿の主目的は， E+l)型から Dふ1)型へ

の退化を簾の頂点の合流によって与えることである乞

2 クラスター代数

本節では，クラスター代数についての基本的な事項のうち必要なものだけを簡潔に紹介する．詳

しくは [3,4, 13]を参照して欲しい

Qは 1ループと 2サイクルを持たない照とし，Qの頂点集合を Iとする凡このとき，Qと 1

対 1対応する交代行列 A=（入i,j)i,jEJを次のように定めることが出来る．

*〒 577-8502東大阪市小若江3-4-1近畿大学理工学部， suzuki@math.kindai.ac.jp
1アフィン・ワイル群を背景に持つパンルヴェ方程式の離散化として，楕円差分，q-差分，加法差分の 3種類の差分
方程式の存在が知られている．詳しくは［11]を参照して欲しい．

2E炉型から E炉型への退化だけは未だ上手くいっておらず，その原因も不明である．
3有限個の頂点と辺を持つグラフで，各辺に向きが付いたものを腋というまた，始点と終点が同じ頂点となる辺を

1ループといい， 2つの頂点の間の辺とその逆向きの辺のペアを 2サイクルという．
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• i E JからjEIに向けて K本の辺が存在するなら，入i,j= k,入1,i= -kとおく．

• i E JとjEIの間に辺が存在しなければ，入i,j=ふ，i=Oとおく．

また， Iで添字付けられたクラスター変数と呼ばれる変数の組を X= (xi)iEI，係数と呼ばれる変数
の組をy= (y』iEIとし，三つ組(Q,x,y)を種と呼ぶ．
i E JにおけるQの変異μiを，次のように定める．

1.釘 EIからiEJに向けて柘本の辺が存在し，かつiEJから砂 EIに向けて朽本の辺

が存在するなら，釘 EIから砂 EIに向けて k1k2本の辺を加える．

2.上記の操作の後で 2サイクルが現れたなら，それらを全て消去する4.

3.最後に，iEJに接する辺の向きを全て逆にする．

このとき，μiの Aへの作用は

叫ふ，i2)={ 入ー：：□sgn（凡，，）：sgn（入い2）心，ふ，i2 (i1 = i or砂＝i)(otherwise) 

となるまた，μiの xへの作用を

と定め，yへの作用を

叫 XJ)= {止二〖長三： （J ＝ 2) 
Xj・(j# i) 

叫叫＝｛ ：し1+ytsgn（入Jt))入Jt : : : 
と定める．

例 2.1.次の図の簾をQとする．

1,  2 

i ↓ 
4, 3 

Qに対応する交代行列は

A = (:1 ] 1 :1 -]1) 
である．Qは μ1とμ2を続けて行うことで次の閃のように変換される．

1,  2 

l ↓こ
1, 2 

↓／↓こ
1,  2 

4, 3 4, 3 4
 
三

4この操作を正確に述べると次の通りである．辺i1→むが伍本，辺i2→れが知本存在し k12'.知ならば， 2サ

イクルが松個現れたとみなして辺i1→らを k1一松本だけ残して他は全て消去する．
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(x1, x2心3，四）上

μ2 
く）

(:12++yy11)xx]立2,x3,x4)

（四＋記4 叩 3+ Y1知＋Y1Y2X図4
~,~,x3,x4) 

と変換され，yは

(Y1,Y2,Y3,y4)よ

μ2 
’、)

（よ'1言渇3叫 1+ Y1)) 
(1+Y1 Y2 + Y1Y2 9 1y:y:1'1 +yy,Y3Y1Y2氾 (1+ Yl + Y1Y2)) 

と変換される瓦

定義 2.2.初期種(Qo,xo, Yo)に対して有限回の変異を行うことで得られるクラスター変数の全体

をX とする．このとき，可換環 Z(yo)[xlxEX]を係数付きクラスター代数という．

最後に，クラスター代数のより一般的な定義について述べておく．（lP'，①，・）を積について可換な

半体，zlP'を群環とし，QlP'をその商体とするまた， X= (x1,..., Xn)をQlP'上独立な変数の組と
し， Y= (y1, ・ ・ ・, Yn)をlP'の元の糾とする．このとき，有限回の変異によって得られるクラスター

変数全体で生成されるQlP'(x)のZ部分代数 A(Q,x,y)を係数付きクラスター代数という．定義

2.2は，この定義において①を通常の和とし，lP'を引き算を持たないyの有理式全体としたもの

になっている．このような半体を普遍半体という．また，lP'={1}に加法 1①1= 1を入れたもの

を自明な半体といい，このとき A(Q,x,y)= A(Q,x)は係数なしのクラスター代数となる．

3 アフィン・ワイル群

本節では，アフィン・ワイル群についての基本的な事項のうち必要なものだけを簡潔に紹介す

る．詳しくは［10,18]を参照して欲しい．

有限集合Jで添字付けられた行列 A= (ai,j)i,jEJを考える． Aが次の 3つの条件を満たすと

き，これを一般カルタン行列という．

• ai,i = 2 (i E J)である．

• i/j (i,jEJ)ならば ai,jE乙,::oである．

• ai,j = 0ならば aj,i= 0である．

5この例に限らず，どのようなQに対してもμf=l(iEI)が必ず成り立つ．なお，変異のyへの作用が照の形に
依存することから，変異の合成は有理関数体上の自己同型写像の標準的な合成とは順序が逆になるので注意すること．
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また， Aに付随するワイル群 W(A)を，生成元 Ti(i E J)とそれらの満たす基本関係式

叶＝ 1 (i E J), (rの）叫，j=l (i,jEJ,i/j), 

ただし

によって定めるり

2 (ai,j叩＝ 0)

3 (a硬j,i= 1) 
叫j=,  4 (ai,j句，i= 2) 

6 (ai,jaj,i=3) 

oo (ai，尺j,i~ 4) 

W(A)はルート格子と呼ばれる自由 z加群上で次のように実現される単純ルートと呼ばれる
線形独立なベクトルの組 {aふEJを用いて，ルート格子を④iEJZaiと定める．更に， Tiを単純
ルートに

叫叫＝ aj-ai，西（i,j E J) 

と作用するルート格子上の変換として再定義する．このとき， riは単純鏡映と呼ばれ，写像の合成

を演算として W(A)の基本関係式を満たす．

例 3.1.J = {l, 2}とし，

A = (_21 -21) 

とする．このとき， W(A)の生成元几四は基本関係式

2 _2 
門＝乃＝ 1, r汀汀1= r汀 1乃

を満たす．これにより，

W(A) = {l,r1,r2,r1r2,r2r1,r1万 1}

となるが，実は W(A)は対称群品と同型である．この事実は次のように確認出来る．配の標準

基底を s1,s2,s3とし，ハを配上の変換

叫叫＝町1,2)(i), 乃（己） ＝f:(2,3)(i) (i = 1, 2, 3) 

として再定義する．ここで，（1,2)(i), (2, 3)(i)は自然数iの互換を表す．このとき，

a1 = t:1 -t:2, a2 = t:2 -t:3 

とおくと，

門(a1)= -a1, 門（位） ＝a2 + a1, 四（a1)= a1 + a2, 四（a叫＝一叩

となり， W(A)のルート格子 Za1① Za2上での実現が得られる．

以降では，アフィン型と呼ばれる W(A)が無限群となるような一般カルタン行列のうち，特に

A~1),D炉， E炉型と名付けられたもののみ考える．それらの具体的な形は次の通りである．

6匹，j=(X)は r，と Tjの間に関係式が存在しないことを表す．また，ffii,j=2のとき Tiと Tjは可換である．
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• Eい型
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ここで，添字集合は XA1)型ならばJ={O,l,...,n}とする．

Aがアフィン型のとき，全ての列の添字jEJに対して

ど⑮，j=O
iEJ 

を満たすような正の整数の組 (G)i€Jが存在する．

のを選び，零ルートと呼ばれるベクトル 6を

このような粗のうち最大公約数が 1となるも

6＝ど砂
iEJ 

と定めると， 6 は全ての単純鏡映の下で不変である．特に A~l), D~l), E炉型の場合， 6は次のよう

に与えられる．

• A~1) (n ~ 1)型：

O=ど囚
i=O 

• D~l) (n ~ 4)型：
n-2 

8=a。+a1+2Lai+伍-1＋叫
i=2 

• E~l) 型：

• E炉型：

• E~l) 型

8 = ao + a1 + 2a2 + 3a3 + 2叩十a5+ 2a5. 

o = 2ao + a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 + 3倅＋2⑮ ＋a7. 

o = 3ao + 2a1 + 4a2 + 6a3 + 5a4 + 4知＋3a6+ 2a7 + as. 

最後に，乗法的な単純ルートを導入しておく．具体的には，定数pを用いて形式的に

佑＝pa;(i E J), 

とおき， aiを単純ルートと，qを零ルートと改めてみなす．

作用は

6 q=p 

このとき，単純鏡映の単純ルートヘの

巧(aj)= aj a;a•,J 

となり，零ルートは全ての単純鏡映の下で不変である．

(i,j E J) 
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4 簸の変異とアフィン・ワイル群の双有理表現

簾の中には有限回の変異によって頂点が置き換えられるものが存在し，このような性質は変異

周期と呼ばれる．実は，変異周期を持ちかつクラスター変数の集合 X が無限集合となるような簸

Qを上手く選ぶことで， A~l)'D~l)'E~l) 型アフィン・ワイル群を有理関数体上の双有理変換とし
て実現出来ることが分かっている．その手法と具体例を紹介することが本節の目的である．

4.1 アフィン・ワイル群の双有理表現の構成

以降では，クラスター変数 xは扱わないので(Q,y)を種とみなすことにするまた，簾の記述

の簡略化のため次の図のような表記を用いる．

4

3

 -x-
1

2

 

⇔ ローどり

このとき，頂点の集合 {1,2},{3,4}をそれぞれコピーと呼ぶことにする文更に，Qの 2つの頂点

i,j E Jの互換(i,j)を導入する．（i,j)は交代行列 Aに行と列の入れ替えとして作用し，係数y

への作用は

(i, j) (y砂＝ Y(i,j)(k) (k E I) 

と自然に定まる．

Qが変異周期を持つとき，Qを不変に保つような変異と互換の非自明な合成が存在する．この

事実を用いてアフィン・ワイル群の双有理表現を系統的に構成する方法が，［12]において確立され

たその概要は次の通りである瓦

•Qが 3 サイクル 1→2→3→ 1を持つとき，Qは変異と互換の合成 μ1四(2,3)μ叩1の下
で不変である．このとき，変異と互換の合成は単純鏡映となり，対応する乗法的単純ルート

はYlY2Y3で与えられる． 4サイクル， 5サイクルなどについても同様である．

•Qが 4 サイクル 1 → 2 → 3 → 4 → 1を持つときは，Qは更に変異と互換の合成 μ1(1,3)μi

と四(2,4)μ2の下でも不変である．このとき，変異と互換の合成はいずれも単純鏡映となり，

対応する乗法的単純ルートはy1Y3とY2Y4でそれぞれ与えられる．

•Qがコピー {1,2} を持つならば，Qは互換（1,2)の下で不変である． このとき，互換は

単純鏡映となり，対応する乗法的単純ルートはy1/Y2または Y2/Y1で与えられる．コピー

{1,2,3},{1,2,3,4}などについても同様である．

変異と互換の合成を考える際には，サイクル中の辺の始点と向きは問わないことを注意しておく．

具体的には，例えばμ1四(2,3)μ研 1の代わりに μ3四（1,2)μ叩3としてもyへの作用は変わらない．

事実 4.1([1, 2]). 坂井の分類におけるq—パンルヴェ方程式の由来となるアフィン・ワイル群は，

変異と互換によって有理関数体 C(y)上の双有理変換として実現される9.

7Aを用いて言い直すと次のようになる．任意の kEIに対して入i,k=ふ，k,ふ，，＝入k,jを満たすi,jEIをひと
まとめにして，｛i,j}をコピーと呼ぶ
8正確には，サイクルに含まれない全てのiEIにおいてiからサイクルに入る辺とサイクルからiに出る辺の個数
が等しい場合にのみ，この構成法が有効となる．

9正確には， E炉型と贔以型については変異と互換だけでは実現出来ない．それらに加えて，Qの全ての辺を反
転させて全ての係数をy，>-+1/y;とする変換が必要である．ただし，既知のqーパンルヴェ方程式を構成するだけなら
変異と互換だけで十分である．
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4.2 D~l) 型アフィン・ワイル群

次の図の簾をQとする．

ロー匡り
↑ ↓ 

区←こり

Qは 4サイクル 1→6→ 2 → 5 → 1を持ち，またコピー {1,4},{6,7},{2,3},{5,8}を持つ．こ
れに基づいて，単純鏡映を

ro = (1,4), r1 = (2,3), r2 = μ1(1,2)μ1, r3 = μ5(5,6)μ5, r4 = (5,8), r5 = (6, 7) 

と定め，乗法的単純ルートを

Y4 Y3 Y8 Y7 
ao = -, a1 = - a2 = Y1Y2, a3 = Y5Y6, a4= -, a5 = -
Yl Y2 Y5 Y6 

と定める．ただし，合成は右から順に作用するものとする．このとき， μ1によってQは次の図の

ように変換される．

ロー［
↑ ↓止2→

匡←ー。

4 一匠
↑ ／ ↓ 
竺←—詞

右の簸は（1,2)の下で不変であるから，Qは r2の下で不変である． r3についても同様であり，残

りの ro,r1,r4,r5の下では明らかにQは不変である．

四のyへの作用は，例 2.1と同様の計算によって

1 1 
乃(y1)=一，四(y2)=一，四(y3)= Y3, 乃（Y4)= Y4, 

Y2 Y1 

Y幽（1＋Y1) Y1Yi(1 + Y2) 
叫y』=(i=5,8), 乃（Yi)=

1 +Y2 1 +Y1 
(i=6,7) 

となり，ここから r2の乗法的単純ルートヘの作用

1 
叫 ao)= aoa2, 四（a1)= a印2, 四（四） ＝一，四(a3)= a四2, 四（a4)= a4, 四（a5)= a5 

a2 

が従うその他の単純鏡映についても同様である．こうして得られた単純鏡映は， Dふ1)型アフィ

ン・ワイル群の基本関係式を満たす．基本関係式はいずれも変異と互換の満たす関係式

瓜＝ 1, (i,j)μi = μj(i,j) (i,j = 1,..., 8) 

より導かれるが，その具体例を 2つ挙げておく．まず r汀0乃＝ ror2r。を導く．変異と互換の合成

においてサイクル中の辺の始点と向きは問わないことから四＝四(1,2)μ2が成り立つので，これ

を用いると

r2ro乃＝四（1,2)四（1,4)四（1,2)μ2

＝四（1,2)(1, 4)(1, 2)μ2 

= μ2 (1, 4) (1, 2) (1, 4)μ2 
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= (1,4)四（1,2)四（1,4) 

= ror2ro 

となる．次に r汀3乃＝ r3r汀3を示す．同様にしてμ氾5四(2,6)μ叩研1=μ研2四（1,5)μ研叩6と

乃＝郎(5,6)μ5が成り立つので，これらを用いると

となる．

r2r3r2 = μ1(1, 2)μ1μ5(5, 6)μ5μ1(1, 2)μ1 

=μ叩2固 (5,6)μ研叩1

= (2, 5)μ印5四 (2,6)μ叩研1(2, 5) 

= (2, 5)μ研2固（1,5)μ研2細 (2,5) 

=μ研5四（1,2)μ叩叩6

＝廊(5,6)μ5四（1,2)μ叩6(5,6)μ6

= r3r2r3 

D~l) 型アフィン・ワイル群の双有理表現から D~l) 型q-パンルヴェ方程式を導出するためには，
群の半直積拡大を考える必要がある国そのために，

刀―1= (3,8)(7,3)(4, 7)(2,5)(6,2)(1,6), 7r2 = (7,8)(5,6)(3,4)(1,2) 

とおく．このとき，明らかにQは町濯2の下で不変である．また， 7r1,7r2のyへの作用は，例 2.1

と同様の計算によって

7r1((Y1, Y公Y3,Y4,Ys,Y6,Y7駆）） ＝ （Y6,Ys,Ys,Y1,Y1,Y2,Yふy4),

四 ((Y1,Y2, Y3, Y4, Ys, Y6, Y7, Ys)) = (Y2, Yl, Y4, Y3, Y6, Ys, YB, Y7) 

となり，ここから乗法的単純ルートヘの作用

7rl (a』=a7rl(i)'四（叫＝ a四(i) (i=0,...,6), 

ただし

1r1((0,1,2,3,4,5)) = (5,4,3,2,0,1), 1r2((0,1,2,3,4,5)) = (1,0,2,3,5,4) 

が従う．更に，変異と互換の満たす関係式より

4 2 
町＝ 1, 乃＝ 1,

n:1ro = r4n:1, n:1内＝ r5n:1, n:1 r2 = r3汀1, n:1r3 =た2汀1, n:1r4 = r1n:1, n:1r5 = ron:1, 

n:2ro = r1 n:2, n:2門＝ ToT公n:2乃＝ r2n:2, n:2乃＝ r3n:2, n:2r4 = r5n:2, n:2店＝りn:2

が導かれる． m，四はディンキン図形の自己同型と呼ばれ，

〈ro,...,r5, 1r1,四〉＝〈ro,...'巧〉 x〈7r1'四〉

10ここでの D炉型qーパンルヴェ方程式とは，神保・坂井による [9]において提唱されたものを指す．
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はDふ1)型拡大アフィン・ワイル群と呼ばれる11.

Dil)型拡大アフィン・ワイル群の元 T= r2ror汀汀3バr汀3四を考える． Tは平行移動と呼ば
れ，その乗法的単純ルートヘの作用は

T((ao, a1, a2, a3, a4, as))= (ao, a1,厚，a3q,a4,a5)

となり， Yl,Y5への作用は

T(y1) = 
(1 + Ys)(l + Ys) 
Y4Y5Ys(l + Y6)(l + Y1)' 

T(ys) = 
Y1 (1 + Y2Y4Y5Y6Y1YsT(y1)) (1 + Y3Y4Y5Y6Y1YsT(y1)) 

Ys (Y1 + y4T(y1)) (1十T(y1))

となる．これらの作用は Dふ1）型q-パンルヴェ方程式と等価である匹

4.3 Eふ1)型アフィン・ワイル群

ここではq—パンルヴェ方程式の導出については割愛し，アフィン・ワイル群の構成のみを簡潔

に説明する．次の図の簾をQとする．

直
／ ＼ 

コ ー直

Qは 3サイクル 1→ 4 → 7 → 1を持ち，またコピー {1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}を持つ．これに
基づいて，単純鏡映を

ro = (5, 6), r1 = (2, 3), 乃＝ （1, 2), 巧＝ μ1四（4,7)μ研 1,

り＝（7,8), 店＝ （8, 9), 府＝ （4, 5) 

と定め，乗法的単純ルートを

Y6 Y3 Y2 Ys yg Y5 
ao=-, a1=-, a2=-, a3=y1y4y7, a4=-, a5=-, a6=-
Y5 Y2 Yl Y7 Ys Y4 

と定める．このとき， D~l) 型の場合と同様にして，Qが単純鏡映の下で不変であることが分かる．
r3のyへの作用は，例 2.1と同様の計算によって

l y叫（1＋叶）
叫Y1)= ~'巧(Yi)=~ (i = 2, 3), 

y1 1+yi 

Yi Y~ 祐（ 1+ Y1)Yi 
叫y4)=巧（叫＝ （i = 5, 6), 

1+yi'1  +yi 

11ディンキン図形の自己同型の名前の由来は次の通りである．11"k(k = 1, 2)の一般カルタン行列 A=(a;,J)への作
用を11"k(a叫＝ a在（i)，"k(j)と定めたとき， Aは11"kの下で不変である．ただし，ディンキン図形の自己同型を旅から導
出するアルゴリズムは未だ見つかっておらず，現状ではおそらく各個撃破しか手がない．

12ディンキン図形の自己同型を用いずに差分方程式を導出することも勿論可能ではあるが，その場合に得られる方程

式は神保・坂井のものと比べてより大きくかつ複雑な形のものになる．
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1 +yi y準(1+YD 
叫y7)=~, 乃(Yi)=~ (i = 8, 9), 

y4 1+Y1 

ただし

y~ =的（1＋ yi) ＝防（1＋ Y4 + Y1Y4), yi ＝叫1+ Y1), 叶＝ Y1Y7 
Y1(l十叶） 1 ＋Y1 +Y1Y7 1 +Y1 

となり，ここから r3の乗法的単純ルートヘの作用

叫 ao)= ao, 巧（a1)= a1, 巧（a2)= a四3,

乃(a4)= a四3, 巧（a5)= a5, 巧（％） ＝ a研3

1 
叫叫＝一，

a3 

が従う．その他の単純鏡映についても同様であるまた， D~l) 型の場合と同様にして，単純鏡映が
E~l) 型アフィン・ワイル群の基本関係式を満たすことが分かる．

4.4 Eい型アフィン・ワイル群

ここでもqーパンルヴェ方程式の導出については割愛し，アフィン・ワイル群の構成のみを簡潔

に説明する．次の図の簾をQとする．

： 
／ ＼ 

ロ←ー乞亘亘）

Qは 3サイクル 1→5 →7→ 1を持ち，またコピー {1,2,3,4},{5,6},{7,8,9,10}を持つ．これ
に碁づいて，単純鏡映を

ro = (5, 6), r1 = (3, 4), 四＝ （2, 3), 乃＝ （1, 2), 

r4 = μ1μ5(5, 7)μ5μ1, r5 = (7, 8), r5 = (8, 9), r7 = (9, 10) 

と定め，乗法的単純ルートを

Y6 Y4 Y3 Y2 Y8 Y9 Y10 
ao = -, a1 = -, a2 = -, a3= -, a4 = Y1Y5Y7, a5= -, a5= -, a7=-
Y5 Y3 Y2 Yl Y7 Y8 yg 

と定める．このとき， Dふ1)型の場合と同様にして，Qが単純鏡映の下で不変であることが分かる．

口のyへの作用は，例 2.1と同様の計算によって

l y晶（1＋尻）
叫 Y1)=マ，叫叫＝ （i = 2,3,4), 

y1 1 +y; 

1 +yi Y1Y6(1 +yi) 
r4(y5) =，ハ（Y6)= Y1'-~\ '1 U/ l+y1 

Yi __ (_¥ Yi(l+y1)Yi 
r4(y1) =，ハ（叫＝ （i = 8, 9, 10), 
尻(1+yi) 1 +yi 

ただし

y~ =始（1＋叶） ＝師（1＋Y7 +Y1Y7) 
Y1(l十坑） 1 + Yl + Y1Ys ' 

1 Y1Y5 
約＝
1 +y1' 

妨＝y7(l+ Y1) 
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となり，ここから r4の乗法的単純ルートヘの作用

叫ao)= aoa4, ハ（叫＝ a1, r4（四） ＝ a公り（叫＝ a四4,
1 

叫a4)= ----=---, r4(a5) = a5勾， n（⑮） ＝ aかハ(a7)= a7 
a4 

が従う．その他の単純鏡映についても同様であるまた， Dふ1)型の場合と同様にして，単純鏡映が

E~l) 型アフィン・ワイル群の基本関係式を満たすことが分かる．

5 簸の頂点の合流とq—パンルヴェ方程式の退化

本節では，第 4節で与えたアフィン・ワイル群の双有理表現の退化が簾の頂点の合流に由来する

ことを述べる訊本節では，区別のため合流後の簾を R と，係数を zとそれぞれ表すことにする．

5.1 籐の頂点の合流

簾Qの 2つの頂点i,jE Jの合流i→jを，次のように定める．

1. iとjの間の辺を全て消去する．

2.更に，iとjを重ねて新たな 1つの頂点jとする．

合流i→jは，交代行列 Aに対しては次のような操作になっている．

1. i行をj行に，i列をj列にそれぞれ加える．

2.更に，i行とi列を消去して，行列サイズを 1つ下げる．

また，係数yに対しては次のような操作と定める．

l. Yi=  c, Yj = Zj/E:,糾＝咋 (kヂi,j)と置き換える．

2.更に，極限 e→0を取る．

変異に対しては，yに対する操作に基づいて合流前のμ出］を合流後のμ]と定めるい

例 5.1.次の図の簾をQとする．

4 、 1

l X r 
3,  2 

Qは合流 4→ 1によって次の図のように変換される．右の簾が R となる．

1

-

2

 
-X-

4

『

3

4→1 
） 

2
 

¥― 
1

3

 

13ディンキン図形の自己同型の退化については，未だ明らかに出来ていない．

14この定義の下で単純鏡映と合流操作は両立するが，実は変異と合流操作は両立しない．これは変異によって簾の形

が変わることが原因と思われる．その意味では，この定義ではまだ不十分とも言える．ただし，石橋典氏と狩野隼輔氏

によると，簸にflozenと呼ばれる頂点を付け加えれば変異と合流操作の両立も上手くいくらしい．
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このとき， Aは

(:1]: ]] ]01)二(]] 2 :1) 

と変換され，yは

(y4y1, Y2, Y3, Y4) 二（z1,z2, z3, 0) 

と変換される．

5.2 Eい型から E~l) 型への退化

本小節では，区別のため E~l) 型の乗法的単純ルートを b。，．．．，如と，単純鏡映を so,...'S5 と
それぞれ表すことにする．

第 4.4節で与えられた E+1)型の簾をQとし，それに対して頂点の合流 10→1を考える．こ
のとき，Qは次の図のように Rに変換される．

口
／ ＼ 

国←こ亘五〕

10→1 
） 

区
↑
 詞

一彎
／ ↓ 
， ー

更に，変異 μ5とμ6を続けて行うと， Rは次の図のように変換される．

包ー厚
↑ ／ ↓ 
阿亘〕←- 1 

μ6μ5 
） /” ］←-詞

ここで， μ5とμ6は可換であることを注意しておく．最後に互換（1,4)を行うと，第 4.3節で与え

られた E~l) 型の簾が導かれる．これを R' と表すことにする．
Qにおいて，yは 10→1によって

(Y1Y10, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y1, Ys, yg, Y10)旦 (z1,z2,z3,z4,z5,z5,z7,zs,zg,O)

と変換され，一方で R'において， zはμ研6(1,4)によって

Zi窃Z6
μ5μ5(l,4)(z1) = Z4, μ5μ5(l,4)(z』=(i=2,3),

(l+z5)(l十硲）

Z戸炉6 1 
μ5μ5(l,4)(z4) = ~'µ5µ5(l,4)(z i) = _:_ (i = 5,6), 

(1 + Z5)(1 + z6) Zi 

μ5μ乱1,4) (zi) = Zi(l + z5)(l十硲） （i = 7, 8, 9) 

と変換される．これにより，乗法的単純ルートは

（よ， a2,~,a凶2叩4,a5,a5,d攣~) = (~'~'~'年7, 号 9 ;'z1Z:Z10) 
二（竺こ，竺 9年 7こ，竺二）
Z5 Z2 Z4 Z7 均lZ1Z5 
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三（三塁竺Z1叩 7三，竺こ）
Z5 Z2 Zl Z7 Zs Z4 

= (bo, b1, b2, bob珈，b4,b5,如）

と変換され，ここから単純鏡映の合流が次の表のように従う．

ro I”I心 1I mr3叩 3r汀11 r5 | r6 1乃rmmrm
so I s1 I s2 I s0s5S3S5S0 I S4 I S5 I S5 

実際， r7rげ5r4r5rげ7から s6への合流は

r汀6店＂ r汀6r7= (9, 10)(8, 9)(7, 8)μ1固 (5,7)μ研 1(7, 8) (8, 9) (9, 10) 

=μ叩(5,10)μ研 1

= μ10い（1,5)μ氾10
10→1 
＿＿→い(1,5)μ1 

= μ5(1, 5)μ5 

= μ6μ5(1,4)(4,5)(1,4)μ5μ6 

=μ6囮（1,4)s6(1, 4)μ研6

で与えられる．合流後に (1,4)μ研 5を行ったため， S6の前後に（1,4)μ研6とその逆変換が残るこ

とを注意しておく．また， r汀汀3rげ3r汀1から sos終3S6SOへの合流は

Tげ汀3Tげ3T汀1= (3,4)(2,3)(1,2)μiμ5(5, 7)μ5μ1(1,2)(2,3)(3,4) 

=μ卯(5,7)μ研 4

10→1 
＿＿➔ μ4尻 (5,7)μ研4

=μ5四 (4,7)μ4侭

= μ5μ6(1, 4) (5, 6) (4, 5)μ4μi (1, 7)μ1μ4(4, 5) (5, 6) (1, 4)μ6μ5 

=μ叩6(1,4)sos砕3紺so(l,4)μ研 5

で与えられる．その他の単純鏡映についても同様である．

単純鏡映の係数への作用は合流操作と両立しているが，その具体例を 1つ挙げておく． T4567= 

r7叩 5叩 5叩 7と表すことにする．このとき，上で見たように T4567= μ10四（1,5)μ印 1。であり，そ

のyへの作用は

l y叫o(l+坑）ハ567(Y1)= ~'T4567(Y』=(i = 2,3,4), 
y1 1 +yi。

1 +yi Y1Y6(1 +yi) 
八567(Y5)= ~'T4567(Y6) = 

y{。 1+y1 

叫1+Y1)yi yi 
T4567仇）＝ （i = 7, 8, 9), T4567(Y10) = 

1 +y{ yい（1＋yi)' 

ただし
I y訊1+ Y10 + Y1Y10) _, YlY5 
的＝，防＝，yi。 =Y10(l+ Y1) 
1 + Y1 + Y1 Y5, u"  1 + Y1 
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となる．ここで，

(Yi, (1 + Y1)Yi, YふYio)
＝ （芦(1+e+Zl) Z傘＋叫(1+e +Zl) Z戸5
e+ Z1 + Z因 'e+Z1+ Z心 '~,s+z1)

二（o,~口z：l),z戸1)
となるので，

(Y1Y10, Y公Y3,Y4,Y恥Y6,Y7, Ys, Y9, Y10) 

ュニ（土，硲Z[]:1窃）'...'召Z](]:1芍） ,¾,z6, 窃Z； (]:5勺）'...'窃Z↑ (]:5勺）， o)

となる．一方で，

(Y1Y10, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7, YB, Y9, Y10) 

竺二（i,砂Z[]:1芍）'...'勾Z[[:1芍） ,¾,z6, 窃Z［]:5勾）'...'窃Z:(]:5勺）， o)

となるので，単純鏡映と合流操作は両立する最後の化（1,5)μ1はR'ではなく Rにおいて行っ

ていることを注意しておく．

5.3 摩型から Dふ1)型への退化

本小節では，区別のため D~l) 型の乗法的単純ルートを bo，．．．，転と，単純鏡映を so,,,,,85と
それぞれ表すことにする．

第 4.3 節で与えられた E~l) 型の簸をQとし，それに対して頂点の合流 9 → 1を考える．この
とき，Qは次の図のように Rに変換される．

疇
／ ＼ 

国 一彎

詞一巳り
二↓ ／↑  

こ—→ 1 

更に，変異 μ4と互換 (6,8) (3, 6) (2, 5)を続けて行うと，第4.2節で与えられた Dil)型の簸が導か
れるこれを R'と表すことにする．

Qにおいて，yは 9→1によって

(Y1Yg,Y2,Y3,y4,y5,y5,y7,ys,Yg)亡 (z1,z2,z3,Z4,Z5,Z5,Z7,Z8,0)

と変換され，一方で R'において， zは四（2,5) (3, 6) (6, 8)によって

μ4(2, 5)(3, 6)(6, 8)(z1) = z1, μ4(2, 5)(3, 6)(6, 8)(z2) = z5(l + z4), 
1 

μ4(2, 5)(3, 6)(6, 8)(z3) = zs(l + z4), μ4(2, 5)(3, 6)(6, 8)(z4) =ー，
Z4 

μ4(2, 5)(3, 6)(6, 8)(z5) = z2, μ4(2, 5)(3, 6)(6, 8)(z5) = z3, 
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Z4Z7 Z4Z6 
μ4(2,5)(3,6)(6,8)(z1) = ~'µ4(2,5)(3,6)(6,S)(zs) = 

1十勾 1 + Z4 

と変換される．これにより，乗法的単純ルートは

（幻a1凶 ;,a0,a四4叩 6,a2疇4,a1,±)= （勺Z1臼 '~,z1叩9, Z坪4硲，~,¥s)

二（土,~,Zl叩2叩8, 号'¥s)
三（詈，已，z戸2,叩6, 已~)
= (bo, b1, b2, b3, b4, b5) 

と変換され，ここから単純鏡映の合流が次の表のように従う．

D[1) | T5r4::r4r5 1 :]| T6T5r4::r4r5r6 1 r4r2::r2r4 1 :: I :: 

実際 r5r4r3叩 5から s。への合流は

r5r4r3r4r5 = (8, 9) (7, 8)μ1μ4(4, 7)μ4μ1 (7, 8) (8, 9) 

= μ1四(4,9)μ研1

=μ叩1(1, 4)μ氾9

二叫1,4)μ1

＝四（1,4)μ4

= μ4(2, 5)(3, 6)(6, 8)(1, 4)(6, 8)(3, 6)(2, 5)μ4 

＝四(2,5)(3, 6)(6, 8)so(6, 8)(3, 6)(2, 5)μ4 

で与えられる．合流後に (6,8)(3, 6)(2, 5)μ4を行ったため， soの前後に (6,8)(3, 6)(2, 5)μ4とその

逆変換が残ることを注意しておく．また， T紅汀4T汀4r汀6から s2への合流は

r肛5バT汀4巧巧＝ （4, 5)(8, 9)(7, 8)μiμ4(4, 7)Mμi(7, 8)(8, 9)(4, 5) 

=μ叩(5,9)Mμ1 

=μ叩1(1,5)μ氾9

9→1 ――→μ1(1,5)μ1 
= μ5(1, 5)μ5 

= μ4(2, 5) (3, 6) (6, 8)μ2(1, 2)μ2 (6, 8) (3, 6) (2, 5)μ4 

＝四(2,5)(3, 6)(6, 8)況（6,8)(3, 6)(2, 5)μ4 

で与えられ，＂ T汀3乃nから S3への合流は

rげ汀3r2r4= (7,8)(1,2)μ1四（4,7)μ研1(1,2)(7,8)

=μ叩（4,8)μ伊 2

9→1 
—→ µ2四（4,8)µ研2
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= μ4四(2,8)μ叩4
= μ4(2, 5) (3, 6) (6, 8)μ5(5, 6)μ5(6, 8) (3, 6) (2, 5)μ4 

= μ4(2, 5)(3, 6)(6, 8)s3(6, 8)(3, 6)(2, 5)μ4 

で与えられる．その他の単純鏡映についても同様である．単純鏡映の係数への作用と合流操作が

両立することは，第 5.2節と同様にして確認出来る．

6 その他の話題

本稿の内容に閲連する幾つかの話題について述べておく．

6.1 高階化

頂点集合を I={[j,i] I j E Zmn,i E Zm}とし，トーラス上の簸Qを次の図のように定める．

＼ ↓ ¥ ↓ ¥ ↓ 
→ [0,0]→ [O, 1]→ [0,2]→ 

¥ ↓ ¥ ↓ ¥ ↓ ¥ 
→- [1, 0]→- [1, 1]→ ［1, 2]→ 
＼ ↓ ¥ ↓ ¥ ↓ ¥ 
→ [2,0]→ [2, 1]→ [2,2]→ 

↓ ¥ ↓ ¥ ↓ ¥ 

Qは水平方向に mn個の mサイクル

[j,O] →[j, 1] →・・• →[j,m-1]→[j,O] 

を持ち，鉛直方向に m個の mnサイクル

[O, i]→ [1, i]→・..→ [mn-1,i]→ [O,i] 

を持ち，斜め方向に m個の mnサイクル

[O, i]→ [mn -1,i + 1]→ ••• → [1,i -1]→ [O, i] 

を持つ．これに基づいて，第 4節と同様にして単純鏡映 Tj(j E Zmn), Si, s~ (i E Zm)を定める詞

このとき，群〈TO,・・・,Tmn-1〉,〈SO,...,Sm-1>,<s~,..., s如りは A儡＿1 型， Aば~1 型， Aば~1 型ア
フィン・ワイル群とそれぞれ同型であり，更にこれらの群は互いに可換である（［7,8, 12]). 

Qは (m,n) = (2, 2) のとき第 4.2 節で与えられた D~l) 型の篤と，（m,n) = (3,1)のとき第 4.3
節で与えられた E~l) 型の簾とそれぞれ一致し，これによりq—パンルヴェ方程式の高階化を導く簸
とみなすことが出来る．実際， m=2の場合は [16]において詳しく調べられ，q-ガルニエ系と呼ば

れる 2n 階非線形q—差分方程式のあるクラスが導出されている 16.

15m=2の場合は水平方向のサイクルが存在しないが，その場合も 2サイクルが存在するとみなして単純鏡映を定

める．

16q—ガルニエ系を導出するためには単純鏡映に加えて，ディンキン図形の自己同型を適切に定める必要がある．
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6.2 量子化

一般に，係数yについてのポワソン括弧は

{Yi,Yけ＝入i,jYiYj

と定められる．これに基づいて，yを

疇＝P―2入,,JYjYi 

と非可換化し，更に変異μi(i EI)を

-1 
Yi 

μ謁）＝｛仇1/|入,,,I(1 + py;"'（知））｝入3,|

‘
,
'
’
/
、
~

.t

.
'
u
 

＝

斗

.
J
.
J
 

＇
ー
、
‘
ヽ
＼

と定めることで，拡大アフィン・ワイル群の双有理表現の量子化が可能となる（［1]).実際，第 4.2

節で与えられた D~l) 型の篤にこの手法を適用することで，長谷川による [5] において提唱された
Dふ1)型q-パンルヴェ方程式の量子化が得られる．

実は，単純鏡映が満たす基本関係式は一般に非可換化の前後で不変である ([13]). これにより，

q—ガルニエ系の量子化も原理的には可能であるが，それを詳しく調べることは今後の課題である．
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