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deformed Donaldson-Thomas接続について
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deformed Donaldson-Thomas (dDT)接続は、伍多様体上のエルミート複素直

線束の接続で calibrated(associative)部分多様体のミラーと考えられているもの

である。これは高次元ゲージ理論等で現れる Grinstantonの類似とも考えられる。

これらの背景を紹介したのち、 dDT接続は実際にモジュライ理論や体積汎関数の

ミラーに関して、 associative部分多様体やGrinst an tonと類似した性質を持つこ

とを紹介する。これらは、一連の論文 [3,4, 5, 6]によって得られた結果である。
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自忠

ホロノミー群

ホロノミー群Hol(g)とは、リーマン多様体(X,g)の「曲がり方」を調べる方法

のひとつである。いくつかの自然な仮定のもと、ホロノミー群は分類されている。

定理 1(Berger, 1955). (X, g)を単連結リーマン多様体で、既約（局所的にリーマ

ン多様体の直積に分解しない）かつ局所対称空間でない (vR=/=O)とする。この

ときホロノミー群は、以下のいずれかになる。

SO(n), U(n), SU(n), Sp(n)Sp(l), Sp(n), G2, Spin(7). 

私は例外型ホロノミー群とよばれる G2,Spin(7)の場合に興味を持っている。以下

では、 G2の場合に限定して話を進める。

*e-mail: kkawai@bimsa.cn 
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1.2 伍幾何

Lie群Gバま、八元数体([])の自己同型群、っまり ([J)からそれ自身への線形同型写

像で、八元数の積を保つ群をいう。

伍：＝Aut(([])）

= {g EGL(([])） |g(x) ・ g(y) = g(x ・ y) (Vx, y E([])）｝. 

ただ、八元数の積は結合法則が成り立たないなど、扱いが難しい。しかし([])= 
屈⑤Im([])＝股①配とみて([])の禎をぁる 3-£⑳ m匹 EA刊股り＊で表現することが

できる。まずu,VE  ffi.7に対して UXVE配を次で定義する。

'Po(u, v, ・) =〈U XV,・〉.

〈•,•〉は町の標準内積である。このとき、([])=股〶町の積({]) X ⑪ →([])は次のよ

うに書ける。

(x,u) ・ (y,v) = (xy-〈u,v〉,xv+yu + u xv) (x,y E股，u,vE尉）．

つまり、 0の積の情報はすべて 3-formr.p0 E A3（尉）＊に含まれるので

G2 = {g E GL(7,民)|g＊'Po=叫

を示すことができる。更にG2c S0(7)もわかる。

以下、らをこのようにしてS0(7)の部分群とみなす。

いわゆる holonomyprincipleから、 7次元リーマン多様体(X7,g)のホロノミー

群がG2に含まれるとき (Hol(g)cら）、平行移動により globalparallel 3-form 

(f)E炉(Xりが定義できる。このようないまー意とは限らないが、そのような¢を

1つ固定して (X1,'P,g)をら多様体とよぶ。

標語的に言えば、ら幾何とは 3-form'Pで特徴づけられる幾何と言える。（比較

として、 Kahler幾何は2-formで特徴づけられる幾何である。）

1.3 伍幾何の捉え方

伍幾何は一見奇妙な幾何に思われるかもしれない。しかし伍幾何には以下の

ような捉え方があり、非常に興味深い側面が多くある。

• Calabi-Yau多様体の類似

ら多様体は（複素） 3次元 Calabi-Yau多様体の類似と思える。これは、 Lie

群の包含関係SU(3)c G2からくるものである。例えば、戸を（複素） 3次元

Calabi-Yau多様体としたとき、 S1x戸はG2多様体になる。
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（概）正則曲線のように振る舞う部分多様体(associative部分多様体）の存在も

知られている。シンプレクティック多様体上では、概正則曲線を「数えて」、

Gromov-Witten不変量が定義された。同様に、 associative部分多様体を「数

えて」、不変量を構成できるかという問題がある。

更に、 G2多様体のミラー対称性も考えることができる。 Calabi-Yau多様体

のミラー対称性にはいくつかのversionがあるが、 torusfibrationを考える

Strominger-Yau-Zaslow ([10]）のアプローチは伍多様体に対しても可能で

ある。

• 3,4次元多様体の理論の高次元化

G2多様体上では、 3,4次元多様体の理論の高次元化を考えることもできる。

3次元多様体上の平坦接続、 4次元多様体上の ASD接続の高次元化として

G2-instantonというものがある。

平坦接続、 ASD接続を「数えて」、 Casson不変量、 Donaldson不変量は定

義された。同様に、 Grinstantonを「数えて」不変量を構成できるかという

問題がある。（これは、高次元ゲージ理論と呼ばれる分野である。）

｛ら多様体｝

： 〕三ヒ
{Calabi-Yau多様体｝ ｛3,4次元多様体｝

1.4 Calibrated geometry 

calibrated geometryは、 Harvey-Lawson[1]に1982年に導入された概念であ

る。リーマン多様体(X叫g)上のある条件をみたす閉k次微分形式'PEび(Xりを
calibrationと呼び、それを用いてcalibratedsubmanifoldとよばれる K次元部

分多様体が定義される。

calibrated submanifoldの著しい性質の1つに、「コンパクトなものは、ホモロ

ジー類の中で体積最小で、体積は位相的に与えられる」ことがある。特に、 calibrated

submanifoldは極小部分多様体になる。

この概念はホロノミー群と相性がよい。リーマン多様体がある特定のホロノミー

群Hol(g)を持つときには、自然な calibrationを持つ。例えば、 Hol(g)= U(n), 

より一般に Hol(g)c U(n)のときは (X,g)はケーラー多様体と呼ばれる。この

ときケーラー形式（とそのベキの定数倍）は自然な calibrationになり、対応する

calibrated部分多様体は複素部分多様体になる。他にも以下にいくつか例を示す。



101

Hol(g) (c) U(n) SU(n) G2 

(X,g) X2n:Kahler x2n:Calabi-Yau X7: G2多様体

calibrated N匹複素 A 3 :associative 

submanifold 部分多様体 部分多様体

L叫特殊ラグランジュ C生coassociative

部分多様体 部分多様体

上段のもの（複素、 associative)は、変形に障害があるが、下段のもの（特殊ラ

グランジュ、 coassociative)は変形に障害がないことにも注意する。

1.5 ミラー対称性

ミラー対称性は物理で最初に登場した概念で、ある 2つの Calabi-Yau多様体

の幾何学的対象がある変換で移りあうと予想する。これを数学的に定式化しよう

とする試みにはいくつかあるが、 Strominger-Yau-Zaslow[10]によれば、 3次元

Calabi-Yauのミラー対称性は（特異ファイバーを含む）特殊ラグランジュ(SL)dual 

T3-fibrationで説明できるのではと予想する。

つまり、灼を（複素）3次元Calabi-Yau多様体とし、 (Xザをその「ミラー」と

すれば、ある 3次元多様体がと（特異ファイバーを含む）ファイブレーション

f:炉→ B叫f*:（炉）＊ →かが存在して、 smoothfiber f―l(b), (f*)-l(b)はなん
らかの意味で dualな特殊ラグランジュ3次元トーラスT3になるという。

x¥が).炉）＊
その後、 Leung-Yau-Zaslow[8]は、特殊ラグランジュ dualtorus fibrationが与え

られたとき、実フーリエ・向井変換により特殊ラグランジュ部分多様体はdeformed

Hermitian Yang-Mills (dHYM)接続に対応することが示した。

同様に、 G2多様体の torusfibrationも考えることができ、実フーリエ・向井変換

も適用できる。 Lee-Leung[7]は、 coassociativedual T4-fibrationが与えられたと

き、実フーリエ・向井変換により associative部分多様体はdeformedDonaldson-

Thomas (dDT)接続に対応することを示した。 ([4]において、実フーリエ・向井

変換による対応をより詳細に記述した。）

| calibrated submanifold || 「ミラー」
特殊ラグランジュ IIdHYM接続

(co)associative II dDT接続
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dDT接続は、伍多様体がtorusfibrationの構造を持たない時も以下のように定

義できる。

定義 2.(X7平，g)を伍多様体とし、 (L,h)→ X7を複素エルミート直線束とす

る。 (L,h)のエルミート接続▽がdeformedDonaldson-Thomas (dDT)接続

(deformed G2-instanton)とは

也も＋F▽ ＾＊'P = 0 

をみたすときをいう。ここで F▽ E ✓可：炉は▽の曲率。

定義から、 dDT接続はG2-instanton(Donaldson-Thomas connectionとも呼

ばれ、 F▽^＊'P= 0で定義される。）の類似とも思える。以上より、 dDT接続は

associative部分多様体やGrinstantonと似た振る舞いをすると期待される。

したがって、 1.3章で述べたことより「dDT接続も「数えて」不変量が作れるの

では？」という問いが自然に出てくる。しかし、そのためにはモジュライ（変形）

理論が必要であるが、我々の研究以前にはそのような研究はほとんどなかった。そ

こでまず、 dDT接続が associative部分多様体やGrinstantonと実際に類似性を

持つかを調べた。これは次節で述べることとして、以下ではdDT接続の例をいく

つか挙げる。

平坦接続は明らかにdDT接続になる。他の例としてはdHYM接続からくるも

のがある。

例 3(dHYM⇒dDT). (Y尺w,g,J,O)を複素 3次元 Calabi-Yau多様体とし、
(L,h)→戸を複素エルミート直線束とする。

このとき X7:= S1 X戸はら多様体になりら構造'PE炉(Xりは

<p = dx I¥ w + Re 0, *'P = w2 /2 -dx/¥ImO 

で与えられる。 xはゞの座標である。 T :X7→ y6を射影とする。

このとき▽を (L,h)のdHYM接続 (i.e.F,炉＝ Im(w＋氏）3= 0)とすると、
が▽は 7r*LのdDT接続になる。

実際、これは次からわかる。

1 
占＋F▽＾＊¢ ＝i (Fも＋3F▽^研)-dx八F▽(¥Im 0, 
ご Im(w+ F,▽)3 =FJ +3F▽ (¥w2. 

更に、戸がコンパクト連結なら「逆」も言える ([6,Theorem 7.3 (2)］）。
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2 主結果

dDT接続が associative部分多様体やGrinstantonと実際に類似性を持つかを

調べた。まず、 associative部分多様体にどのような性質があったかを復習する。

2.1 associative部分多様体の性質

事実 4. • G2構造を摂動すると、 associative部分多様体のモジュライ空間は0

次元向きづけ可能多様体。

• associator equalityという代数的な恒等式がある。これにより、ら構造，

は calibrationになることがわかり、 associative部分多様体の（変形理論に

有用な）特徴づけも得られる。

•コンパクト associative 部分多様体は、ホモロジー類の中で体積最小で、体

積は位相的に与えられる。（これは calibratedsubmanif oldの性質である。）

• Chem-Simons型汎関数があって、 associative部分多様体はその臨界点にな

る。

Gr instantonも類似の性質をもつことが知られている。我々の結果は大雑把に

いえば、 dDT接続は上と類似した性質をもつことを示した、と言える。（最後に対

応する主張だけは、 Karigiannis-Leung[2]によって既に知られていた。）

2.2 変形理論

定理 5([5]). (X7, cp, g)を伍多様体とし、 (L,h)→X7を複素エルミート直線束
とし、その上の dDT接続が存在するとする。

1. dDT接続のモジュライ空間の expecteddimensionはが(X7の第一ベッチ数）

になる。

2.ら構造ゃを摂動すると、モジュライ空間はが次元の滑らかな多様体になる。

3.変形の障害がない場合、モジュライ空間は自然な向きをもつ。（これはモジュ

ライ空間の大域的な性質であることに注怠。）

より正確には、各 dDT接続▽に対して複体(#▽)が定義できる。(#▽)はあ

る楕円型複体の部分複体で、 dDT接続の変形は(#▽)を用いて記述できる。つま

りその第一コホモロジーが(#v)は無限小変形の空間になり、第ニコホモロジ一

炉(#▽)は障害空間になる。
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2.3 接続の「体積」

定義 6.(X尺g)をコンパクト連結向きづけ可能リーマン多様体、 (L,h)→ xnを
複素エルミート直線束とする。 A。を (L,h)のエルミート接続全体の空間とする。

このとき体積汎関数V:A。→戦を次で定義する。

V（▽）：＝J心）volか
X 

v(▽)=(1+ |F叶＋旦 2＋信 2＋ 
vol，はgの定める体積要素である。

これを体積とよぶ理由は、実フーリエ・向井変換で、 Vは部分多様体の（通常

の意味での）体積に対応するからである。物理ではVはDirac-Born-Infeld(DBI) 

actionとよばれる [9]。

定理 7("Mirror" of associator equality, [ 6]). (X戸，g)をら多様体とし、 (L,h)→

x7を複素エルミート直線束とする。任意の▽EAに対して

(1+；〈Fも，＊¢〉）2+＊ゃ八Fv+信も 2+}l'PA*(Fv)2l2=v（▽）2. (2.1) 
特に任意の▽ €A。に対して

1 
1+- 〈F~, ＊ゃ〉さ v（▽）
2 

であり、等号成立は▽がdDT接続であるときに限る。

2番目の主張について、等号成立ならば▽がdDT接続であることは (2.1)より

直ちにわかる。逆は、代数的計算により＊切八F▽+Fも／6=0ならば¢八＊（F▽戸＝ 0 

となることを用いればわかる。

この等式は（通常の） associatorequalityの実フーリエ・向井変換により予測さ

れた。証明は pointwiseな計算だが、結構な工夫が必要で、おそらく実フーリエ・

向井変換なしには発見不可であったと思われる。

定理7より、いくつかの興味深い系が得られる。

系 8.コンパクト連結な伍多様体上で dDT接続▽はV:A。→股の最小を与え、

V（▽）は

Jx (1 + ；〈Fも，＊：〉） vol91= IVol(X) + (-2五 (L)2U [cp]）・ [Xll-
で与えられる。特に、 dDT接続▽に対して V（▽）は位相的に書ける。
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系 9.L→X7が平坦とする。このとき任意の dDT接続は平坦。特に、 dDT接続
のモジュライ空間はH1(X皇）／27rが (X,Z)になる。

証明▽。を平坦接続とし▽を任意の dDT接続とする。▽。しまdDT接続であるか

ら、系8より

Jx (1 +|F叶＋旦 2＋信 2volg = V（▽）＝ V（▽o) ＝JXvolg 

これより氏＝ 0がわかる。 ロ

注意 10.系9より、コンパクト連結なら多様体上で非自明な例を構成するなら

ば、平坦でない直線束L→X7をとる必要がある。

2.4 変分法的観点

最後に、 Karigiannis-Leung[2]による変分法的観点を紹介する。

(X冒，g）をコンパクト連結G2多様体、 (L,h)→Xを複素エルミート直線束と
する。 Aoを(L,h)のエルミート接続全体の空間とする。 A上の 1-form8を

釦（ご）＝ JX《い（い玲＋F▽＾＊cp)

（▽ EAo,《 bET▽A。=《コQl)で定義する。その定義から、 0▽ =0であるこ

とと▽がdDT接続であることは同値である。

いくつかの計算で、 0は閉形式であることが示せる。任意の▽ EA。に対して

A。＝▽＋《二釘i山であって、特にAoは可縮なので、ある汎関数CS:Ao→股

が存在して dCS=8となる。したがって、 dDT接続は CS(Chern-Simons型汎

関数）の臨界点になることがわかる。

3 まとめと今後の課題

3.1 まとめ

上述の概念の関係性をまとめると、以下のようになる。
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GWの類似？ 高次元ゲージ理論？



106

associative部分多様体は概正則曲線の類似と考えられ、 Gromov-Witten不変量

の類似が期待されている。またGrinstantonは平坦、 ASD接続の類似であり、そ

れを用いた不変量の構成を目指す高次元ゲージ理論が展開されている。

dDT接続はこれらに類似しており、 dDT接続を「数えて」不変量が作れるので

はという期待がある。そのためにまず、定理 5,7,系 8において、 dDT接続は実

際に associative部分多様体やG2-instant onと類似の性質を持つことを示した。

更に、 Chern-Simons型汎関数の存在以外は、同様の主張がSpin(7)多様体に対

しても成り立つことを示した ([3,6]）。

3.2 今後の課題

•他にも類似した性質を示せるか？（実フーリエ・向井変換を用いて予想できる？）

•コンパクトら多様体上での dDT接続の例の構成。（注意 10 より、非平坦な

直線束をとる必要がある。）

• "Singular" dDT接続はどうなるか？コンパクト性定理は成り立つか？

ー極小接続（「体積JVの臨界点）が、 Yang-Mills接続と同様に特徴づけ

られることはわかった。そこで、 Yang-Mills接続の場合の類似を考え

ることで、コンパクト性定理が得られるかもしれない。

• 3次元多様体に対する instantonFloer homologyの類似は考えられるか？

- (A。のある開集合上のある計量に関する） CSのgradientflow equation 

が、戦 XX7上の Spin(7)版 dDTequationに一致することは示せた。

（このような観察は、通常の instantonFloer homologyの構成の際に重

要であった。）
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