Ueber die Schlichtheit

der Abschnitte gewisser Potenzreihen
Von

Akira Kobori

(Eingegangen am I, September 1931)

In seiner interessanten Arbeit hat Herr G. Szego' den folgenden
Satz bewiesen: Die Funktion

So)=aytazt e @ gt e

sei reguldr und schlicht im Kreise |z[<1. Dann sind sdmtliche Ab-
schnitte

Sg)=aytag+ - +angt, (12=1, 2,000 )
schlicht im Kreise |z|<——.

Daran anschliessend mochte ich hier die Potenzreihen

(1) O T
und ihre sdmtlichen Abschnitte

(2) S(N=aytazt e +a,2, (n=1, 2, )
betrachten, die mit den Bedingungen

(A) aFo, |a|=lal, (n=2, 3,0 )

charakteris’~rt sind.
1. Bevor ich zu Potenzreihen vom Typus A in den folgenden
Zeilen bezeichne ich die Potenzreihen mit den Bedingungen (A) mit
., Potenzreihen vom Typus A*“

tibergehe, beschiftige ich mich mit
den Potenzreihen (1), diec mit noch allgemeineren Bedingungen

(B) a=Fo, a,=0(1)
bedingt sind.
Diese Potenzreihen sind reguldr im Kreise vom Radius nicht

I. G. Szegt: Zur Theorie der schlichten Abbildungen. Math. Annalen. 100, (1928).
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kleiner als Eins. Denn, da /(z) vom Typus B ist, gibt es eine positive
Zahl 2 derart, dass

I @y | =702, (7&3‘—‘ I, 2,000 )’
daher ist
— 1 > . | o
lim sup [an| - limi¥ m
PO o

Nun ist fiir zwei verschiedene Punkte z, %, des Kreises |z <
L) = /(“) S AR =g +2 (T 2y b +z2 2 ).
“’1
Y=

Sei p die Schranke, dic ich finden mochte, so ist fir |z |<p, [z|<p

i i }]”ifl’vflpy—l

=2

I Sz) —/(z)

gy Za

Da aber f(z) vom Typus B ist,

M) —/(z) ;> u [_,,ziypv-l

..,1—-20 o)
=2

Ferner ist
(=)

v—1__ o .
EJp (I_P)g 1, fir p<1,

y=2

s0 ist
(~1) /( ) ’ | 772
2 L S Sy b
(J) ’ 22 } 1 (I___P)..
In analoger Weise hat man

Sulz1) — .S (2) } | 7t

T T IS g |+ 0 s
(4) I P }’1) (I—p)“

Deswegen sind fir p, fur das die Gleichung

(5) {a1§+7/z—~(~;%/_"—’;—>§—=o

genugt, die rechten Seiten von (3) und (4) beide positiv, d. h., fur
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Vi rom

woraus folgt der
Satz I. Es sei f(z) regulir im Kreise |z|<»  Dann sind £(2)
und ihre simtlichen Abschnitte schlicht im Kreise

a1 — Y

sy

Via| m

falls A(z) vom Typus B ist.
Wenn man hier setzt
m |als
so erhdlt man eine Potenzreihe vom Typus A. Damit hat man den
Satz 2. Es sei f(z) regular im Kreise [z|<7.  Dann, sind /()
und jhre simtlichen Abschnitte schlicht im Kreise

}Zf<1—-—;——/-—£-:—20.292 ...... s

falls f(z) vom Typus A ist.

Ist die Potenzreihe (1) bedingt mit
(C) ’ ]an [é’ {578 ]’ (”:‘: T, 2,000 )’
so ist offenbar

J(Z] igl @n ?7 (”:2;' 3yt )

Also ergibt sich hieraus als spezieller Fall des Satzes 2 folgender
Satz. .

Es sei /(z) regulir im Kreise |z |<7, so sind #(z) und ihre simt-
lichen Abschnitte .5,(z) schlicht im Kreise

I

fZI<I"“"/T,

falls f(z) vom Typus C ist.

Dies ist der Satz, der von Herrn T. Itihara' bewiesen wurde.

2. Nun gebe ich zwei Sitze, die unmittelbar aus dem Satz I folgen.
Satz 3. Ks sei

Ag)=a+ ezt Fa, gt @ ==0

1. T. Itihara: Eine Beamerkung iiber die Schlichtheit der Potenzreihe und ihrer Ab-
schnitte, Japanese Jour. of Math. 6, (1929).
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regulir im Kreise |2{<1, so sind f{2) und ihre samtlichen Abschnitte
schlicht im Kreise

I

[2]< 1 = e
| Via+1

falls | /(z) |=1 fur |z]< 1.
Nach dem von Cauchy herrithrenden Satz sind

1(571!é1, (’/’Z:O’ Iymeecee )

Also ist f(z) vom Typus B, daraus folgt die Behauptung.
Herr €. Carathéodory' hat den Satz bewiesen, welcher lautet®:
Die Funktion

S(z)= {__ T YT da e

“sei im Kreise |z[<1 reguldar und habe dort positiven Realteil.
Dann sind
j(h;!-—él, (‘/l:I, 2, )
Hierbei skizziere ich den Beweis fliichtig.
Man setze

=4, fop,, Ay, ph reell
z=pe?, o=8<am, o<r<i,

s0 ist

7(z) :——i._ + E(Zn cos 18— p, sin 12 )"+ &E(X,, sin 726

n==l ne=l

+ p, cos .
Bezeichnet man mit P(r,8) den Realteil der Funktion, so ist
1 .
Plr,0)= -t E(/X” cos 120 — p,, sin nd)r",
ne=1

Daraus folgt

1. C. Carathéodory: Ueber den Variabilititshercich der Fourierschen Konstanten von
positiven harmonischen Funktionen. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. 32,
(1911).

2. Ich habe hier die Wortlaute von Herren Pélya und Szegt benutzt, die in dem von
ihnen herausgegebenen Buche ,, Aufgaben und Lehrsiitze ¢ vorhanden sind.
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. . B
a,= )‘n + 7/1" :—-—T P(7’,19‘)(,’ “”’dl?‘.
174
0
Demnach ist

ey

P(r,8)d?

la,|=

~
s

IHierbei lasse man # gegen 1 konvergieren,
Mit Hilfe dieses Satzes kann man den Satz ableiten :
Satz 4. Es sei

f(z):-%-f—mz+--~--+n,lz"+ ------ , @m=Eo

reguldr und habe positiven Realteil im Kreise |z|<1. Dann sind f(z)
und ihre sdamtlichen Abschnitte schlicht im Kreise

[P TR S
v l a |+
Man sicht mit Hilfe des Carathéodoryschen Satzes, dass #(z) vom
Typus B ist. So folgt diese Behauptung unmittelbar nach dem Satz 1.
3. Nun gehe ich zu schlichten Potenzreihen {iber.
Hilfssatz T (von Herrn Szego)'.
Es sei
f(z):a” +(l[z deeanen —{-(an'” ......
reguldar und schlicht im Kreise |z|<1. Dann gilt fur |z <1, |z[<1
die Ungleichung
(~1) “f(22> [>] o ‘( f!‘l { ) |1 =%
3

. (I I_-Elzﬁ“f‘lzl_zzi)‘: '

(6)

Beweis. Wie man leicht nachprift, ist

A=A S22 )

A= =T P

1. G. Szegd. loc. cit. Mit Hilfe des Kunstgriffes, der in dem von Herrn L. Bieberbach
bearbeiteten ,, Lehrbuch der Funktionentheorie ¢ vorhanden ist, habe ich im Beweise geringe

Modifikation gemacht.
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auch im Kreise [¢]<1 regular und schlicht und besitzt eine in [¢ <1
giiltige Potenzreihenentwicklung,. die so beginnt

pO)=CH7 e

Es sei hier

ZZ:‘{'%’;E?-’ wo |6 <1 ist; damit ist |2 [< 1,
sb ist ‘

{ f(%)“f(zz), = ]Czi —

’ SE)a—laf) |7 i+ &)

Also ist ‘

fm—f(m ={ ()| (s —z )l 1= B3]

e U e e
Da aber

] ,,)], 1”11 (I;_—Ilqll);

ist, so folgt die Behauptung.
Hilfssatz 2. Es sei f(z) vom Typus A. Setzt man

S2)=5.(2) +0.(2),
WO

Sy =+ ayz Ao +a,5"
und

0(2) = A e,
so gilt die Ungleichung

) Sa) — /() } >} T {,‘)

2y~ 2y

Za.(z 2) }

fir [2]<—, |z|<-1 und nz=g4.
- 3 3
Beweis. Nach dem Hilfssatz I ist

I L)~/ (=, ,(_5_} Zli )

Z1—%s
I

[1—%2 | +2|z—2] +

(21 —2)° ‘ '

1 —E1%s
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Ich unterscheide zwei Fille :
i) on—|=o0.2.

Man hat

1—7%1% 1 0
E.’f- <5o(1 »}—__,>::_.—5
L1 T & 9
und ;
AT <,
1 — 2%
Daher ist
—T., -— 0 [ -
I750% |4,y 21 “Z2 ‘<3_+_ 50=7/’
1% 1 —21%s o] ]

; 1—5122|+2}ZI—22

S 5”f1>< 1,9
mal " 4 7

lal

> }xo-ozg.
Ry

Da aber /(z) vom Typus A ist, so ist

| o o
| ¥ —g¥ A

;E”" BT (< | @ IE‘Z’[—%‘;
E E54 R 20 131“521

i

v+l 7 Ve=pntl
~_la] OE<_I_>
[;i—z| 3
FESTES |
| ]

li) !S;_"‘Zg < 0.2.
Man hat wieder

[ 1 =52 <1 +-L =19
9

(]

L
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N
wn
o

und

|_(5L”‘_5X1< L. =

152

Daher hat man

n—2) [< 10 42 4.9

I— —5122

il—zlzzl+2ggl_22;+] (

Daraus folgt

Mlj( I:{jI >2. !1~Elz2f—i—2le—lzgf+’—£zl—j:§g)i

1 —%1%
I 1800
>[ X ——e—
4 2801
>la | xo0.16.
Ferner ist
(=] L)
o —2 1\
20\4 - - < 1 n IE!J(_‘>
2 )
y=n+l y=nt+l
11 .
= |a|x — fir 7=a,

<@ lxo.102.

Also ist die Behauptung bewiesen.
Satz 5. Es sei f{z) reguldr und schlicht im Kreise [z|< 1, dann

sind samtliche Abschnitte schlicht im Kreise

1<_I~20333 ...... s

O, :

(a3

falls /(z) vom Typus A ist.
Beweis. Es ist

S(zr) = S(22) 1>§ Az)—/(2)

Zy—%&a

aax(zl) - G7z<z2) .
21 _22

[ g
~1 7T A2

Nach dem Hilfssatz 2 ist fur 7=4



Ueber die Schlichtheit der Abschnitte gewisser Potenzreihen 259

Gn(~l) 0‘71(’4") , WO

2, %o 5=z
<2

/(z) —f(m) 1

IZII<~.§~’ ]22I<*_I’—

2

Fiir #=3 und =2 ist die Behauptung leicht zu beweisen.
Fir =73 ist

[ at (12(51 + Zz) + (Z:}(Z? + 2182 -+ Zg) ’
=)o || e+ 2) + au(F 2zt 25) |

Da aber f(z) vom Typus A ist, ist
zla[{1=(al+ a)—(al+]allzl =P}

>fﬂ1I<1— 2 1 >=o.
3 3

Fir n7n=2 ist

[+ aztz) =l o [{1—(al+]])}

>l l(l——7>>o

o

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.
4. Die hiermit gewonnene obere Schranke _i- fir die Schlichtheit
samtlicher Abschnitte aller im Einheitskreisé’ schlichten Potenzreihen
vom Typus A scheint mir kaum die wahre obere Schranke zu sein.
Herr 1. Fejér' hat den Satz bewiesen :
Das Polynom
(9) P R 4ot
wo nz1, ist im Kreise |z|<p, schlicht, wenn p, dic einzige positive
Wurzel der Gleichung
(10) 1—(z+1)p"—np*l=
bezeichnet.
Ich sehe hierbei das Polynom als die Abschnitte der im Kinheits-
kreise schlichten Potenzreihe
(”) T4 gteeeees it IR
an. So ist die Potenzreihe (11) vom Typus A, daher miissen nach dem

1. L. Fejér: TUeber die Grenzen der Abschnitte gewisser Potenzreihen,  Acta
litterarum ac scientiaram. 4, (1928).
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Satz 5 ihre samtlichen Abschnitte im Kreise |5|<—— schlicht sein.
3
In den folgenden Zeilen aber beweise ich einen Satz und mit dessen
Hilfe schliesse ich, dass samtliche Abschnitte
(g’) I+Z+ ...... +Z”, (7zz1, 2}......)
in ein wenig grosseren Kreise schilicht sind.

Hilfssatz 3. Versteht man unter p, die positive Wurzel der trinomi-
schen Gleichung :

(10) {—(n+1)p" —np" =0,
SO ist '

PR C o oo
und

=

Beweis. Nach der Voraussetzung sind

(12) nputt 4 (n+1)pn=1

und

(13) e+ 0)paii+(n+2)ppil=1.
Aus der Relation (12) ist

_.._B?LA, + ...I._. = __M*_I—__.W
(14) 72+1 72 7e(r+1)pl
daraus folgt

1 72t
72ph 7

Pn -

In analoger Weise hat man

I 7t 2
(e+1)phii  n+a

,071+l =

Wire nun

Pn >Pn+1,
SO wire
1 ot 1 _ ntz
, i1 3
720 7 (n+1)pait 711
oder

1 _ 1 > I
npn (e UpE T wlnta)
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Wegen der Relation

At
Pn Pr+1

wiirde

1 1 I

npn (4 )pp > 12{7+1)
sein. Aus der Relation (14) aber sind

S 7+1
n P kg +
720 7

und

I 1 72

(72+1)p3*t —73:+ nt1

Daher miisste

sein, d. h.

o

2
put TZ:F;“Pn“‘ 120,

woraus folgte

Vi1 )f—1

>
P 72+ 1

Man hat aber aus der Relation (12)
npitt (2 + 1) < 1,
daher ist
P ——————
(2724 1) ™1
Wie man leicht nachrechnet, ist

Vi+(n+1f—1 > 1

72+ 1 (27Z+ I)ﬁ‘

was fuhrt ad absurdun:.

, fur n=2,

261
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Dass p, gegen 1 konvergiert, kann folgendermassen bewiesen
werden. Aus der Relation (12) hat man

1
npptrt1’

7
Pn"“

daraus folgt
7 log p,= —log (72p,+ 74 1).
Damit ist

limlog p,=o0,

n-pcR
d. h.

limp,=1.

OO
Also ist der Hilfssatz bewiesen.
Hinsichtlich dieses Hilfssatzes kann man behaupten :
Satz 6. Es seien

I8 eeeens -*—5”’) <r//,'::_'1’ PRITITE )

dann sind diese sdmtlichen Abschnitte schlicht im Kreise |[z]< —:-

Diese Schranke kann durch keine grosseren Werte crsetzt werden, weil
1+z+4

sz als die genaue Schranke fiir Schlichtheit hat.

Also aus der Sitze 5 und 6 erhalte ich schliesslich den Satz:
Unter die Potenzreihen, die im Einheitskreise reguldr-schlicht und
vom Typus A sind, gibt es eine Potenzreihe, deren sidmtlichen Ab-
schnitte im Kreise |z|<7 schlicht sind, wo
L pe 1
3 2

ist.
Zum Schlusse bemerke ich, dass ich dem Herrn Prof. Toshizd

Matsumoto fiir seine Bemerkung und Anregung zu Dank verpflichtet
bin.



