
76

Local c-conjecture and p-adic differential equations 
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Tetsuya Ishida (Saga University) 

概要

GQpのp進ガロア表現に対して，加藤和也氏と深谷太香子氏は局所イプシロン予想

を定式化した．中村健太郎氏はこの予想を，p進ガロア表現の一般化である Robba環上

のファイガンマ加群に対して定式化した．本稿では，このファイガンマ加群に対する局

所イプシロン予想の文脈で， BernadettePerrin-Riou氏が定義した bigexponential 

mapを定式化し，その補完公式を説明する．これは中村健太郎氏との共著論文 [10]の

内容の概要を，講演の流れに沿って説明したものである．

1 イントロダクション

p進ガロア表現に関する重要な予想として，（p進）局所イプシロン予想がある．そもそも

p進ガロア表現は多くの情報を持つ数論的な対象である．例えば，代数多様体の様々な幾何

学的な情報が，そのエタールコホモロジーというp進ガロア表現に反映される．エタールコ

ホモロジーとして得られるp進ガロア表現は deRham表現であることが知られているが，

de Rham表現とは限らない一般のp進ガロア表現に関する予想として，加藤および加藤―深

谷による局所イプシロン予想がある［11][8].局所イプシロン予想の主張は，p進ガロア表現

M に対してガロアコホモロジーから定義される碁本直線と呼ばれる一次元空間△L(M)を

考えるとき，その自然な碁底が整合的に存在するというものである．この韮底は重要で，同

じく加藤による，ゼータ同型の関数等式（大域イプシロン予想）に現れる補正項の局所因子

として現れる．

ファイガンマ加群は Fontaineによって定義されたp進ガロア表現の一般化であり [9],

p進ガロア表現それ自体を調べる強力な手法でもある．実際， Colmezによるp進局所

Langlands対応の構成にはファイガンマ加群が用いられている．また，中村は局所イプシロ

ン予想を相対Robba環上のファイガンマ加群に対して一般化する形で定式化し議論するこ

とで，三角表現という広いクラスの表況に対する局所イプシロン予想を証明している．

[10]では， Perrin-Riouのbigexponential射をファイガンマ加群に対する局所イプシ

ロン予想の文脈で定式化し，その補完公式を証明した．そもそも bigexponential射は，
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Colemanによるp進L関数の円単数からの構成を大幅に一般化する形で crystalline表現

に対して Perrin-Riouによって発見された写像であり [18], その後 Colmezによって de

Rham表現に対して一般化され［5],その後Bergerによるファイガンマ加群を介した研究を

経て［2], 中村によって deRhamファイガンマ加群に対して一般化された [15]. 中村によ

る一般化では， deRhamなファイガンマ加群M を取るとき， M 自身の一次岩澤コホモロ

ジーと， Bergerにより定義された M に付随するp進微分方程式Nの一次岩澤コホモロジ

ーの間の写像として bigexponential射は定式化され，これがr= Gal(Q瓜μP=)/Q)の de
Rham な指標捻りで得られる族 (M('T/))rJEI'L,dR の Bloch—加藤射 exp,exp*を補完すること

が示されていた．［10]では，この中村の bigexponential射を M とNそれぞれの円分変形

に対する碁本直線の間の同型写像

Exp(M）：均（N）二△『(M)

として改めて定式化し，さらにこの同型が適切な意味で族 (M(ry))r,EI'L の（局所イプシロン

予想に現れる）整合的な碁底を補完することを証明した．

本稿では講演の流れに沿って，上述した [10]における主定理の定式化を説明し，その証明

の概略を述べることを目標とする．

ここで，本稿で用いる記法についてまとめておく．pは簡単のため奇素数とする．Qpの代

数的閉包Qpを一つ固定する． LはQpの有限次拡大体とし，その整数環を OLで表す。μp=

で1のp憲乗根全体がなす群を表す． 1の原始炉乗根の系列（(pn)nEZ;;:,1で，任意の nで

（知＋1)P=如を満たすものを一つ固定する． r= Gal(Qp(μp=)/Qp)とし，その位相的生
成元'Yoを一つ固定する． R!(r)でLに係数をもつ解析的岩澤代数，すなわち Spf(O且[r]])

の Berthelot生成ファイバーの大域切断を表す． x:r 二►z;でp進円分指標を表す．fL
でLに値を持つrの連続指標全体がなす集合を表し，その部分集合I'L,dRを

I'L,dR =｛西：iE Z, OE「L は有限指標｝

で定める．

2 Robba環上のファイガンマ加群

Lに係数をもつ Robba環応を

勾＝｛どan炉：a,,EL, [r, 1)で収束（ヨrE (0, I))} 
nEZ 

で定義する． RLには「が次のように作用する：

ァ（どan『） ＝ど叫(1+ T)Xb) -1)匹
nEZ nEZ 
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加えて冗Lには，次のフロベニウス作用¢が備わっている：

ゃ（ど叫『）＝ど叫(I+T)P -I)凡
nEZ nEZ 

ゃは L代数の準同型になる．これに関して RLはRL=国悶―1(1+ T)i<p(RL)と分解す

ることがわかる．そこで， XERLに対して分解X=こ：二[―1(1+ T)や(xi)を用いて写像

心： RL→応を心(x)= xoと定義する．

次がファイガンマ加群の定義である．なお， Robba環以外の係数環を持つファイガンマ

加群を考えることも重要だが，本稿ではRobba環上のファイガンマ加群のみを扱う．

Definition 1 冗L上のファイガンマ加群とは，有限生成自由 RL加群M と， M 上の半線

形連続写像1PM:M→ M と， M への連続半線形群作用 rxM→ M との三つ糾で，以下

を満たすもの．

l. M はRLJ: 1PM(M)で生成される．

2. 1PMとr作用は可換．

本稿ではp進ガロア表現を直接扱うことはないものの，次の重要な定理はファイガンマ加

群を考察する動機を与える．

Theorem 2 ([9],[4],[1],[12]) Gqpの連続線形な作用を持つ有限次元 Lベクトル空間の圏

から， RL上のファイガンマ加群のなす圏への，忠実充満な関手が存在する．

上の定理に関連して，階数 1のファイガンマ加群が以下のようにQ；上の連続指標で分類

されることを紹介する [6].1]: q;→いを連続群準同型とする．このとき，形式的な元e'I)

を基底にもつ冗L加群冗L(1J):= RLe'I)に対し

¢穴り、('1/)(fe'I)):=1.p(f)17(p)e'I),1(fe'I)):=1(f)17(xh))e'I) 

と定めると，これはファイガンマ加群となっている．実は階数 1のファイガンマ加群はこの

ような形のものに限ることがわかる．なお， 77(p)E Ofの場合， nを局所類体論により一次
元表現とみなすと， nに上述の関手で対応するファイガンマ加群がRL(n）となっている．

3 ファイガンマ加群に対する局所イプシロン予想

本節では，中村による， Robba環上のファイガンマ加群に対する局所イプシロン予想の

一部を紹介する．具体的には，主定理の定式化に必要な， deRhamなファイガンマ加群の

円分変形族という限られた場合の予想を述べる．紙面の都合上，p進表現に対する元々の予

想［11][8]や， リジッド解析的なファイガンマ加群の族に対する正確な予想［16]は割愛する．
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まず，p進表現のガロアコホモロジー及び岩澤コホモロジ一を一般化する，ファイガンマ

加群の複休二種類を導入する．ファイガンマ加群M に対し， L上の線形空間からなる複体

として c~,'°Y0(M) を

c;,'°Y0(M) := [M 国—1, 'PM-1)9M ① M('PM-1)+(1-'°Yo)rM]

と定義する．更に， R!(r)上の加群からなる複体として c;(M)を

c;(M) := [M 立~M]

と定義する．ここで注意として， M への冗以r)加群としての構造はr作用を連続線形に延
長するものとして定義されることを挙げておく．これらのi番目のコホモロジ一群をそれぞ

れ Hし，'"Y (M) と H~(M) で表す． M がp進表現 V に付随する場合，各i E Zに対し白然な

同型Hい(M)竺Hi(Qp,V) および H~(M) 竺 HL(Qp,V)が成立する [14][13].

局所イプシロン予想の定式化の基礎には，ガロアコホモロジーをある意味で束ねた，次の

基本直線がある．まず c~,'°Y0(M) について，そのコホモロジーは有限次元［14], 特に完全複

体になるので，行列式関手を取ることで次数付き一次元Lベクトル空間△L(M)が定義で

きる：

ふ，1(M):= Deり(c;,'°Y/M)).

また， c;(M)についても，これは完全複体になることが示されており [13],行列式関手を

取ることで次数付き可逆冗以r)—加群△},W(M) が定義できる：

△兄(M):= Det吋（r)（⇔（M)).

注意として，△兄(M)は以下の主張より (MR冗LRL(TJ))ryEI'L に対する今，1の族とみな

せる：任意の連続指標 (n:r→い） €几に対し，自然な同型

canri:△仇(M)R吋 (r)JriL ~ふ，1(M 知応(T/))

が存在する．ただし左辺の底変換はfri: R!(r)→L;b]→ n(1)-1に関するものである．
具体的な canriの構成については，［16]を参照のこと．なお，講演では省略したが，正確な

基本直線の定義には以下のように△い(M)を修正したものを採用する必要がある：

ふ（M)＝知(M)R知 (M),

知 (M)= { x E det四（M):'Pde曰 (M)(x)＝加e因 (M)(p)x,,y(x)= T/de因 (M)(X('Y))(x)}-

以降，不正確ではあるが煩雑さを避けるため，次数付き可逆加群の次数を無視し，また

ふ (M)とふ，1(M)を区別せずに議論する．
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M がdeRhamな場合，自然な基本直線の自明化 e秤(M):L二今(M)が定義で

きる．そもそも deRham性について補足すると，'R,L上のファイガンマ加群 M に対し，

dimL(D叫 M))~ ranknL M を満たす整数で添字づけられた減少フィルトレーション付き

Lベクトル空間DdR(M)が定義でき，この不等式が等式の場合に M をdeRhamであると

定義する．そして M がdeRhamな場合に，自然な同型c炉(M):L二△L(M)を，様々
な不変量を組み合わせて定義することができる．ここではe快(M)の定義に用いられる不変

量のいくつかにのみ言及するが，その正確な定義は [16]で与えられている．

•一般化された Bloch―加藤射 expM: D皿 (M)/Fil0(D皿 (M))→ Hら(M)および
expM. : H~,"l (M) → Fil0(D<lR(M)) および expf,M : Dcris(M)→ Hい(M):p進
表現の場合に定義される Bloch—加藤射を，中村がファイガンマ加群に対して一般

化したもの [16].本稿では用いないが，注意として expM や expf,Mについては de

Rhamとは限らない一般のファイガンマ加群に対して定式化されることを挙げてお

＜． 

• r定数r(M)E Q:これはM のHodge-Tate重さの多重集合によって決まる不変量
である．ここで Hodge-Tate重さはFili(DdR(M))/Fili+l(DdR(M))-/-0なる整数i

として定義される．

• e定数 s(M)E (L郊Qp(μp=))X [7] :固定したQpの加法指標 1/pn→知と
Dpst(M)とから定義される．詳しい定義は割愛するが，その定義はM そのものでは

なく M[l/t]に依存することを後で用いる，ただしt:= log(l + T) E RL・

主定理の設定に現れる局所イプシロン予想は， deRhamなファイガンマ加群M に対し

て，族（（咽(MRnL叫(ry))))r,E九，dRが以下の意味で補完されることを主張する．

Conjecture 3 ([16, Conjecture 3.8]) M をdeRhamな勾上のファイガンマ加群とす

る．このとき，次を満たす同型c},w(M): R[(「)→△},w(M)が一意的に存在する：任意の

de Rham指標 (77:r→い） EI'L,dRに対し，図式

L 

ciw/ :(n))  
吋 (M)R町(r),'I)L can'l 

△L(M(n)). 

は可換である．

本節冒頭で述べたように，実際の予想はより一般のリジッド解析的なファイガン

マ加群の族に対して定式化されている．本稿での予想は， deRhamなM に対する族

(MR四応(n))nEfL を特に考えていることになる．予想について知られている主な結果の
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一部に，三角表現の場合［16]と二次元表視の場合［17][19]がある：他の結果についてはたと

えば [10]を参照のこと．

4 主定理

本節では主定理の主張を述べ，その証明についてごく簡単に概略を示す．はじめに主定理

の定式化に登場する， deRhamなファイガンマ加群に付随するp進微分方程式について述

べる．その後主定理の主張を述べ，その証明の流れを説明する．

Bergerは， deRhamファイガンマ加群を補正することでp進微分方程式を構成した．

幻(r)の元▽を▽：＝ log（福―1)!log(x（福―り）で定義する．t= log(l + T) E応を思
い出しておく．

Theorem 4 ([3, Theorem 111.2.3]) M をdeRhamなファイガンマ加群とする．このとき，

以下の二条件を満たす部分ファイガンマ加群NこM[l/t]がただ一つ存在する．

• N[l/t]こ M[l/t].

• V(N)こtN.

N は▽／tを接続とするフロベニウス作用付きのp進微分方程式となっており，以降これを

M に付随するp進微分方程式と呼ぶ上記の特徴づけから， DdR(N)= DdR(M)であるこ

と，特に N もまた deRhamになることがわかる．またその構成から， NのHodge-Tate

重さはすべて 0になることもわかる．注意だが， N は本稿の主定理を定式化するのに必要と

なる一方， Nは一般にp進ガロア表現に対応しないため，主定理はファイガンマ加群に対す

る局所イプシロン予想の文脈でのみ意味を持つ．

次が [10]の主定理であり， deRhamなM とこれに付随するp進微分方程式Nについて，

二種類の族 (eか(M0nL RL(TJ)))TJE厄，dRと(e炉(N@nL冗L(n)))nEh,dRの違いが以下
の意味で補完されることを主張する．

Theorem 5 ([10, Theorem 4.1.1]) M をdeRhamな勾上のファイガンマ加群とし， N

をM に付随するp進微分方程式とする．このとき，次を満たす同型Exp(M)：△『（N)→
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△},W(M)が一意に存在する：任意の deRham指標 (n: r→L勺EI'L,dRに対し，図式

L 

は可換である．

e炉(N(n)2

ふ (N(77))

canr,「

均 (N)R吋(r),'T/L 
Exp(M)Rf'l 

e炉(M(ry))

今 (M(rJ))

↑can,, 
均 (M)R町(r),TJL 

主定理は，局所イプシロン予想とp進微分方程式の理論とを結びつけているとみなせる．

実際主定理より， e｝w(N)が存在すれば， c},w(M)= Exp(M) o c},w(N)が従う．すなわち，

主定理の系として， M に対する局所イプシロン予想がNに対する局所イプシロン予想に帰

着できることがわかる．

5 主定理の証明の概要

主定理の証明の流れと，証明の鍵となる定理を述べる．

まず主定理に現れる Exp(M)の定義を概観し，［15]の主定理の一つである o(M)定理が

どう用いられるかを説明する．そもそも，［15]では十分大きな hE Z>oに対し写像

ExpM,h: Nゆ＝1→M心＝1

が，（（V-(h-1）)・・・(V-1) ・ V)(N)t::;:M の制限として定義されていた． （この定義は，

勾(r)の作用でクリスタリン表現に対する bigexponential射を記述できるという [2]の指
摘を受けたものである [15,Remark. 3.8].) Exp M,hは同型

Detn!(r) (Nゆ＝1)~ detn詞）（ExpM,h)Det叫(r)(M,/J=l)

を誘導するが， 8(M)定理は

det吋(r)(Exp M,h) 

＝ （町l。-1▽凡十Jt)char叫 (ri(N/（心ー l)N)―1char叫(rJ(M/（心ー l)M)
という主張のため，さらに同型

charRt(rう(N/（し一l)N)DetRt(r) (Nゆ＝1)二charRt (r) (M /（ゆーl)M)DetRt(r)(Mゆ＝1)
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を誘導する．特性イデアルが行列式の逆イデアルとして記述できることから，同型

Det吋(r)(NI（心ー l)N)―1Det吋(r)(Nゆ＝1)

~Det吋(r) (M/（ゆー l)M) ―1Det吋(r)(Mゆ＝1)

が得られ，これから所望の同型Exp(M)：△1,w(N)→△『(M)が得られる．

主定理はN とM の指標捻りに関する局所イプシロン同型を比較するが，その証明で重要

となるのは N と M の Bloch—加藤射の比較である．そもそも主定理では任意の n € fL,dR 
に対する補完性質を扱うが，これより先では本質的となる自明指標 n=1 の場合に Bloch—加

藤射の比較が厘要になることを説明する．この場合，主定理の主張は次の図式

L 

c伊／ミM)
(1) 

今 (N) 、ふ(M)
Exp(M)Rfl 

の可換性になる．同型吋凹ー）の定義には e定数をはじめとする様々な不変量が用いられる

が，図式に現れる二つの同型e快(N)とe快(M)の比較に関してはN とM のBloch―加藤

射の比較，特に expN およびexpjy.と expM およびexpM*の比較が重要となる．実際，定
理4より N[l/t]= M[l/t]なのでc定数に関して両者は一致し，また exp1(M)に関しては

これが0写像になる場合（より強く，genericと呼ばれる場合）の証明に帰着できることが

わかる：後者に関しては本稿最後も参照のこと．

異なる Bloch—加藤射を比較する次の定理は，主定理の証明の鍵となる．この定理は，異

なるファイガンマ加群に対する Bloch—加藤射と冗!(r) の元の作用の関係を記述する．この

定理に現れる nt(r)の元として微分作用素v'-i(iEZ)の場合を用いて細かな計算を実行
することで主定理を証明することができる．なお，一般の nt(r)の元を対象として議論す
ることで一般的かつ見通しの良い証明が得られることに注意しておく．

Theorem 6 ([10, Theorem 2.2.5]) D, D'をdeRhamなR,L上のファイガンマ加群とし，

D[l/t] = D'[l/t]と仮定する．元入＝J(bJP-1- 1) Ent (r)が入（D）こ D'を満たすとき，
次の図式が可換となる．

[x→?(x)] 
D皿 (D)~ DdR(D') 

] [fJ 

H似(D)~H応(D').

ただし，入： Hcp,"f(D)→ Hcp,"f(D');[x, y]→ ［入（x)，入(y)]とし， a,(3,?(x)は以下のものと

する．
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1. a= expb,/3 =expb,, ?(x) = J(O) • x 
2. a= expD, /3 =expD,, ?(x) = J(O) • x 

3. a= expb, /3 = expD,, J(O) = 0, ?(x) = logxcychb―l)f'(O)・x.

概して言えば，我々の bigexponential射は冗以r)の元を乗じる形で定義されることか

ら， Theorem6を用いることで主定理を示すことができる．実際， Theorem4に注意する

と， Theorem6を， D=N,D'=M,十分大きな正の整数h,

h-1 

入＝ II ▽—i
i=O 

の場合に適用できる． log(l+ X)の定数項は0であるため Theorem6の三番目の状況が考

察可能であり，ライプニッツ則から次の図式が可換になることが導かれる：

[x→(h-l)!x] 
DdR(N)DdR(M) 

ai if3 

H似（N)~叫，□ （M).

ここで二種類の Bloch—加藤射の違いとして現れた（h -1)!は， c快(M)の定義に現れるガ

ンマ定数と関係しており，このような考察からきちんと主定理を証明する事ができる．

以上が主定理の証明の概略だが，正確に議論する際にはI1仁。1V-i以外の元も考える必
要があることに注意しておく．まず，その定義より Exp(M)はExpM,hの行列式そのもの

ではなくこれを補正したものであり，補正により初めて碁本直線間の同型が得られたのであ

った．たとえばM のHodge-Tate重さがすべてー1の場合には▽＋ 1E nt(r)を乗じる
逆向きの写像M → Nに対して Theorem6を適用するなどのエ夫が必要になる．一般には

単一の入に関する議論だけで可換性を直接示すことはできず， Theorem6の全ての場合の

議論が必要になる．

最後に，実際の主定理の証明には，中村による一次元の局所イプシロン予想に関する先行

結果が用いられていることについて補足し，本稿を終える．まず，上述の説明で留意すべき

点として exp1(M)とexp1(N)の比較が含まれていないことがあるが，先に述べたように

これは M にgeneric性があると仮定しても良いことによる．ファイガンマ加群M に対し

これがgenericであることを，

Dcris(M知勾(rJ))= Dcris(M*冠囮(rJ))= 0 

が任意の n:r →Q;で成立することと定義する． （このような M に対し expf,Mの始

域 Dcris(M)は0となっており，またそのコホモロジーも扱いやすいものになっている．）

genericかつ deRhamなM に対し主定理を示せば良いことが，以下のようにしてわかる．
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genericかつ deRhamなM に対して，その非自明な部分ファイガンマ加群M'で， M/M'

もまたファイガンマ加群の構造を持つものが存在するとわかるため，短完全列

0→M’→M→M/M'→0 

が得られる．本稿で説明している bigexponential射は Hodge-Tate重さで適切に補正し

ているため短完全列と整合的であり，上の短完全列に対しても Exp(M)= Exp(M') R 

Exp(M/M')が成立する．加えて e快もまた短完全列と整合的（！）であり，上の短完全列に

対しても e炉（M)＝咽(M')R摩(M/M')が成立する．故に M の階数に関する帰納法
から， M がgenericな場合と， M の階数が 1の場合とを考えれば，一般の場合が従うこと

がわかる．そして階数 1の場合には，［16,Proposition 4.13, Lemma 4.14]においてすでに

exp!などを含め無条件で主定理は証明されており，ゆえに M がgenericな場合に帰着でき

ることがわかる．なお，［16]においてこれらの命題はそこでの階数 1のファイガンマ加群に

対する局所イプシロン予想の証明で重要な役割を果たしており，今回の主定理が一般の局所

イプシロン予想の証明にも役立てられることを期待している．
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