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多重Bernoulli数の帰納的関係式とその組合せ論的解釈
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1 序—多重 Bernoulli 数—

Bernoulli数の定義は，

tet 00 

B 

et -1 
=L___!l:_t叫
n! 
n=O 

の2通りあり，これらは

t 00 C 

et -1 
=L二 tn
n! 
n=O 

B1=-C1=- Bn=Cn (nEZ20¥{l}) 
2' 

であって， n=l以外は同一の数を定めることから本質的な違いはない．しかし，本稿の主

役である多璽Bernoulli数ではこの違いが重要になるため，これらをB版， C版のBernoulli

数と呼んで区別することにする．

多軍 Bernoulli数は，これらの Bernoulli数をポリログLik(x):=区~=1 炉/nk (k E Z, 

lzl < i)を用いて拡張したものであり，それぞれ，

00 
恥 (1-e―t) Bn 

(k) 

1-e-t = L n! t叫
n=O 

00 
恥 (1-e-t) Cn 

(k) 

et -1 = L n! tn 
n=O 

で定義される（金子 [5],糀川・金子 [2]).実際， k= lのときは Li1(x)= -log(l -x)よ

り，上式の左辺はいずれも古典的な Bernoulli数の母関数となるため， Bernoulli数の拡張

であることがわかる．多重Bernoulli数の具体的な数値データは，下記の表1,2を参照さ

れたい．
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k¥n 

゜
1 2 3 4 5 6 

4 1 1 49 41 26291 1921 845233 
16 1296 3456 3240000 ―144000 1555848000 

3 1 1 11 1 1243 49 75613 
8 216 288 54000 7200 3704400 

2 1 1 1 1 7 1 38 
4 36 24 瓦 面 2205 

1 1 1 1 

゜
1 

゜
1 

2 百 30 石

゜
1 1 1 1 1 1 1 

-1 1 2 4 8 16 32 64 

-2 1 4 14 46 146 454 1394 

-3 1 8 46 230 1066 4718 20266 

-4 1 16 146 1066 6902 41506 237686 

表 1:B炉(-4:S: kさ4,0 :S: n :S: 6) 

k¥n 

゜
1 2 3 4 5 6 

4 1 15 1085 2375 1567541 105707 35635723 
16 1296 3456 3240000 432000 1555848000 

3 1 7 早 137 12493 161 291703 
8 216 288 54000 7200 3704400 

2 1 3 17 5 7 7 38 
4 36 24 痴 120 2205 

1 1 1 1 

゜
1 

゜
1 

2 6 30 西

゜
1 

゜゚ ゜゜゜゜-1 1 1 1 1 1 1 1 

-2 1 3 7 15 31 63 127 

-3 1 7 31 115 391 1267 3991 

-4 1 15 115 675 3451 16275 72955 

表 2:dk) (ー4:::; k ::; 4, 0 :::; n ::; 6) 

多重Bernoulli数の性質はいくつか解明されており，例えばB版の興味深い性質としては，

漸化式： B炉=n: 1 { B乞1)-旦 (m~l戸｝
双対公式： B;,-k) = Bk-n) (n, k 2: 0) 

組合せ論的解釈： B;,-k) = #.C(k, n) 

(.C(k, n) : k x nロンサム行列の集合）

などがある.C版の多重Bernoulli数も B版と同種の漸化式や双対公式を満たすことが知

られているまた，多重Bernoulli数を特殊値にもつゼータ関数が，荒川・金子 [2],金子・
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津村 [6]によって与えられている

最近，我々は上とは異なるタイプの多重Bernoulli数の漸化式（零化公式と呼ぶことにし

た）を得ることができた本稿は，その漸化式の特徴を具体例を通して詳しく解説した後，

その組合せ論的意味についてまとめるものである第2節では第1種Stirling数の定義・

性質を簡潔に述べ，第3節ではそれを用いて主結果（零化公式）について詳しく解説する．

最後の第4節ではロンサム行列の数え上げの観点から，零化公式の組合せ論的意味につい

て述べる．本研究は大野泰生氏との共同研究によるものである．

2 Stirling数

本稿の主定理を述べる前に，第1種Stirling数についてまとめておく．

定義 2.1((符号なしの）第1種Stirling数）．任意の整数n,mに対して，（符号なしの）第1

種Stirling数旦］を漸化式

『;1] = [m~1] +n[:] 

および初期値

[~] = 1, [隠＝旦]= 0 (n, m cJ 0) 
で定義する．

下降階乗べき (fallingfactorial) (x)n = x(x -1) ... (x -n + 1)とすれば，

(x)n = (-1r t(-1rド]xm (2.1) 

が知られており，こり笠式だ杢腑りま底埋度狸触主至上文重嬰な役割度担立：

注意 2.2.J: 式 (2.1)の係数部(-1)可;:,]を第1種 Stirling数と呼ぶ場合もある例えば，

Mathematicaに実装されている関数"StirlingSl"は，符号付きの第1種Stirling数の値を返

すので利用する時は注意が必要である．

3 零化公式

本稿の主定理を述べよう．

定理 3.1(零化公式，大野•佐々木 [7]). 任意の非負整数 nおよび正整数k,m (k::; m)に

対して，

区（一l)i[m+2B(-k) 
m::>j::>i::>O 

i + 1] n+j = 0, L(一l/[m+l] 心~) = 0. 
m::>j::>O 

j+l 
(3.1) 
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この等式の興味深い点を二つ挙げる，一つはパラメータ nを任意の非負整数に取れると

ころである．つまり， （始まりは適当な）連続する m+l個 (m;::::k)の多重Bernoulli数

B~-k), Bi~;l, ... , Bi~ 悶 (nは任意）

に軍みこ二(-1)↑ご](=:st)とおく） (j = 0,1, ... ,m)を掛けて足し合わせると，船咬
ゼロになると言っているわけで，すなわち多重Bernoulli数の漸化式を与えているのであ

る．本稿では詳しく述べないが，多重Bernoulli数を拡張した一般多重Bernoulli多項式に

対しても同種の等式が成り立つ ([7]).この輿味深い等式を“零化公式”と呼ぶことにする．

また，零化公式の多咀Bernoulli数の上付き添え字にも注日すべきである理解を深める

ために零化公式(3.1)を変形しよう．係数部を s;m)で表せば(3.1)は

m 

L s;m) Bi-:;_~) = 0 
j=O 

となるさらに， nをn-mとして和の取り方を逆順にすると，上式は次のようになる：

定理 3.2(B版の漸化式（零化公式の変形））．任意の正柩数k,m,n(kさm::::;n)に対して，

Bi-k) = -(心訊に~) +s;;;'. 占Bに？＋・·• +s炉Biーば）. (3.2) 

この漸化式と第1節で述べた漸化式との違いは，多重Bernoulli数の上付き添え字が "-k"

交統二されている点である．椛川・伊吹山・金子 [1]においては，「上付き添え字が同一な

多甫Bernoulli数の漸化式をつくれるかはわかっていない」ことが注意されており，零化

公式はこの注意に対して解答を与えていると言える．

一方で，次のような双対型の零化公式も成り立つ：

定理 3.3(双対型零化公式）．任意の整数nおよび正整数k,m (k::::; m)に対して，

m芦。（一l)i[7:12]Bkーn-j)= 0, 互。（一i/[7:11]cに「―j)= 0. (3.3) 

ここで，定理 3.1 での孔Q先息仝少制艇が解除登れ旦整数全佐仝と艇迂区gビ~委ことに
気づくだろう．双対公式Bi-k)= Bk-n), c;. □ ~J =Cし？を定理3.1に適用すれば，形式上n
が非負である必要はなくなるわけだが，正幣数のnに対しても右辺の和がゼロとなるかは

非自明であることに注意しなければならない．この双対版零化公式は，驚くことに正整数

nに対しても同様の等式が成り立つことを述べているまた，この零化公式を変形すると，

次のような漸化式を得る：

定理3.4(B版の漸化式（双対型零化公式の変形））．任意の整数nおよび正整数k,m(kさm)

に対して，

Bり＝―(m:l)!(s仰Bt-1J+ s炉Bt-2J+ ... + s炉Bt-ml). (3.4) 
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漸化式(3.4)により，古典的なBernoulli数あるいは正インデックス（上付き添え字が正）の

多重Bernoulli数は，正整数であることが知られている負インデックスの多重Bernoulli数を

用いて記述できることになる．旦ど換え虹廷且姜且枯］じiX翌叉之ろ上負1之文叉之ス咬
名重Bernoulli数を繋ぐ等式なのである．

さて，具的的に零化公式を計算してみよう．係数st)は(2.1)より (x-2)m=区'J'=os;m)炉
で与えられることがわかる.k=m=2のとき， (x-2)2 =炉 -5x+6より， (3.2)は

Bi-2l = 5B~ ロ~-6Bt塁

である．右辺の多重Bernoulli数に具体的な数値を代入してみると，表1より，

5・4 -6・1 = 14 = B~-2l 

5-14-6-4=46 =B1-2l 

5・46 -6・14 = 146 = Bt2l 

(n = 2), 

(n = 3), 

(n = 4) 

となって，零化公式が成り立っていることがわかる．一方で， (3.4)は，

犀=i (5B~n-1) -B~n-2)) . 

同様に右辺を計算してみると，表1より，

1 1 
-(5・1 -1・4) = - = B罰=B砂
6 6 

i(5•i-1 ・ 1)=直=B~2) 

i { 5 ・(-贔）— 1 . i} = -2¥16 = B~3) 

9

9
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4 組み合わせ論的解釈

第1節で，多重Bernoulli数は組合せ論的に解釈できることを述べた．多重Bernoulli数

と関連する組合せ論的対象物がこれまでに多数解明されているが（例えば[4]参照），ここ

ではロンサム行列との関係に着Hすることで，零化公式の組合せ論的意味について論ずる．

定義 4.1(ロンサム行列）．成分が{0,1}の行列Aが，その行和と列和から一意的に特定さ

れるとき， Aをロンサム (lonesum)行列という．

サイズkxnのロンサム行列の集合を C(k,n)で表し，非負整数k,nに対して，

L(k, n) := { 1 k = 0 or n = 0, 

#L(k,n) その他．

とするとき，次が成り立つ：
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定理 4.2(Brewbaker [3]). 非負整数k,nに対して，

L(k, n) = Bi-k). (4.1) 

多重Bernoulli数の双対公式は，ロンサム行列の転置として理解できることに注意する．

ロンサム行列と我々の零化公式との関係を述べるために，次のような集合を導入しよう：

正整数k,nおよび非負整数m (O:::;mさn)に対して，

B(k, n; m) := { A E ,C(k, n) A[~,[~!'.·,·A.[~ 冒~:し｝
とおく．特に B(k,n; 0) = ,C(k, n)であるここで， A[j]は行列Aの第j列の K次列ベクト
ルを表し， 0,fはそれぞれ成分が全て 0,1のK次列ベクトルを表しているこのとき，次が
成り立つ：

定理 4.3(大野・佐々木 [7]).非負整数 n,k, m (1さk::;n, 0さm:::;n)に対して，

m 

#B(k, n; m) =Ls誓旦(k,n -j). 
j=O 

ここで， s;m)は前節で導入した零化公式の係数部である．さらに，次が言える．

定理 4.4(零化公式大野・佐々木 [7]).正整数k,n,m(k::; m::; n)に対して，

B(k,n;m) = 0. 

すなわち，

立臼~jL(k,n -j) = 0. 
J=O 

上定理より，我々の零化公式 ((3.1)または (3.2))はある条件付きのロンサム行列が，パ

ラメータ mによって枯渇していく様子を捉えたものと判断できる特に，定理3.1では除

外されていた k>mの場合の組合せ論的意味に至るまで理解できたと言えよう．一方で，

定理4.4は，ロンサム行列の個数を与える漸化式としても理解できる：

系 4.5(ロンサム行列の数え上げ）．正整数k,n, m (k::::; m::::; n)に対して，

L(k, n) =一言s□L(k, n -j). 
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