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Nonlinear perturbation of the wave equation 

By 

Keisuke U CHIKOSHI* 

Abstract 

We study nonlinear perturbation of wave equations, using Hadamard distributions, which 

at first appeared in quantum field theory (QFT). Considering the elementary solutions of the 

wave equations, Hadamard distributions enables us to desribe the singularities clearly. We 

study the nonlinear perturbation using them. 

§ 1. 背景説明

本稿では Hadamard超関数を用いて波動方程式の非線形摂動について考察する．ここ

でいう Hadamard超関数とは，最初に場の菫子論 (QFT)において用いられた概念であ

る．そこで場の量子論の背景について簡単に説明する．

場の量子論の基礎方程式は Klein-Gordon方程式である：

(1.1) 
入

吃。¢(x)-E 玖cp(x)+ m2cp(x)＋面cp(x)3= 0. 
1<K<3 

ここで x= (xo, x') = (xo, x1, x2心3)E R4または C4であり，定数m 2:: 0は粒子の質量
を表す．実定数入は結合定数と呼ばれ，粒子の相互作用の強さを表す．未知関数の(x)は

量子場と呼よれ，演算子に値を持つ distributionである．本稿では簡単のため ¢(x)は通

常の distributionとする．したがって Klein-Gordon方程式を解くというよりは，場の量

子論を参考にして非線形波動方程式を解くことになる．また質量mは正とする．
入

Klein-Gordon方程式 (1.1)において，左辺第4項―¢(x)3を相互作用項という．相互
入 3!

作用項はもっと一般の形でもよいが，この例―¢(x)3は基本的な重要性を持ち，炉モデ
3! 

ルとよばれている．入＝ 0のときは相互作用がないので自由場方程式とよぶ：

(1.2) 洸。¢(x)ー区玖¢(x)+ m2¢(x) = 0. 
l<::'.k<::'.3 
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本稿では（1.1)のdistribution解を考える．そのために，［1,3]に従って，フーリエ稜

分作用素を使って，（1.2)の次の distribution解

(1.3) い (x)＝ l f e(v'=IxoE（応＇）＋ロパ）
4八fir}R3 

E(（＇）―1.d<＇ 

を考える．ここで

Wfい＝ ｛（x, ✓コ~) E ✓コT*R八 {O}；碕＝区叶， fo = lfl}, 
1:::;j9 

である．したがって Xe ✓可T＊町に対して xa = {(x,-《可~) E ✓可T*R凸 (x, 《可~) E 

x}として， Wf</>-1n (Wfい）a=0となる．そのため 1>=-1のような非線形演算が定義で
きる．

一方， Hadamard[2]は

(1.4) cp(x) = A(p2)p―2 + B(pりlogp

という形をした (1.2)の解を構成した．ここでp(x)= ✓碕ー区 x2とする．このよ1:Sj:S3 ~j 

うな形の解は計算が便利なので，［1,3]はこのような形をした解はアダマール状態にある，

と呼んでいる．実は¢-1もアダマール状態である．本稿の目的はこのような点に着目し

て（1.1)のdistribution解を構成することである．

§ 2. Hadamard超関数

(1.3)を一般化して，実数μに対して

(2.1) 
1 

伽(m)= J e（FixoE(E'）＋ロパ）E((')μ d( 
4八fir}R3 

を考える．以下L>Oは任意の実数とし， r>Oは小さくとる．以下の複素領域を考える．

Oo(r) = {(p, K,) E C2; IPI < r/e, 0 < lpe士門 <r,18</'i,I < 31r/4}. 

叫 r)= {(xo,q) EC叫渇ー q2l1/2< r/e, lxo土qi<r}, 

伍 (r)= {(xo, q) E糾(r); x5 -q2 =I-〇｝，

崎）＝ ｛X E C4; |Xi -区疇3叶11;2< r/e, lxo士喜□□互I<r}, 
吟 (r)= {x E叫 r);x5-区亭3x; =/-O}, 

wR(r)＝叫(r)n R4. 

頷域恥(r)上でpヂ0であり，その普遍的被覆空間冗（約(r)）の点を (p,K,, argp) E 0。(r)X 
Rのように表示できる．そこで

恥(r,L) = {(p, K,) ER（恥（r));I argpl < L}. 
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とする．複素多様体X上の一価正則関数の全体を O(X)と記す．

<I> :糾(r,L)う(p,K,)→(p cosh "', p sinh "') E切(r)

は全射なので f(P,"')E 0（叫（r,L)）が f(p,K,) = f(p, -K,)を満たしていればg(x)= 

g(xo,喜二□）は x。=pcosh"',✓豆ここaj = psinh氏として匹(r)上の多価正
則関数になる．また R（四（r))上の点を (xo,q, arg(xo + q), arg(xo -q)) E四(r)x R2と
同一視して，この点を (xo,q)～または単に (xo,q)と記す．そこで

ら(r,L)= {(xo,q) ER（四（r));I arg(xo + q) + arg(xo -q)I < L, 
I arg(xo + q) -arg(xo -q)I < 31r/2}. 

とする．このとき

西(r,L)う（Xo,q)～←→ (xo,q) E匹 (r)

は全射である．関数 f(xo,q) E 0（西（r,L))がf(xo, -q) = f (p, q)を満たしていれば，

g(x) = f(xo,q(x'））は

{x E C4; 0 < lxo + q(x)I < r, 0 < lxo -q(x)I < r, IPI < r/e}, 

における多価正則関数になる．

実数μに対して

μ* ＝ ｛ 1, if μ €{j E Z; jこ1},

0, ifμ ER¥ {j E Z; j ~ l}. 

とする．糾(r,L)上で応(x)= xo土《豆ロニ：月とする．

Nmax(x) = max(I叫 (x)I,I立 (x)I), 

Nmin(x) = min(Iい(x)I, I立 (x)I), 

max(Nmax(x)μ+ll logNmax(x)Iμ*, Nmin(xt+11 logNmin(x)Iμ*) 
ふ(x) = 

ぷnax(x)

とする．言い換えれば

Nmax(X)凡

Nmax(x)州logNmin(x)I, 
ふ(x)= { 

Nmax(x)叫logNmax(x)I, 

Nmin(x)μ+lNmax(x)-1, 

である．また以下のような関数空間を考える：

μER¥ Z, μ > -1, 

μ= -1, 

μ E Z, μ 2 0, 

μER,μ< -l 

Oe（心2(r,L))={a(xo,q) E 0（と2(r,L)); a(xo, q) = a(xo, -q)}, 

〇。（西(r,L))={a(x0,q) E 0（西（r,L)); a(xo, q) = -a(xo, -q)}. 
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また Oe(w1(r)),0。（切（r))も同様に定める．さらに

Hツ（ふ(r,L)) = {ao(xo, q) + a1(xo, q); 

la(xo, q)I 
a1 E Oe（w1(r,L)), sup ~ < oo 

叩 r,L)ぷ (xoq)

a。EOe(w(r)), sup I bl < oo} 
w(r) 

とする．もし v::;oなら aをa+bで懺き換えて b=Oとしてよい．

この意味は以下の通りある．すでに述べたように r/J-1(x)= A(p2)p―2+B(pりlogpな
のでM>Oを大きくとると

Iい (x)I::; Mlpl-2 = M|叫|―1|ゅ_|―1=M心い「盃心＝ MN-2

となる． j= 1,2,3,・・・なら ¢-1+J(x)＝ （一《コ）喝。いなので

叫 1(x)～位（汀戸） ＝ k~：]（一《）勺！ゅ；k-1心＿ーl-1

だから

|妬-1(x)I::; MN;盃1n―1

と書いても間違いではないが，少し改善できて

lr/Jj-1(x)I::; M萬；よN晶＝ MN_j-1

となる．一般的に次の結果が成り立っ．

Theorem 2.1. (i) もし μ>vであれば， r> 0を小さく選べば， 1{μ（恥（r,L)) C 

冗（％（r,L)）となる．

(ii) 任意の L,µER に対して r>O を小さく選べば仰€ H―μ-3（糾（r,L)）となる．

§ 3. 主要結果

関数空間 11,µ を用いて桝モデルの非線形摂動を考えるとき，µ：：：：：— 1 の場合は紫外発

散という深刻な状況が起こる．簡単に言えばc/J(x)E 1-lμ とはp=Oの近くで 1f|：：：：： Mlplμ 

ということである．そこで

および

閤。¢(x)一こ玖¢(x)I：：：：： M'IPlμ-2
l<:'.'.k<::'.3 

厨I::; M3 IPl3μ 

となる．もしμさー1ならμ-2 ~ 3μ となって非線形項のほうが強い特異点を持ってい

る．この場合には繰り込み理論を適用する必要があり，本稿ではこれには触れない．そこ

でμ > -1の場合を考えて，次の結果が得られる．



173
NONLINEAR PERTURBATION OF THE WAVE EQUATION 

Theorem 3.1.もしμ > -1として¢。 E初（恥(r,L)）が (1.2)を満たしていれば
r > 0を小さく取り直して（1.1)を満たす</>E 1-lμ(Oo(r, L)）が存在する．さらにμ (/_ z 
なら

の一¢。 E1-l2+3μ⑬ (r, L))(C招（恥(r,L))) 

であり， μEZなら任意のμ'<2 +3μ に対して

¢ -¢。 E研 (Oo(r,L)) 

である．
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