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1 Introduction 

Gを有限群， Cl(G)= {C1, ... , に｝を Gの共役類の全体， lrr(G)= {X1,•••,Xs} を G

の通常既約指標の全体の集合とする。 Cl(G)とIrr(G)の間の双対性については，様々な関

係が知られているがまだ未解明の部分も多い。

ここでは共役類の大きさ IC」と指標の次数 X;(l)の関係について考察する。共役類の
積 TIC;については様々な研究がされており（例えば [5],[11, 4.4]) , 一方，その双対とし
て指標の積についての研究もなされている（例えば [4])。ここでは，最も基本的な数であ

る共役類の大きさと既約指標の次数に着目した原田耕一郎氏による次の予想を考える。

Conjecture 1.1 ([6]). 有限群 Gに対して，指標の次数の積は共役類の大きさの積の約数

である。

rrい1) IT IC;I 
i=l 

なお，千吉良直紀氏は多くの具体的な群について予想を検証し，さらに交換子群の位数

に着目した予想を提案している。

Example 1.2. Gを位数 8の二面体群とする。共役類の大きさは 1,1, 2, 2, 2, 指標の次数

は1,1,1,1,2であり，

IT IC; I = 1 x 1 x 2 x 2 x 2 
i=l 

s 

rr料1)= 1 X 1 X 1 X 1 X 2 
i=l 

となり Conjecture1.1は成立する。
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モジュラー表現と p-ブロックの理論を経由することにより次の結果が得られている。

Theorem 1.3 (Kiyota). Gのすべての Sylow部分群が可換ならば， Conjecture1. 1が成

立する。

また，対称群と交代群に対して予想は成立する ([7]参照）。

Theorem 1.4. 対称群品と交代群 Anに対して Conjecture1.1が成り立つ。

以下，第2章では共役類の大きさが2種類である群と，既約指標の次数が2種類である

群の場合を考察する。第 3 章では Brauer 指標の次数と p—正則共役類の大きさの関係，既

約加群の vertexとの関係について考察する。最後に第4章ではp=2, G=Aかんの場合

の具体例について述べる。

2 共役類の大きさ，指標の次数が 2種類の群

pを素数とし， Gを有限 p群とする。このとき，共役類の大きさと既約指標の次数はど

ちらも pのべきであるから， Conjecture1.1は不等式

s s 

Ilxi(l):::; II ICil 
i=l i=l 

と同値となる。 ここで『群の共役類に関する次の条件を考える。

Conjecture 2.1. 

（口）8さfI1cl
i=l 

左辺は ICilの平均の積である。

Example 2.2. p = 2とし， Gを位数 8の二而体群とする。 s=5であり，

('GI 8 8 5 了）＝じ）≪::'.26 = (2叩=rr1c;12 
i=l 

となり Conjecture2.1は成立している。

Remark 2.3. 一般に

IGI LいXi(1)2 s ~(II Xi(1)2)1/s ＝ 
s s i=l 

であるから， Conjecture2.1が成り立てば，

s 
IGI s/2 

s 

II X;(l) ::; (一）＿
s 
<IJIC」

i=l i=l 
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が成り立ち， p-群について Conjecture1.1が成り立つ。

なお， Conjecture2.1は，p-群とは限らない一般の有限群に対しても成り立つのではない

かと予想される。

共役類の大きさが 2 種類であるような p—群に対しては， Conjecture 2.1が成り立つ [7]。

さらに， G を p—群とは限らない一般の有限群で，共役類の大きさが 2 種類であるとする。

このとき， Gはある素数pについて， p-群と可換群の直積となる [10]。よって，この場合に
はConjecture1.1が成り立つ。次に指標の次数の種類に着目する。

c.d(G) = {Xi(l) I 1:::; iさs}

とおき lc.d.(G)I= 2の場合を考える。

Proposition 2.4 ([9, (12.5)]). c.d.(G) = {1,m}とすると次のいずれかが成り立つ。

(a) IG: Al= mである可換正規部分群 Aが存在する。

(b) G は p—群と可換群の直積となる。

上記の (a)の場合には状況は簡明で次が得られる。

Proposition 2.5. c.d.(G) = {1, m}であり IG:Al=mである可換正規部分群 Aが存在

すると仮定する。このとき，

s 

Ilxi(l) II IOI 
i=l CECl(G), CcA 

が成り立つ。特に， Conjecture1.1は成立する。

(b) の場合は p—群に帰着されるので， lc.d.(G)I = 2である p-群に対して， Conjecture1.1 

を証明することが現段階で懸案の問題である。

3 モジュラー表現

pを素数とする。ここでは Brauer指標との関係について考察する。ここで述べる結果

はほとんどすべて Gのp-ブロックに拡張されるが，ここではp-ブロックヘの細分は扱わ

ず，群 Gの問題として考えることにする。自然数 nに対してその p-partをnpとおく。

Conjecturer 1. 1において， p-partのみに着目すると次のようになる。

Conjecture 3.1. 

IT x(l)p IT ICIP 
xEirr(G) CECl(G) 
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kを正標数 pの代数的閉体とする。既約 kGー加群に対しその Brauer指標を考える。

Brauer指標は Gの？正則元の集合GP,で定義される複素数値関数となる。既約 Brauer

指標の全体を IBr(G) で表す。 G の p—正則共役類の集合を Cl(Gp,) とする。 I IBr(G)I = 
I Cl(Gp川である。 Conjecture3.1の類似として次が考えられる。

Conjecture 3.2. 

II叫）p I II ICIP 
<pEIBr(G) CECl(Gp') 

Proposition 3.3. Gがp可解群のときには Conjecture3.2は成り立つ。

次に Conjecture3.1, 3.2を defectを用いて言い換えることを試みる。 XE lrr(G), 

rp E IBr(G)に対して，

(IGl/x(l))p = pd(x) 

(IGl/rp(l))p = pd(rp) 

とおきそれぞれ X,'Pのdefectと呼ぶ。これらは整数であり d(x)2'. 0であるが， d(rp)は
負の数となることもある。また Gの共役類 C とxECに対し，

IC瓜x)IP= Pd(C) 

とおき， d(C)をCのdefectと呼ぶ。この用語を用いると，

Conjecture 3.1⇔ L d(C) :=; L 叫）
CECl(G) xEirr(G) 

Conjecture 3.2⇔ L d(C) :S L d(cp) 

(3.1) 

(3.2) 
CECl(Gp,) <pEIBr(G) 

と言い換えられる。次に，この2つの関係を調べる。 Gのp-元からなる共役類の代表元の

集合を丸(G)とおく。このとき，

I Irr(G)I = I Cl(G)I = L I Cl(C叫x)p1)I= L I IBr(Cc(x))I 
xE'Po(G) xEPo(G) 

である。この等式に重みを付けた形の次の不等式を考える。

>] 
d(cp)::; z= d(x) (3.3) 

xEPo(G), ゃEIBr(Ca(x)) xEirr(G) 

この不等式は一般には成り立たない。しかし，この不等式が成り立つ場合には Conjecture

3.1とConjecture3.2を結びつけることができる。

Theorem 3.4. 不等式 (3.3)が成り立つ場合には， Conjecture3.2が成り立てばConjecture

3.1も成り立つ。
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どのような群について不等式 (3.3)が成り立つのかはよくわかっていないが，例えば G

がp-群のときは，不等式 (3.3)はConjecture1.1と同値である。この事実の一般化として

pブロックに関する次の命題が成り立つ。

Proposition 3.5. bをGの幕零ブロック， Dをbのdefect群とすると次は同値である。

(l) Dに対して Conjecture1.1が成り立つ。

(2) bに対して Conjecture3.1 (のブロックヘの細分）が成り立つ。

(3) bに対して不等式 (3.3)(のブロックヘの細分）が成り立つ。

次に直既約加群の vertexについて考察する。 HをGの部分群とする。 kG-加群 M と

kH訓群 N に対して，

Resり(M), Indり(N)
をそれぞれ Hへの制限， Gへの誘導加群とする。直既約 kG塊0群 M に対して， M が

In喝Res名(M)の直和因子となるような部分群 Qの中で極小なものを M のvertexと呼
びvx(M)と表す。これは M により G共役を除いて一意的に定まる Gのp部分群であ

る。直既約 kG加群の次元と vertexの位数については，

IG: vx(M)IP (dimM)p 

が成り立つ。

一般に，既約 kG-加群の vertexとしてどの p-部分群が現れるのか，ということは表現

論的に非常に重要な情報である。既約 kG-加群 Sに対応する Brauer指標を¢ とすると

dimS = cp(l)である。よって，もし Conjecture3.2が成り立つならば，

II IG: vx(S)IP II cp(l) II ICIP 
咋 IBr(G) I CECl(Gp,) 

となる。 Cのdefectd(C)を用いて上式を書きかえると

II pd(C)~III vx(S)I 
CECl(Gp,) 

となる。これは元の Conjecture3.2よりだいぶ弱い主張であるが，実際に成り立つことが

わかる。

Theorem 3.6 ([8]). 不等式

II pd(C)~III vx(S)I 
CECl(Gり

が成り立つ。さらに次は同値である。

(1)この不等式において等号が成り立つ。

(2) Gはp-幕零群である。

Remark 3.7. 上の Theorem3.6は講演時には予想として述べたが，その後 [1],[3]等の

結果より導かれることがわかった。さらに，後半の主張にあるように，等号が成り立つ状

況は特殊な場合のみであることがわかった。
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4 Example 

ここでは具体例として，p=2とし， Gが交代群 A5,んの場合について取り上げる。こ

れらは二而体群を defect 群に持つ 2—ブロックの特別な場合である ([2] 参照）。

以下の (1)から (6)において，次のことをまとめた。

(1)共役類の代表とその中心化群の位数，共役類のdefectについて。

(2)既約指標の次数x(l)(x E Irr(G))と既約 Brauer指標の次数 cp(l)(cp E IBr(G)), cpに

対応する既約 kG-加群の vertexの位数について。なお，位数が 8のvertexはSylow2ー群

であり，位数が 4のvertexはら xらと同型な部分群である。

(3) 2-元の中心化群とその既約 Brauer指標のdefectについて。 G=心のときは， G以外

の中心化群は 2—群であるので既約 Baruer 指標は自明なものしかない。

(4) Conjecture 3.1と3.2,つまり (3.1)と(3.2)の検証。 (1)と(2)から得られたdefectの

和を比較した。

(5)不等式 (3.3)成立の検証。 (2)から得られた d(x)の和と， (3)から得られた d(cp)の和

を比較した。

(6) Theorem 3.6の検証。第 1列は 2一正則元の中心化群の位数の 2-part,第2列は既約

Brauer指標の次数の情報，第3列には対応する既約 kG-加群の vertexの位数を記した。

第 1列の積と第 3列の積の比較が Theorem3.6である。なお， Conjecture3.2は第 1列

と第 2列の比較であり， Theorem3.6との違いが現われている。

4.1 p = 2, G = AB 

(1) 

order of x 1 2 4 3 3 5 5 

I仰 (x)I 360 8 4 9 9 5 5 

I仰 (x)l2 8 8 4 1 1 1 1 

d(C) 3 3 2 0 0 0 0 

(2) 

x(l) 1 5 5 9 10 8 8 

(IGl/x(l)h 8 8 8 8 4 1 1 

d(x) 3 3 3 3 2 0 0 

cp(l) 1 4 4 8 8 

(IGl/r.p(l)h 8 2 2 1 1 

d(cp) 3 1 1 0 0 

lvxSI 8 4 4 1 1 
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(3) 

order of x 仰 (x)

1 G 

2 Ds E Syl2(G) 

4 C4 

• Ca(2) = Ds 
cp(l) 1 

(ICa(x)l/<p(l))2 8 

d(cp) 3 

• C, 瓜4)= C4 

(ICG(~ 
d(r.p) 2 

(4) 

L d(C) = 3 + 3 + 2 = 8::::; L d(x) = 3 + 3 + 3 + 3 + 2 = 14 
CECl(G) xEirr(G) 

区 d(C)= 3::; 区 d(cp)= 3 + 1 + 1 = 5 
CECl(Gp,) 四IBr(G)

(5) 

L d(rp) = (3 + 1 + 1) + 3 + 2 = 10::; L d(x) = 14 
工EPo(G),ゃEIBr(Ca(x)) xEirr(G) 

(6) 
2d(C) (IGl/cp(1))2 I vx(S)I 

8 8 8 

1 2 4 

1 2 4 

1 1 1 

1 1 1 

4.2 p = 2, G = A7 

(1) 

order of x 1 2 3 3 4 5 6 7 7 

IC瓜x)I 2520 24 36 9 4 5 12 7 7 

ICa(x)l2 8 8 4 1 4 1 4 1 1 

d(C) 3 3 2 0 2 0 2 0 0 

(2) 

x(l) 1 14 15 21 35 6 10 10 14 

(IGl/x(l)h 8 4 8 8 8 4 4 4 4 

d(x) 3 2 3 3 3 2 2 2 2 
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ゃ(1) 1 14 20 6 4 4 

(IGl/r..p(l)h 8 4 2 4 2 2 

d(ゃ） 3 2 1 2 1 1 

I vx(S)I 8 4 4 4 4 4 

(3) 

order of x 仰 (x)

1 G 

2 C3 ><l Ds 

4 C4 

• C, 瓜2)= C3)<J Ds 
<p(l) 1 2 

(ICa(x)I位(l)h 8 4 

d(ゃ） 3 2 

•C瓜4) = 4 

(IGa(~ 
d('P) 2 

(4) 

区 d(C) 3 + 3 + 2 + 2 + 2 = 12 

CECl(G) 

< L d(x) = 3 + 2 + 3 + 3 + 3 + 2 + 2 + 2 + 2 = 22 
xEirr(G) 

L d(C) = 3 + 2 = 5さこ叩） =3+2+1+2+1+1=10 
CECl(Gp,) <pEIBr(G) 

(5) 

L d(ゃ） (3 + 2 + 1 + 2 + 1 + 1) + (3 + 2) + 2 = 17 

xEPo(G), cpEIBr(Ga(x)) 

＜ L d(x) = 22 
xEirr(G) 

(6) 
l2d(C) I (IGl/cp(l)h I vx(S) I 

8 8 8 

1 4 4 

1 2 4 

4 4 4 

1 2 4 

1 2 4 
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