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二次元共形場理論とオペラッド

(Two dimensional Conformal Field Theory and operad) 

理化学研究所森脇湧登

本稿では [Mol]に基づき、二次元共形場理論に現れる operad構造を簡潔に概観する。1

1 頂点作用素代数

頂点作用素代数とは大雑把にいって点付きリーマン球面のなすoperadの上の代数である [Hu3]。複素構

造を忘れて位相的な operadと思った場合は均 operadと思えるため、 E2algebraをより「硬く」したも

のが頂点作用素代数と思ってよい。

恥 operadの二項演算（パンツ）は、三点付きリーマン球面に対応する。リーマン球面の正則自己同型群

はPSL心であり、その作用を使うとこの三点を (O,z,oo)E (CPり3に正規化できる。
頂点作用素代数はこのような複素構造 (0,z, oo)に依存した積

VRV→V((z)), aR b→a ・z b＝どanbz―n-1
を持つ代数である [B,FLM].ここで V=④企0怜は互a-gradedvector spaceである．

恥代数の類似であるので積は二次元の空間の中で解析接続をすると「可換」である。 PSL2Cは(CPり3
に3-transitiveに作用しているため、実際は (0,1,oo)に正規化できるのだが、頂点作用素代数の代数構造

はPSL2Cinvariantではなく、 rだけスケール変換すると rkだけおつりが来る。 Kは積に硯れる Vのベク

トルの Z-grading(spinと呼ばれる）に応じて決まっており、それにより上記の expansionが得られる

頂点作用素代数の加群は通常の結合代数の加群と同様に zに依存した積

VRM→M((z)) 

で結合法則を満たしているものとして定義される [FLM]。

また頂点作用素代数の加群の間には（logarithmic)intertwining operatorと呼ばれる積が定義される

[FLM, Mil, Mi2]: 

M1@M2→M3((z叉logz)), m1@ m2→ど叩（r,i)m2z―r-1(logz)' 
TEC,i20 

V自身はZ-gradedであった。このgradingは PSL心の中の diagonalの作用の固有空間分解によって定

まっている。また一般に加群は一般固有空間に分解しgradingは任意の複素数が現れるうる

M＝①Mh. 
hEC 

Mhが全て固有空間になる場合はlogzの項は現れない。また exp皿sionの中の zのべきはここで現れる固

有値hで決まる。

v加群Mo,M1,...,Mrとベクトルa;E Mぶと aiE Miが与えられると、それらの積を考えることがで
きる：

〈aふa1·z, 四 •z2...ar・zr〉EC[[z名．．．， z~]][log z1,..., log叫． (1) 
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図 1:

物理的にはこれは図 1にあるようにリーマン球面の点 Ziに a;で表される stateを挿入した状態の期待値

（振幅）を考えていることに対応する．

ふ(IC)={(z1,...,谷） € Cr | z゚ ＃叫

をr点の配位空間とする。 [Mol,定理4.22]において示した、より一般的な結果から次が従う：

Proposition 1.1 M1,..., MrがC1-cofiniteという有限性を満たす加群であるならば（1)の級数は {lz叶＞
|吟|>...> |z叶｝を満たすふ(C)の開領域において絶対収束し、多価の正則関数を定める．

これは次のように分かる． C1-cofinite条件を満たすM。,M1,...,Mrに対して、我々はふ(C)上の holo-
nomic D-moduleを対応させることができる．つまりfunctor

(V-modr)0P x (V-modが→ holonomicDxr-mod 

(Mぷ，M1...,Mr)→D認，M1,…,Mr

を得る。ただし V-modfは C1-cofiniteなV加群のなす圏。以下 (Mぷ，M1...,Mr)をM[o;r]と略記する。

CB卯，r]= Hom(DM[o;r], Ox』

をDxr加群DM[o;r]の正則関数解のなす sheafとする。これは共形ブロックと呼ばれる [NT].(1)はDM[o;r]

の命題で与えられた領域上の正則関数解を与えており、 CB関O;r]のsectionになっている。

共形ブロックは locallyconstant sheafであるから、配位空間のfundamentalgroupoid II1 (Xr(IC))が作

用する。｛ふ(C)}rこo（の適切なコンパクト化）にはglueingによって operadの構造が入る。図 2にあるよ

うに実は共形ブロックたちはこうした operad構造に整合的に振舞うはずである．
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図 2:

実際、筆者は [Mol,定理5.11]でこうしたglueingを構成したこれは [NT]の結果の圏論的な精密化であ

る。また [NT]では頂点作用素代数Vがregularであるというとても強い条件を課していたが、我々の論文

では任意の頂点作用素代数に対して、加群がC1-cofiniteであるという条件のみでglueingを構成した。本

12次元共形場理論と頂点作用素代数の関係のより詳しい日本語の解説は [Mo2]を参照されたい
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来であればこのglueingがoperad構造としかしこのglueingがoperad構造と compatibilityであることに

ついてはtopologicalに証明するにとどめた。

これは以下に説明する理由による： ｛Xr(C)}?。の'’コンパクト化’'に入る operadはそのコンパクト化の

種類によって

1. Deligne-Mumford operad 

2. Fulton-MacPherson operad 

3. HuangのtubedRiemann sphereのなすpartialoperad [Hu3] 

などがある。 Deligne-Mumfordstackのなす operad構造との compatiblityは、筆者の考えでは axiomatic

QFTにおける clusterdecomposition propertyと対応しており、共形場理論としては持っている情報が少

ない (AQFTにおいて clusterdecompositionはunitary性などの下、真空の一意性と同値である）。

しかし共形場理論はもっと細かい構造を見ることができる。見るべき情報を最大元見ている一つの例は

Huang氏のtubedRiemann sphereのなすpartialoperadであり、重要な仕事であるが、これはformalに

定義されているため扱いがとても難しい。

Fulton-MacPherson operadはHaung氏の operadとDeligne-Mumfordoperadの中間であるが、どう

いった operadを選ぶべきかという問いは、共形場理論をfunctorialQFTと思ったときにtargetcategory 

をどう定義するかと関わっている。これは現時点では答えが分かっていない問いである。そのため、 [Mol]

では硬い operadの構造には拘らずに、簡潔に主張が述べられる部分を取り出した。それが以下に説明する

主定理である．

fundamental groupoidを取る関手は対称モノイダル関手なので {IIl(Xr(C))}rこ。はgroupoidの圏におけ

るoperad対象になる。このoperadとequivalentなoperadをcoloredparenthesized braid operad (CPaB 

operad)という [T]。我々は共形ブロックのglueingが表現圏に CPaBalgebraの構造を定めることを示

した。

Theorem 1.1共形ブロックのglueingにより V-modfには CPaBoperadが weak2-categorialに作用

する．

[F]およびその一般化である [Mol,命題2.24と命題2.25]によると、 C-linear category Cに、 CPaBoperad 

のstrong2-categoricalな作用を与えることと C上の組紐テンソル圏の構造を与えることは同値である．

Theorem 1.2 Vがregular頂点作用素代数ならば、上記の作用は strong2-categoricalである。とくに

V-modfは balancedbraided tensor categoryになる。

定理1.2は[Hul,Hu2, Hu3, HLl, HL2, HL3]という Huang氏と Lepowsky氏による一連の論文で得られ

た結果の別証明を与える。この論文は800ページ以上に渡る論文であり、我々の論文はそれを簡潔にした。

大きな違いはintertwiningoperatorを用いずに、 [NT]に習い幾何でできる部分は幾何学的に扱った点であ

る。また 2-categoryを用いて構造を記述している点（これは2次元の場の量子論を扱う上で自然である）や

factorizationの証明方法などが本質的に異なる。
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