
Aremark　on　the　2－dimensionaユmoduli

spaces　of　vec七〇r　bundles　of　rank30n　K3

　　　　　　　　　　　　surfaces

阿部　健（京大・理）

1　1ntroductionとMain　Theorem
　この話では、Xは常に複素数体上の射影的なK3曲面とします。まずは

じめに、κ3曲面上のベクトル束を扱う際によく用いられる記号を思い出

すことにします。

　　　　　　宜（X，Z）＝が（X，Z）4）172（X，Z）㊥H4（X，Z）

とおく。∬（X，Z）上の対称双一次形式（，）を

　　　　（α，β）＝α2Uβ2一αOUβ4一α4Uβ0∈174（X，Z）＝Z

で定める。ただし、α＝（α0，α2，α4），β＝（β0，β2，β4）である。

定義1．1．連接層Eの向井ベクトルu（E）を、

　　・（E）一・ん（E）爾∈宜（x，z）

　　　　　一・ank（E）＋・・（E）＋｛・a頭E）＋1（・・（E）・－2・・（E））｝

で定める。

　Riemann－Rochの定理より

　b（E），u（F））＝dim　Ext1（E，　F）－dim　Hom（E，　F）－dim　Ext2（E，　F）

が成り立っ。

　K3曲面上のベクトル束のモジュライに関して次の美しい定理が知られ

ています。
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定理1．2（向井［1D．∬をαm〆ε∬ηε肋πdleする。　H（X，　Z）∋uがロo伽餌c

（‘．e．＠2）＝0）とする。もし、

　（◇）任意の向井ベクトルがuとなるH－8em泌醐e　3んαザは1了一8励leで

ある

　ならば、

　向井ベクトルがuとなるH－3em観αbZe動αゾのモジュライ空間ぬ（の

は、κ3曲面である。

　ここで仮定（◇）を落とすと、モジュライ空間ぬ（u）は一般には特異点

を持ちます。

例1．3．π：X→P1をファイバーが連結な射とする。　X⊃8をπのセク

ション、X⊃∫をπのファイバーとする。また、　Pic（X）＝Z3㊤Z∫も仮

定する。

　∬：＝3＋5∫

　妙：＝（2，∬，2）∈1ir（X，　Z）

　とおくと、ル晦（u）は▲特異点を持つ。

　実際、向井ベクトルが響になる3εm観醐ε3九e｛ザ五は、エ∈X＼8を用

いて

0→0（3∫）→E→2る⑧0（8十2∫）→0　　π07か3∫）∬2

と表されるものと、0（4∫）㊥0（3＋のに8－e但緬』オになるものなので、

ルfcと（‡九ε32〃ゾbce　o6］～αづπed　b〃COπ‡7「αC翻π98）

となる。

　次の定理は、これを階数3の場合に計算した、というものです。

定理1．4．H（X，Z）∋u＝（rノ，8）がρπm琉ヵeかつおo加廊とする。∬を

αmρle吻eb脇輪とする。もしア＝3で、かつ向井ベクトルがuになる
H一鋤翻e3んαぴが存在するならば、販（u）は高々A1または．42特異点のみ

を持つ正規既約曲面である。また、M日（u）の極小特異点解消はκ3曲面

である。

注意1．5．Eが階数3のH・・semistable　sheafのとき、　EのJordan－H61der

61trationは、0＝現⊂珂⊂乃＝Eの場合と0＝昂（：万⊂花⊂烏＝
君の場合の2通りありうるが、前者力㍉41特異点に後者が．42特異点に対

応する。
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2　Twisted　Stability

　定理1．4の証明で、Matsuki－Wbntworth図によって定義されたtw誕ed

stabiWという概念を使うので、この章ではtw麺ed§tabaityやw凪など

の概念を復習することにします。，この章ではc1∈N咀（X）とc2∈Zを固

定します。

定義2．1．Num（X）Rの超平面Wがwa孤であるとは、　ample　hne　bundle

刀と頁一§10ρ昏se頂stable　shea£五でε1（君）＝c1冷（五）＝¢2となるものと

君のsaもurated　subsheaf　F（◎＜r緬くra㎡E）が存在して

　　　　　　　　　　　器一鵠≠・

（c、（F）　c、（E）
rankF　　rankE）・盈一〇

w＝　露∈麺皿（x）頂　（　　　一　　　）・忽＝◎｛　　竃繧i鑑　｝
を満たすこと。

　また、ample　nne　bundle∬を固定したとき、　Num（X）頂の超平面γが

避の周りのsubwallであるとは、　H－slope－se磁stable　sheaf　Eでε1（E）＝

c1，c2（五）＝c2となるものとEの§a斑rated　subsheaf　F（◎＜ra瓜F＜

ran題）が存在して

　　　　　　　　　　　蓋謬謡誤o

（C1（F）　　C1（E）

ra血kF　　rankE）・H－o

v十N－（x）・（：…盤一鵠）・¢÷盤鎧一・｝

を満たすこと。

W姐は、por1頭zatioロがそこを通るとstabi撫yが変化するというもの

です。一方subw認は、そこを通るとt粛sted疏ab鐵tyが変化するという

ものです。ここで、twisted砧abilityとは次のもの。詳しくは［21を参照。
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　v　　　　ample

H

図1：wa丑とsubwa1三S

定義2．2．Eをtorsion－fr㏄な層、　Hをample　hne　b皿dle、　LをQ－divi＄or

とする。

　EがL－twi8ted　H－stableであるとは、任意の0＜rankF＜rankEであ

るβの部分層Fに対して、m＞＞◎のとき

　　　　　　　　x（F⑧L⑧♂）＜x（万⑧L⑧Hm）

　　　　　　　　　　ranldP　　　　　　rankE

が成り立つこと。次のように言ってもよい。任意の0＜r紐kF＜r鋤kE

である五の部分層Fに対して、m＞＞◎のとき

　　　　x（F㊦Hm）＋・・（∬）’L＜x（E⑧Hm）＋・・（E）“L

　　　　　　rankF　　　　ra鳳kF　　　　rankE　　　　rank王7

ムtwis吃ed　H－se皿stableもくを≦に置き換えて同様に定義される。

　次の章では、このL－twisted∬－semistable　sheavesのモジュライ空間

M晋（u）と、∬－semistable　sh脇vesのモジュライ空間1協b）を比較するこ

とによって、ル伝桓〉を調べることにします。

3　Sketch　of　Proof　of　Theorem1．4

　Pr◎perly∬－sem旭table　sheafがないならTheoremL4はThe◎rem1．2よ

り明らか。よって、以下P斑ρerly　H－§e瓜table　sheafが存在すると仮定

する。特に、ヵ灘（3，Z，5）において、8は3の倍数。
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　Theorem1．4の証明は、　Z戌Wted　17－semistable　sheavesのモジュライ

空間囎L（u）と1r－se㎜table　sheavesのモジュライ空間1晦（”）を比較す

ることによってなされるのであるが、まずMH（0）についてわかることを

書き出しておく。

補題3．1．G1，G2をX上のH一鋤bZe　3んαザとする。　ra」止σ1＝1，rankG2＝

2，u（G1）＋ヵ（G2）＝u，X（σ1⑧∬m）＝▲X（G2⑧Hm）ならば、　G1，G2は吻掘

（i．e㊤（G、）2）＝＠（G2）2）＝－2）である。

補題3．2．G1，G2，G3をX上の7u砿oπe　8んeげとする。　u（G1）＋u（G2）＋

U（G3）＝U，）（（G1⑧11m）＝X（G2⑧H冊）・＝）（（（｝3⑧Hm）ならば、（71，G2，（D3

は殉砿（乞．e∬πeb％7Ld！1ε8）であり、τ≠」にたいし（u（G‘），u（Gゴ））＝1と

なる。

この2つの補題を用いると、次のことがわかる。

補題3．3．ル缶（u）＼」ぬ㊤）は、有限集合。

　これらのことを念頭において、1囎L＠）と」口H（u）を比較していきます。

　以下、twistする（Q－divisor　Lを図2のようにとって固定する。すなわち、

LとHを十分近くにとって、LとHを結ぶ線分上でwallまたはsubwaU
に乗っているのはHだけになるようにする。

←

　v　　　　ample

図2：Lのとり方

補題3．4．向井ベクトルがuになる任意のL一舌皿3君εd1了一鋤bZe　8んαげは17－

3em観α旋である。特に、自然な射∫：鵬L＠）→咋（∋が存在する。
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卿砿Eを向井ベクトルがuになるL縮ted　H－stable　sbeafとする。仮

に、Eが1L誕mistableでないと仮定すると、　Eのsaturated　subsheaf　F

（0＜rankF〈ra過）で、

　　　　　　　　　　畿｝・亙一竃±・H　　　　（1）

　　　　　　　　　　　　器〉鑑　　　　（2）

となるものが存在することになる。ところが、Eは五tw琉ed猛stable

sheafなので

　　　　　　　r蝕F　　τa瓜F　　　　ra垣（8　　ra曲

が成り立っている。これはLと∬の間にsubw頭がないことに矛盾する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

X（F）＋・・（∬）．L＜X（E）＋・・（E）．L

　いま自然な射了：M晋（妙）→M亘（u）が存在することがわかったが、実

はMず（∋＝囎五（⇒である。すなわち次が成り立っ。

補題3．5．向井ベクトルがヵになる任意のL一伽観e4　H－8em観α旋3九αザは

L一加観e4∬－8励↓θである。

　この補題と定理1．2のL巫sted版より、囎乙（u）＝囎L（響）はK3曲面

であることがわかる。さらに、

補題3．6．」ぬ（u）は正規曲面。

　であることにも注意すると、結局、定理1．4を証明するには次の3つの

ことを示せばよいことになる。

1．∫は∫－1（ル伝＠））とル伝（∋の同型を与える。

2．ル缶（u）＼晦（∋∋¢＝｛Gl　q）G2］（rankG1＝1，ra江kG2＝2）にたいし

　て、了一1（x）は（－2）－c碇ve。

3．ノレf｝r（u）＼M』甘（u）　∋　y　・＝　｛G1∈i）（D2Φσ3］　（rankG1　＝　1，rankG2　＝

　1，rankG3＝1）にたいして、∫－1（y）は2つの（－2）－curveが一点で交

　わったもの。

ここでは、3番目の主張だけ証明することにします。
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　まずG1、　G2、　G3を並べ替えてC1（σ1）・L≦C1（G2）・L≦C1（G3）・L

としてよい。また、以下ではIC1（E）・L＜C1（G2）・Lの場合だけ考える。

（IC1（E）・L＞C1（G2）・Lの場合も同様。）

　補題3．2より＠（G1），”（G2））＝1なので、　C×倍を除いて一意的にnon－

spHt　exact　sequence

0→G1→E1→G2→0

が存在する。こんどはE1とG3を用いてnon、split　ex㏄t　sequence

0→E1→E2→G3→0

を作るとこれはcx倍を除いて1次元分ある。図式に書くと、

　　　　　　　　　　0　　　　0

　　　　　　　　　　⊥　⊥

　　　　　　　　　　G1　　　σ1

　　　　　　　　　　⊥　⊥

　　　　　　0－→E1－一→E2－一＞G3－→0
　　　　　　　　　　⊥　⊥　ll

　　　　　　O－一→G2－→E3－→G3－→0
　　　　　　　　　　⊥　⊥

　　　　　　　　　　0　　　　0

となる。G2とG3を入れ替えて同様のことをすると、

　　　　　　　　　　0　　　　0

　　　　　　　　　　⊥　⊥

　　　　　　　　　　GI　　　Gl

　　　　　　　　　　！　！

　　　　　　0－一〉現一一→ち一一→G2→0

⊥　！　ll
0－一→G3－→」烏一→G2－一→0

　　　　⊥　⊥

　　　　0　　　　0
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が得られる。E2、凡はルtwisted　II－se血stableになる。これらはともに

P1でパラメトライズされる。上の図式で、列と真中の行は分裂しないが、

一番下の行はパラメトライズしているP1の一点で分裂して、そのとき

E2、昂は同型になり2つのP1は瑠L（u）の中で交わる。
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