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Riemann予想を満たさない extremalな不変式の構成
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概要

lwan Duursmaは1999年に「線型符号のzeta関数」を導入したそして「extremal
自己双対符号の重み多項式はすべて Riemann予想を満たすか？」という問題を提出，
自身も TypeIV extremal自己双対符号の一部の系列に対してこの問題を肯定的に解
決している (2003年）．符号に直接関連する不変式に対しては現在までに上記問題の
反例は見つかっていないと思われる．しかしながら，符号と関連をもたない不変式に
まで考察の対象を広げると， exrtemalと呼ばれるべき性質をもちながら， Riemann予
想を満たさない不変式が具体的に構成できるこれは上記問題への広い意味での反例
とも考えられる本稿ではこの結果について報告する．

1 導入 Duursmaの理論

素数 p に対して， q= が (r~1) とし， C を有限体 Fq 上の [n,k,d] 符号とするまた C

の重み多項式を

Wc(x,y) :=どAixn-'y'
i=O 

とするさらに，このあと d および C上の最小距離がは d,d_j_~2 を満たすとするこ

のとき， Cの zeta関数は次のように定義される：

定義 1.1Cに対して，次数n-d以下のある多項式 P(T)E Q[T]がただ 1つ存在して，

P(T) 
(y(l -T) + xTt =・ ・ ・ 十

Wc(x,y) -xn rn-d+ ... 
(1-T)(l-qT) q-1 

が成立する.P(T)を Cの zeta多項式 Z(T):= P(T)/{(1-T)(l -qT)}を Cのzeta

関数と呼ぶ

P(T)の存在と一意性は初等的に証明できる（例えば [2],[4, Appendix A]を参照）．符号
Cが自己双対である場合には， P(T)は次の形の関数等式を満たす：

命題 1.2C_j_ = Cのとき， g= n/2-1 + dとすると，

P(T) = P(fr)q9T29 (1.1) 

が成り立つ．
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これは代数曲線の zeta多項式が満たす関数等式と同じ形であるまた上の gを，これも

代数曲線からの類似で符号 Cの種数と呼んでいるそこで自己双対符号の Riemann予想

を次のように定義する：

定義 1.3Cを凡上の自己双対符号，その zeta多項式を P(T)とする.P(T)の任意の

根 aに対して，

lal=-
汲

が成り立つとき， CはRiemann予想を満たすという

自己双対符号の Riemann予想に関して， Duursmaは

問題 1.4 「Extremalな自己双対重み多項式は Riemann予想を満たす」は正しいか．

という問題を提起している ([10,Open Problem 4.2]). Extremalな自己双対符号は最小

距離が大きく，誤り訂正能力の高い符号であるから，これはある意味で，性能のよい符号

はRiemann予想を満たすかどうかを間うているものと考えられ，応用上も興味深いもの

である (extremal自己双対符号の定義についてはあとの定義 3.2,また例えば Pless[17, 

p.139]を参照） • Duursma自身は， extremalType IV自己双対符号のうち，符号長が 6で
割り切れる系列に対して，問題 1.4を肯定的に解決している ([11]).のちにこれは，同じく

extremal Type IV自己双対符号で，符号長が 6で割って 4余る系列に対しても正しいこ

とが示された（奥田 [15]).その他の系列では証明されていないが，反例 (extremalであっ

てRiemann予想を満たさない自己双対符号の例）は見つかっていない

なお， extremal自己双対符号で実在するものが有限個しかないことは古くから知られて

いるから (MacWilliams-Sloane[13, Ch. 19, §5], Duursma [11]などを参照），問題 1.4は

数値計算で片のつく問題と考えられるかも知れないが対応する符号が実在するかどうか

にかかわらず，重み多項式は無限系列として構成できるため，これは実在の符号よりも重

み多項式そのものに関する間題と捉えた方がよいのである．

こうしたことから，符号の zeta関数の本質をよりよく理解するために，必ずしも符号

とは関連をもたないが，（自己双対）符号の重み多項式に近い性質をもつ，より幅広い範囲

の不変式を考察の対象に加えるという立場に到達するそして実際そのような不変式で，

extremalと呼ばれるべき性質をもちながら， Riemann予想を満たさないものの実例が構成

できるのであるこれは問題 1.4の広い意味での反例ともいうべきもので，符号および不

変式の Riemann予想が妥当な意味をもつ枠組みが何であるか，再考を迫る事実といえる

のではなかろうか以下の節で，その具体的構成について見ていこう（実在の符号の zeta

関数については [1],[2], [12]にも概説がある）．

2 不変式への拡張とその探索

このあと， W(x,y)は

W(x,y) =炉+Adxn-d炉＋・・ ・E C[x, y] (Adヂ0) (2.1) 
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の形の n次斉次多項式で， MacWilliams変換

四＝言 (~q:/)
によって不変 (W叫x,y) = W(x, y))であるものとする（以下，〇q-不変という）．ただし， 1
次変換

び=(:  :)  

の f(x,y) E C[x, y]への作用は r(x,y) = f(ax + by, ex+ dy)で与えられるまた，必ず
しも符号と関連をもたない不変式を考えるため，びqにおける qの制限は

q > 0, q # 1 (2.2) 

程度の緩やかなものとする．さらに， "divisible"という条件を考える： (2.1)において，あ

るcEN, c > 1が存在して

Aげ~0 ⇒ cli 

が成り立つとき， W(x,y)は "divisibleby c"であるという

なお， W匹(x,y) = W(x, y)の代わりに wuq(x,y) = -W(x, y)を満たす多項式 W(x,y)
も存在するこの場合， W(x,y)はformalweight enumeratorと呼ばれるこの呼び名は

Ozeki [16]によって導入された

例 2.1(1) Ws(x, y) =企+14xが+y凡これは拡大Hamming符号の重み多項式であり，
0'2―不変，かつ divisibleby 4である．

(2) W叫x,y) = x12 -33x8炉ー 33x4炉十 y12. これは q= 2に対する formalweight 
enumeratorでdivisibleby 4であるこれはまた [16]において， Eisenstein級数局(z)の

構成に用いられた

実在の divisibleな自己双対符号に関しては，次の定理がある：

定理 2.2(Gleason-Pierce)体 Fq上の自己双対符号が divisibleby cであるのは

(q, c) = (2, 2), (2, 4), (3, 3), (4, 2) 

の場合か，重み多項式が

W叫x,y)=丑+(q -l)y2 

(qは任意）のべきで表される自明な場合のみである．

証明 Sloane[19]. I 

(2.3) 

この定理によれば，実在の符号に関連する aq-不変な多項式で，なおかつ divisibleである

ものが存在する qは非常に少ないことがわかるしかし，符号から離れた場合はどうであ

ろうか？そこでこのあと， divisibleby 2で，〇q-不変な (2.1)の形の多項式 W(x,y)を探

索する (divisibleby 2である formalweight enumeratorについても，最後に少し述べる）．

探索の道具は次の binomialmoment公式である：
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補題 2.3(2.1)の形の多項式 W(x,y)が W呵x,y)=士W(x,y)を満たすとき， V = 
0, 1, • • • ,nに対して

苫 (n~iい＝土q号一言(:二）A (2.4) 

が成り立つ．

証明関係式 Wびq(x,y)=士W(x,y)において y=lとして xについてッ回微分し，次

いで x=lとすればよい ([13,p.131, Problem (6)]も参照）-1 

補題 2.3の複号のうち，マイナスは formalweight enumerator の場合で，プラスが四—不

変の場合であるまた， (2.4)式は， W(x,y)の係数 A;たちが満たす斉次連立 1次方程式

と見ることができる

さて，補題 2.3はいくつかの場合に適用できるが，いま W(x,y)が Clq―不変で n= 
degW(x,y) = 2k+ 1の場合を考える．すると， vを0から 2k+1まで動かして得られる

2k+2個の式のうち，後半の k+l個は前半 k+l個と本質的に同じであることが少しの

計算でわかる．さらに W(x,y)がdivisibleby 2であることから，係数 A。,A1," "", A2k+l 
のうち，添字が奇数の k+l個は 0であるしたがって本質的な未知数の個数は k+l個

となるつまり，連立 1次方程式系としては，未知数の個数と方程式の個数が一致する場

合であり，係数行列が正方行列となる場合であるしかも A。=1であるから，この連立 1
次方程式系は非自明な解をもつ．したがって，係数行列を C(n,q)(n=degW(x,y))とお

くとき，その行列式について IC(n,q)I= 0でなければならないこの式は qを含むので，

これを解くことで Clq―不変式が存在する qの候補が得られる．こうして Clq―不変式探索の

1つのアルゴリズムが得られる

注意実在の自己双対符号 Cでdivisibleby 2である重み多項式 Wc(x,y)に上記を適用

すると，まず n= deg Wc(x, y)は偶数であるこのときも (2.4)式における本質的未知数

はやはり n/2個であるが， V=n/2の場合に (2.4)式は自明な式となり，本質的な方程式

の個数 (n/2-1個）は未知数の個数より少なくなるしたがってこの場合，上記の方法で

qの候補を決めることはできない

例 2.4n = 5 (k = 2)として 5次の不変式が存在する qの候補を求めてみる．

C(5,q)~( 三!; 3}汲n
となり,IC(5, q)I = -(t -1)3(t + 2)(t2 -2t -4) (汲=t)がわかる．よって IC(2,q)I = o 
から t=l+⑯が出て， q= (l + v'5)2 = 6 + 2v'5が得られる．

実際に q= 6+2v'5のときに 5次の Clq―不変式が存在するかどうかは，目標の式をW(x,y)= 

砂 +A2xザ +A屈炉とおいて，これが (J6+2v'5で不変となる条件から A2,んを決めてや
ればよいやってみると，

咋(x,y) =砂-(50 + 20⑮)砂炉+(225 + 100⑮)x炉 (2.5) 
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が条件を満たすことがわかり， 5次の不変式が見つかった．

注意 (1)n = 3の場合は

C(3, q) = (3~~ ーニ） ］ ） 
となって IC(3,q)I =ー(01+ 2)(汲ー 1)汽したがって q>Oの範囲では q=lしかなく，
非自明な不変式は存在しない

(2) Formal weight enumeratorの場合 divisibleby 2で偶数次のものが同様のアルゴリ

ズムで求まる．それによると， q= 2 (4次）， q= 4/3 (6次）， q=4土2y2(8次）などで

formal weight enumeratorが見つかる（最後の節で少し詳しく述べるが，詳しくは [6]を

参照）．またこの場合の qの値は，第 1種 Chebyshev多項式の根を用いて記述できるので

はないかという指摘が，山岸正和氏（名古屋工大）によってなされている ([6]).

このあと， (2.5)をもとにして，新しい不変式環を構成し， Riem皿 n予想を調べていく．

3 不変式環の構成と Mallows-Sloaneboundの類似

まず実在の自己双対符号の場合の Mallows-Sloaneboundとextremal自己双対符号に

ついて撒輝しよう.Gleason-Pierceの定琲（定輝 2.2)によって，非自明な divisible自己双

対符号が存在するのは (q,c) = (2, 2), (2, 4), (3, 3), (4, 2)の場合であることがわかるが，こ

れらは順にそれぞれ TypeI, II, III, IVと呼ばれる．そして各 Typeに対し，最小距離 d

を符号長 nで評価する限界式があるそれが Mallows-Sloaneboundである：

定理 3.1各 Typeの [n,n/2,d]自己双対符号について，次が成り宜つ：

(Type I) d :S 2卜］豆'(Ty防 II) d :S 4 バ且］
(Type III) d :S 3 [12] +ふ げ叩的 d:::;2rn]立

ここで， [x]はxを越えない最大の整数を表す．

言正 B月.[14], [13, Ch. 19, §5]. 

これにより， extremal自己双対符号の概念が導人できる：

定義 3.2定理3.1において等号が成立する自己双対符号をextremal自己双対符号という

注意実在する TypeI自己双対符号に対しては，より鋭い評価が Rains[18]によって得

られているが，われわれは実在の符号よりも重み多項式に興味があるため，古典的な上記

の定義を採用する
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さて，前節で構成した不変式 (2.5)および (2.3)を用いて不変式環を構成しようここ

で(2.3)は，条件 (2.2)のもとでも (qが素数べきでなくても） aq―不変となることに注意し

ょう．このあと q= 6 + 2v'5とし，

び＝匹＝言 (~q~~) = 1 +1嘉 (~5+_21v'5) 
とする．また

T = (~ ー~)
とおく．そして群 GB+2⑯=〈a,T〉を考えるこのとき，次が成り立つ：

命題 3.3(i) IG6+2叫=10. 
(ii)群 G5+2渥の Molien級数は

<I> (入）＝
1 

(1-炉）(1 -,X.5)" 

証明 (i)a, Tとも位数は 2で， Taの位数は 5であることが確かめられるこのことから

GB+2嘉={(rn)i戸；〇さ i::;4,j = 0,1} =〈Ta〉)<J〈T〉.

がわかり，この分解から結論が得られる．

(ii) Molien級数の定義 ([13,p.600])を用いて直接計算できる 1

この命題から，群 G6+2Jsの不変式環 R5+2Js:= C[x, y]c6+疇は，次数 2,および次数 5の

生成元をもつことがわかる ([13,p.601]と同様の議論による）．そして (2.3),(2.5)がとも

にaq―不変であることから，次の定理が得られる：

定理 3.4

RB+2Js = C [W2,6+2瓜x,y), 店(x,y)], 

ただし

W2,6+2嘉 (x,y) =炉+(5 + 2⑮) y2, (3.1) 

店(x,y) =吋— (50+ 20⑮)砂炉+(225 + 100⑮) xy4. 

環 R6+2⑯ に含まれる (2.1)の形の多項式はすべてびq―不変，かつ divisibleby 2である．

そのような不変式で偶数次数であるものに対して，次が成り立つ．これは R6+2Jsにおけ

るMallows-Sloaneboundの類似である：

定理 3.5多項式 W(x,y)E R6+2渥は (2.1)の形であるとし， degW(x,y)は偶数とする．

このとき，次の不等式が成り立つ：

dさ2[嘉]+ 2. (3.2) 
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証明 [13,p.624-628]と同様である（詳しくは [5,Theorem 2.4]を参照）-1 

これにより， R6+2J6の(2.1)の形である W(x,y)で，次数が偶数のものに対しては extremal

の概念が次のように定義できることとなる：

定義 3.6多項式 W(x,y)E R6+2⑯が (2.1)の形で次数が偶数であるとする．これが

d = 2 [嘉]+ 2 
を満たすとき， W(x,y)はextremalであるという

注意奇数次の元に対しては，定理 3.5のかわりに

d::;2[>~5] +2 

が成り立つと予想されるが，技術的困難のため，現在のところ証明できていない

(3.3) 

(3.4) 

4 Riemann予想を満たさない extremalな不変式の構成

環 R6+2護における extremalな元を具体的に構成し，その Riemann予想を調べよう

式 (2.1)の形で次数が偶数の W(x,y) E R6+2渥は，

w2,6+2v5(x, y)知孔x,y)2m (l, m:::: ，゚ (l, m)ヂ(0,0)) (4.1) 

の形，あるいは，同じ次数のものが複数あれば（つまり， (l,m)は異なるが 2l+ 10mの値
が同じである (l,m)の組が複数あれば），それらの適当な 1次結合である．例えば次数が

10のものは次のように構成できる：

例 4.1次数が 10の場合上記 l,mの可能な組み合わせは (l,m) = (5, 0), (0, 1)である
そこで

鱈 (x,y) :=凡，6+2墨x,y)5+ i咋(x,y)2 
x10 + (1350 + 600⑮) x6炉ー (5100+ 2280v'5)炉y6

+(36225 + 16200⑮) x2炉+(30500 + 13640⑮) y10 (4.2) 

とすることにより，炉の項を消去して d=4の式 W晶(x,y)が得られ，これが 10次の
extremalな不変式である（定義 3.6において n= 10, d = 4). 実際， d:::: 4を満たす不変
式が他に存在しないことは容易にわかる（他の次数の場合も extremalな元はこうして構

成できる）．

次数が奇数の場合も (3.4)はまだ証明できていないが，一旦次数を具体的に指定すれば，

その次数において (4.1)の形で表せる不変式がいくつあるかはわかるから，y低次の項が
いくつ消せるかもわかり， extremalな元を構成することは可能である例えば，咋(x,y)自

身は 5次の extremalな不変式である (5次では他に不変式が存在しないため）．

環 R6+2v'sの (2.1)の形の多項式 W(x,y)に対しても定義 1.1と同様に，その zeta多

項式 P(T)を構成できるそしてその Riemann予想は次のようになる：
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定義 4.2多項式 P(T)の任意の根 aに対して，

1 
lal=-= 
01 1+嘉

が成り立つとき， W(x,y)E R6+2渥は Riemann予想を満たすという．

まず例 4.1のW嘉(x,y)を調べよう：

定理 4.3多項式 W晶(x,y)はRiemann予想を満たさない

証明多項式 W轟(x,y)のzeta多項式 P晶(T)は

1 
瑞(T)=叶(520+ 23疇）T4 -(320 + 144⑮) T3 

-(168 + 76⑮) T2 -(30 + 14⑮) T+5+疇} (4.3) 

と計算されるこれから P嘉(99/100)= -122341/2500000 -(40154771/87500000)訴;<0 
がわかる．一方 P轟(1)=1>0である（これは zeta多項式一般に対して成立する．例えば
[9, p.59, (7)式］を参照）．よって中間値の定理により， P晶(T)は実軸上の区間 (99/100,1) 
に少なくとも 1つの根をもつが， 1/(1+汲り ~0.3090 だから， W晶 (x,y)は定義 4.2の条
件を満たさない 1

これで，環 R6+2v'5において， extremalであるが Riemann予想を満たさない不変式の実例

が構成できた

他に， 5次の extremal不変式恥(x,y)のzeta多項式は

2 + v'5 
A(T) = - (4T -1 + v5)(8T2 -4⑮ T+3 —() 

4 

であるこれは根が具体的に求まり，やはり Riemann予想を満たさないことが確認でき

る（後ろの 2次式の根が円 ITI= 1/y'rlから外れる）．

5 Formal weight enumeratorの場合

多項式 W(x,y)がW匹 (x,y)= -W(x,y)を満たすとき，これを formalweight enumer-

atorと呼ぶことはすでに述べた．この場合の最近の結果を簡単に報告する（本節の結果は

Chinen [6]による）．第 2節の探索法は， divisibleby 2のformalweight enumerator (以下

FWEと略す）にも適用でき，次数 4でq=2に対する FWEである

四(x,y)=x4-6xゲ +y4 (5.1) 

が見つかる．これは W2,2(x,y)=炉＋炉と組にすると TypeIおよび TypeII自己双対

符号の璽み多項式をすべて生成するまた次数 6でq= 4/3に対する FWEである

5 
叫x,y)=砂 -5歪炉＋ー炉炉ー］炉

3 27 
(5.2) 
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が見つかる他にも q=4土2⑫ に対して

叫 y) =企— (84 土 56v'2)岱炉+ (1190士840v'2)企y4

-(2772士1960v'2)丑炉+(577士408v'2)y尺 (5.3) 

q=2士2⑯/5に対して

1596 
品(x,y) =が0- (45土18⑮)心+(378土16疇）砂y4-(114土占パ

+(1~" 土 6:8⑮）炉炉ー（誓土冒：⑮)炉0, 5 ) (5.4) 

さらには q=8土4¥1'3に対して

品(x,y) = x12 -(462土264V3)砂炉+(48015土27720V3)企y4

-(1248324土720720⑰岱炉+(9314415士5377680¥1'3)砂y8

-(17297742土9986856V3)炉砂+(3650401土2107560V3)炉 (5.5)

といった奇妙な FWEが存在するまた奇数次では q=4に対する <p3(x,y) = x3 -9xy2 

（これは TypeIV自己双対符号の重み多項式にも関連）， q=6-2¥!'5に対する

叫 x,y) = x5 + (-50 + 20v'5)xザ+(225 -100点）x炉 (5.6)

なども探索できる（これは (2.5)の店(x,y)と対をなすように見える）．

おもしろいのは，これらの中で q= 2,4という，実在の符号にも関連する場合とともに，

qが比較的小さい q= 4/3, 4 -2v'2, 2 -2汲汀5,8 -4¥1'3, 6 -2¥/'5では「extremalなら
ば Riemann予想成立」という現象が観察できる（証明はできない）のに対し， qが大き

い q= 4 + 2v'2, 2 + 2⑯ /5, 8 + 4¥1'3ではそれが不成立ではないかと想像される結果が
得られることである理由はわからないが， qが大きいと不変式の Riemann予想は成り

立ちにくい傾向にあるように思われるこの観察は別の角度からの考察でも支持される

(Chinen-Imamura [7]). 

結び．実在の自己双対符号の重み多瑣式がなす環，特に divisibleという条件を伴う Type

Iから IVまでの環においては，確かに Riemann予想を満たす不変式は extremalなとこ

ろに集中しており， extremalという条件が重要な役割を果たしているように見えるし

かし今回構成した環 R6+2v'5においては，上の 2つの例をはじめとして， extremalでも

Riemann予想を禍たさない不変式が存在する．というより， Riemann予想を澁たす不変

式が，そもそもまだ見つからない不変式環の構造としては似通っているにもかかわら

ず， Riemann予想をめぐる状況は相当に異なっているようであるこの理由が何である

のか，まだわからないところで， divisibleという条件を課さない状況で考えると（そこ

では Mallows-Sloane型の限界式が存在しない），可能なほぼすべての (n,d)の組に対して

Riemann予想を満たす不変式が存在する ([4]).不変式の Riemann予想がどのような意

味をもつのかそしてその必要十分条件は何か，あらためて考える必要がありそうだ．
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