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概要 滑らかで，厳密に凸なノルムを持つ反射的Banach空間において、故高橋渉東工大名誉教授

と筆者が導入した直交補空間分解が成立する。ここでは具体的な空間lf,1 <p<ooにおいて、その直
交補空間分解を試し、距離射影が線形写像になる条件を導く。

1 はじめに

本論文では，基本的に実Banach空間を扱う．また，特に断りがなければ，滑らかで，厳密に凸なノ

ルムを持つ反射的Banach空間とする．筆者の研究より，Banach空間の直交補空間分解を用いて示

すことにする。以下では、 Eを実Banach空間とする。 Eを滑らかな Banach空間、Jを正規化双

対写像（normalizedduality mapping)とすると、以下のような汎関数<f,:ExE→脱を定義できる。

<f,(x,y) = llxll2 -2〈x,Jy〉+||Yll2-

正規化双対写像Jは

J(x) = {x* EE* :〈x,x*〉=||xll2 = llx* 112} 

で定義される共役空間E*に値を持つ集合値写像で、どんな Bnach空間Eでも一般にすべての要

素xEEで定義できる。さらに、 Eが滑らかな Banach空間の場合は一価写像である。その他詳細

は[14]を参照。 CをEの閉凸部分集合とし、写像T:C→Cが不動点を持ち、不等式

q,(Tx,y) :S q,(x,y) 

をすべての Cの要素xとTの不動点yEF(T)とにおいて満たすとき、この写像を一般化非拡大

(generalized nonexpansive)写像と呼ぶ。茨木ー高橋 [10]を参照。もし Eの、空でないある部分集

合の上への幕等写像Rがこの性質を持つとき、 Rを一般化非拡大射影(generalizednonexpansive 

retraction) と呼ぶ。さらに、すべての xEE、t ~O において等式 R(Rx+ t (x-Rx))= Rxが成り立

つとき、 Rをsunnygeneralized nonexpansive retractionと呼ぶ。 Eの非空閉部分集合Cの上への

幕等写像Reが SU皿ygeneralized nonexpansive retractionであることと、任意のxEE,yECに

おいて、不等式〈x-Rcx,Jy-JRcx〉:S0が成り立つこととが同値である。逆に、 Eのある部分集

合がEからその集合上への sunnygeneralized nonexpansive retractionを持つとき、その集合を E

のsunnygeneralized nonexpansive retractと呼ぶ。 Eが滑らかで、厳密に凸なノルムを持つ反射的

Banach空間のとき、 Eの非空部分集合CがEのsunnygeneralized nonexpansive retractになるた

めの必要十分条件は、高阪ー高橋[11]により、 Cの正規双対写像Jによる像JCがEの共役空間E*
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での閉凸集合であることが知られている。またこれはEの一般化非拡大レトラクト(generalized

nonexpansive retract)である必要十分条件でもあり、このとき、 EのCの上への sunnygeneralized 

nonexpansive retraction Reは、 Rc=J-lIIJcJと表現できる。ここで、 II1cはE*のJCの上への

一般化射影である。

そこで、滑らかで、厳密に凸なノルムを持つ反射的Banach空間Eの非空部分集合Cにおいて、

JC=Y*がE*での閉部分空間である場合を考える。このとき、任意のxEEは、

x = Py1_x+R1-1rx 

と表現できる。ここで、 Yl= {x EE：任意のy*E Y*において〈x,y*〉 =0}、PrはEの灯の上

への距離射影を表す。また逆に、 YをEの閉部分空間とすると、任意のxEEは、

x＝Pyx+R1-1y1-x 

と表現できる。ここで、y_!_= {x* EE*:任意のyEYにおいて〈y,x*〉=0}とし、 YJ_はE*の閉

部分空間なので、 EのJ-1YJ_の上への sunnygeneralized nonexpansive retraction R 1-1 y上が存在す

る。さらに、これらのとき、関係

RJ-lY*XJ_PyIX 

R1-ly上X上Pyx

が成り立つ。ここで、上はBJ-orthogonalityを表し、任意の AE脱において、

llxll::::; llx十入YII

が成り立つとき、 X上yと表す。滑らかで、厳密に凸なノルムを持つ反射的Banach空間であれば、

〈y,Jx〉=0が成り立つことに等しい。

これらを、 Banach空間における直交補空間分解と呼び、Hilbert空間では通常の直交補空間分解

になっている。詳細は [2,3, 8, 9]を参照。

さらに以下の定理より、ノルムが 1の線形射影は sunnygeneralized nonexpansive retractionで

あることが言える。

Theorem 1.1 ([8]). Y*を共役空間 E*の閉部分空間とする。もし、 EのJ-1Y*の上への sunny

generalized nonexpansive retractionがquasi-nonexpansiveならば、それは線形射影である。逆に、

すべての縮小（ノルムが 1)線形射影は sunnygeneralized nonexpansiveかつquasi-nonexpansive

である射影である。

従って、 E上の任意のノルムが 1の線形射影 Tにおいて、 1-TはYlの上への距離射影であ

る。ここで、 Y＊は線形射影Tによる Eの像Yにおいて、

Y* =lY 

をみたすE*の部分集合（部分空間）である。
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2 有限次元lP空間での直交補空間分解

l <p<OOとすると、数列空闇 lPは滑らかで、厳密に凸なノルムを持つ反射的Banach空闇と

なる。ここでは2次元の lf空間を考える。このとき、正規化双対写像Jは、 X=(x1，ゎ） €lfにお

いて、

J(x) = ||x|]P-2 (I::I:_]悶累：：）
と表現される。実際、

IIJ(x)II = ~ (lx1lq(p-l) +lx2lq(p-l))~ 

l E 
= (|x憎＋Ix別） P 
llxllp-2 

llxllp-l 
=~=llxll 

1 
〈x,J(x)〉=||x||P-2(|x憎＋Ix刑）

＝ 1|［以;= llxll2 = IIJ(x)ll2 
より正しいことが分かる。（ここで、!+ ~ = 1) 

p'q 

a=J 0を定数とし、 lfの閉部分空間Yを

Y = {(x1,x2) E if : x2 = axi} 

と定義する。このとき、

JY = {(x□2) E if: x2 = lalP-1signa．打｝

が得られる。ここで、定理［4]

Theorem 2.1 (Calvert (1975)). Eを滑らかで、厳密に凸なノルムを持つ反射的実Banach空間とす

ると、 Eの閉部分空間Mがノルムが 1の線形射影のEの像であるための必要十分条件は、JMが

E*の閉部分空間であることである。

より、 Yの上へのノルムが 1の線形射影Tが存在する。ここで、 Theorem1.1より、 Tはsunny

generalized nonexpansive retractionで、直交補空間分解

が得られる。ここで、

x = P(JY)_!_ x+ Tx 

(JY)J_ = {X E lf :〈x,x*〉=0,for any x* E JY} 
= {(x1,x2) E lク：x2= -lal1-Psigna-xi} 
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つまり、閉部分空間(JY)i_の上への距離射影は線形写像である。

逆に、任意の b-/=Oにおいて、 aE艮を

b = -lal1-Psigna 

をみたす実数と定義する。このとき、閑部分空間Yを

Y = {(x1，x2) Eり：x2=叩｝

と定義すると、

(JY)i_ = {(x1，ゃ） Elク：x2= -lal1-Psigna．功｝
= {(xぃゃ） Elf : x2 = bx1} 

となり、閉部分空間 {(x1ぷ2)E lf : x2 = bx1}の上への距離射影は線形写像である。

cE恥を定数としたとき、閉部分空間 {(x,c)Elf:xE罠｝，｛（c,y)Elf: y E罠｝においても同様

の議論ができる。また、 lfの 0次元部分空間、 2次元部分空間位おいては自明である。よって、以

下の定理が成り立つ。

Theorem 2.2. 1 < p < ooとすると、 2次元の実Banach空間 lりにおいて、任意の閉部分空間の上

への距離射影は線形写像である。

Example 2.1. 11において、閉部分空間Y= {(x,2.x) Eli: x E罠｝を考えると、(JY)i_= {(x,―如） E 
li :x E股｝となり、 Yの上へのノルムが 1の線形射影Tは、行列を用いて

T= （魯~)
と表現され、(JY)上の上への距離射影は、行列を用いて

p(JY)_!_ =(↓！）—（魯[) = (]ー])
と表現される。

と場
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図は Geogebraにより作成。
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