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ALCOVE PATHS AND GELFAND-TSETLIN PATTERNS 

京都大学数理解析研究所 渡邊英也

HIDEYA WATANABE 
RESEARCH INSTITUTE FOR MATHEMATICAL SCIENCES, KYOTO UNIVERSITY 

1. 導入

gを複素半単純リー代数とする。 Pをgのウェイト格子、 P十を優整ウェイトの集合と

する。 gの有限次元既約表現は最高ウェイトという不変量で分類されることがよく知られ
ている。有限次元既約表現の最高ウェイトは P十の元である。入 EP十を最高ウェイトと
する gの有限次元既約表現を V(入）と書くことにする。 V(入）の構造を統一的に記述する
ことは、リー代数の表現諭において非常に重要な問題である。

この問題に対しては様々なアプローチがあるが、 gが A型、すなわち g= sin (特殊線
形リー代数）の場合は特に種類が多い。本稿では Gelfand-Tsetlinパターンとアルコブ・
パス模型について概説し、両者の関係について述べる。 Gelfand-Tsetlinパターンや、以
下で述べる結晶基底、ストリング・データについては、例えば [1]にまとまっている。ア
ルコブ・パスについては [2,3, 4]を参照されたい。本稿は山村圭太氏との共同研究 [5]に
基づく。

以下、 g=-Sinとし、次の記号をよく使う：

• l={l, ... ,n-1}. 
• ai, i E I: 単純ルート．
• hi, i EI: 単純コルート．

2. 結品基底

Vをgの表現とする。 Vの結晶韮底 Bとは、写像 wt:B→P, e;,f;: B→ B LJ {O} 
(i EI)を持ち、様々な条件を満たすもののことを言う。 Bを頂点集合とし、 f;(b)= b'な
る頂点 bから頂点 b'をラベル iの矢印で繋いで得られる色付き有向グラフを Bの結晶グ
ラフと呼ぶ。次はよく知られている事実である。

命題 2.1.入€ 凡とする。

(1) V(入）は唯一の結晶基底 B(入）を持つ。
(2) IB(入)I= dim V(入）．
(3) wt(bり＝入なる b入EB(入）が唯一つ存在する。
(4)侭は、翠品グラフにおける唯一のソースである。すなわち、各 bEB(入）は b=

fi1°0 0 fi1仇）， i1,... ,iz EIと書ける。
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例 2.2.9 = ,S[3, 入€ 凡，入(hリ＝入（加） = 1とする。 B(入）の結品グラフは次の通りに
なる。
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定義 2.3. (1) W の最長元を w。と書く。
(2)簡約語とは、 W。=si1 ... siNなる列 i=(i1,... ,iN)EJNである。
(3)各 bEB(入）と簡約語 iに対し、 string/b):= (a1, ... , aN) E Z羞を次で定義する：

• ak :=和（寄門・..咤ax(b)).
・ら(b):= max{n I可(b)cJ O}. 
• 四ax(b):=匂，(b1(b).

(4) stringi (b)を、 bの iに関するストリング・データと呼ぶ。

写像 stringi: B(入）→認。は単射であることが知られている。実際、 bEB(入）はスト
リング・データ stringi(b)= (a1, ... , aN)から次にように復元される：

b=幻...だ(b辻
例 2.4.9 = ,5(ふ入を先の例の通りとする。このとき、簡約語は (1,2, 1)と (2,1, 2)の2
つしかない。結品グラフ、ストリング・データは次の通りである。
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3. GELFAND-TSETLINパターン

定義 3.1.入EP十とする。型入の Gelfand-Tsetlinパターンとは、非負整数列 a=

(a叫区i羞 nで次を満たすものである：
• ai,i =入ifor all i = 1, ... , n. 
● 佑+1,j::; ai,j ::; ai,j-l for all 1 ::; iくj::::几

聖入の Gelfand-Tsetlinパターンの集合を GT(入）と書く。
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入1 入2 入3 入n

II 

au a22 a33 ann 

~ --J/ ~ --J/ ~ ~ --J/ 

a12 a23 an-l,n 

-0 --J/ -0 ---J/ 

-0 ---,/ ゞ '1/ 
a1,n-l a2,n 

-0 -J/ 
a1,n 

Gelfand-Tsetlinパターンは、半標準 Young盤とともに結晶基底 B(入）を実現すること
が知られている：

例 3.2.g =51ふ入を先の例の通りとすると、 Young盤、 Gelfand-Tsetlinパターンによる
B(入）の表示は次のようになる：

[Ip 22¥0 

y~/ 
l (2) 

□ 〗(',:'゜）又''"
2↓ ↓ 1 2 

(2 0) 
2↓ ↓ 1 

ロロ2↓ 3↓ 1 (2 < 1゚） (2 2 1 0 0 
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~ ~ ロ(")~';x(',:。゜） ✓,(',,。)

さて、 iA:= (1, 2, 1, 3, 2, 1, ... , n -l, n -2, ... , 1) E JNは簡約語である。 gの正ルート
11, 立 ・・・,rNを次のようにおく：

ぅ11:= (1, 2), う12:= (1, 3), う13:= (2, 3), う'4:= (1, 4), う15:= (2, 4), ...'rN := (n -1, n). 

ただし、 (i,j) = ai + ai+1 +・ ・ ・+ aj-1とした。
b EB(入）に対し、 string;A(b) = (dk(b)hs:kS:N = (di,j(b))い <jS:nとおく。ただし、咋＝
(i, j)のとき凸(b)= dk(b)とおいた。

命題 3.3.a = (ai,j)i琴 j<::nE GT(入）とするとき、 iAに関するストリング・データは

string;A (a)= (di,j(a))匹 <jS:nで与えられる。ただし、

3-, 

d;,i(a) =区(am,n-j+m-am,n-j+m+1). 
m=l 
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例 3.4.£1 = ,S[3, 入を先の例の通りとすると、 GT(入）の結品グラフ（左）と iAに関するス
トリング・データ（右）は以下の通りである。
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4. アルコブ・パス模型

少し記号を用意する。

• E := P0z艮
・<I>+:正ルートの集合
•aE 炉， k E Z, に対し

Ha,k := {v EE  I (v,av) = k} CE: アフィン超平而．

• E ¥ Ua,k Ha,kの連結成分をアルコブ呼ぶ
•A。:={vEEIO<(v,aり<1 for all a E酎｝：基本アルコブ．
• w, 呵：＝〈Sa,kI a E炉，kEZ〉CAff(E): アフィン・ワイル群．ただし、 Sa,kは
Ha,kに関するアフィン鏡映、 Aff(E)はEのアフィン変換群．

定義4.1.アルコブ・パスとは、 A。からんまでの、互いに隣り合うアルコブの列 (A。,A1, ... ,As) 
で、長さが最短のものである。

定義 4.2.入EP+, II= (A。=A。,A1, ... ,As= A。—入）を A。から A。—入へのアルコブ・
パスとする。 J = {j1 < ... <れ}C {l, ... ,s}が許容部分集合であるとは、ワイル群 W
の Bruhat順序に関して e→s13;1→ s13;1 s13h→ ・・・ → S13h・ ・ ・S(3;, を満たすことである。
ただし、 V→w とは、 v<wであって、 v<u<wなる uが存在しないことを表す。ま
た、 s13,は正ルート比€ 炉に関する鏡映で、 /3iはある整数 kiについて s13,,k,(A-1)= Ai 
を満たすものである。

A(II)を許容部分集合の集合とする。

定理 4.3(Lenart-Postnikov). 入EP+, II= (A。=A。,A1, ... , 人 =A。一入）を A。から
A。—入へのアルコブ・パスとする。このとき、 A(II) は結品基底 B(入）を実現する。

注意 4.4.II, II' をともに A。から A。—入へのアルコブ・パスとすると、先の定理より、
A(II) c:::-A(II')である。この同型写像は Yang-Baxter変形と呼ばれる。
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例 4.5.9 = .s[3, 入を先の例の通り、 II1= (A。,s1A。,S心 A。,S砕心A。 ,A。—入）， II2 = 
(A。,s2A。,S砕1A。,S悛吟1A。,A。―>.)とすると、 ((31,f32, (33, (3りはそれぞれ(a1,a1 +a2心2,a1 + 
叫， (a2,a1 +匁，a1,a1 +叫であり、

A(IIリ={0,{1},{3},{1,2},{1,3},{1,4},{3,4},{1,2,3}}, 

A(II2) = {0, {3}, {1}, {1, 3}, {1, 2}, {3, 4}, {1, 4}, {1, 2, 3}} 

となる。

定義 4.6.入EP+, II= (A。=A。,Ai, ... ,As= w。A。—入）を A。から w。A。—入への
アルコブ・パスとする。 J = {j1 <・ ・ ・< ]N} C {1, ... , S}が許容部分集合であるとは、
e→ Sf];, → SfJ,, 因→・..→ Sf];, ・ ・ ・SfJ;N = W。を満たすことである。
A(II)を許容部分集合の集合とする。

定理 4.7(W.-Yamamura). 入EP+, II= (A。=A。,A1, ... ,As= w。A。—入）を A。から
W。A。—入へのアルコブ・パスとする。このとき、 A(II) は結品基底 B(入）を実現する。

炉上に順序 <;Aを次で定める：

％くiAsi,(ai2) <iA< si,Si2(ai3) <iA .. • <iA S;, • ・・SiN-l(aiN). 

定義 4.8.J = {j1く・・・くjN}E A(II)が概降下部分集合であるとは、以下を満たすこと
である：

• {(3j I j E J} =炉．
• 各 I::::;k<l::::;Nに対し、 ((3jk'(3jl)= Qか祝くiA(3jkのどちらかが成り立つ．

概降下部分集合 Jと1::::;i<j::::;nに対し、

Ni,j(J) := l{l > jk I /31 = /3jk}I ifら=(i,j) 

とおく。

定理 4.9(W.-Yamamura). 入EP+, II= (A。=A。,••• ,A8 =W。A。—入）を A。から A。—入
へのアルコブ・パスとする。

(1)各 JE A(II)は Yang-Baxter変形を適当に繰り返すことで概降下部分集合になる。
(2) J E A(II)が概降下部分集合 J'に変形されるとき Ni,j(J')は J'に依らない。特
に、 Ni,j(J):= Ni,j(J')は well-definedである。
(3) J E A(II)に対し、 a(J):= (ai,j(J))i琴 j'.'onを以下で定義する。

ai,j(J) :=入i-Ni,j (J) (we understand Ni,j (J) = 0 if i = j). 

このとき， a(J)E GT(入）である。
(4)対応 J→ a(J)は、 A(II)とGT(入）の間の結晶韮底としての同型写像を与える。

例 4.10.g = ,5(ふ入を先の例の通り、 II を A。から w。A。—入へのアルコブ・パスで、
(/31,/32, ・ ・.)が (a2,a1 + a2立2,0!1 + 0!2心1,a1+a2,a1)となるものとする。このとき、

A(II) = { {1, 2, 5}, {1, 2, 7}, {1, 4, 5}, {1, 4, 7}, 

{1,6, 7},{3,4,5},{3,4, 7},{3,6, 7}} 

となり、 JE A(II)は全て概降下部分集合である。 (N1,2(J),N1,3(J), N2,3(J))たちはそれ
ぞれ

(1, 2, 1), (0, 2, 1), (1, 1, 1), (0, 1, 1), 

(0, 0, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 0) 

となる。よって、 a(J)たちは
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C<。゚）,(2<。゚）, C<o゚）,(2<。゚），
C<。゚）'C<l゚）'C<l゚）, C< 1゚）

となり、 GT(入）に一致する。
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