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概要

有限生成無限群に対して，その“無限遠での繋がりの強ざ＇を表す関数を divergence
functionという．幾何学的群論における主要な研究対象の 1つである Thompson群
F,T,Vに対して，それらの divergencefunctionが論文 [10]で計算された本稿で
は，論文 [11]に基づき， Thompson群Vの亜種の 1つである BVに対してdivergence
functionを計算した結果を紹介する．

1 Braided Thompson群BVとThompson群V

Thompson群Vの各元は， 2つの 2分木と，一つの対称群の元を用いて表される． Brin

[2]とDehornoy[7]はそれぞれ独自に， Vの一般化としてbraidedThompson群BVを定義

した各元は，対称群の元の部分をブレイド群の元に置き換えることで与えられる．

以下， 2分木とは有限無向グラフで，次数が2の頂点（根）が1つ，次数が1の頂点（葉）が

2つ以上，次数が3の頂点が0個以上であるものとする特に，根と 2つの葉のみからなる

2分木をcaretという

T十， T＿を葉の数がnである 2分木とし， xをブレイド群B” の元とする． Bnしま， n本の紐

を用いて各元が表される群であり，各紐の向きは下から上とするこのとき， T+のn個の

葉と T_のn個の葉を， xを用いて下からこの順番でつなぐことを考える例えば，図 1は

n=3のときの図このような3つ組(T+,x,T_）を， tree-braid-treediagramという．

BVの元を定義するために， tree-braid-treediagramに関する操作を定義する．（T+,x, T_) 

を，次の2つを満たすtree-braid-treediagramとする．

1. Xにある 2本の紐が存在して，対応する T+,T＿内のそれぞれの葉が共通の親をもつ．

2.その 2本の紐が並行．

例えば図 2は条件を満たすtree-braid-treediagramである．そのような tree-braid-tree

diagramから，その2本の紐と，葉と共通の親からなる 2つのcaretを取り除き，残った葉を

元の紐と同じように結ぶことで，新たな tree-braid-treediagramを得ることができる．こ

の操作をreductionといい，その逆の操作をsplittingというこれ以上reduceできない

tree-braid-tree diagramのことを reduceddiagramという．
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図 1:tree-braid-tree diagramの例 図2:条件を満たす例．
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図3:BVの生成集合

BVはtree-braid-treediagram全体からなる集合のうち， reductionとsplittingで得られ

るものを全て同一視した群である．演算は次で定める．

a= (A十9叫，A_),b = (B十9⑬,B_)をそれぞれtree-braid-treediagramとする． reduction

やsplittingを適切に行うことで， A'_=B~ を満たす tree-braid-tree diagram (A~, x~, A'_), 

(B~,x~, B'-）をそれぞれ得ることができる．このとき，

ab:= (A'＋公x~, B~) 

と定めるここで，咋叫はブレイド群の元としての演算を表す． A'._=B~ という条件より

全ての 2分木の葉の数は等しいので，この演算はwell-definedである．

BVは， X□1,6戸 1と表される 4つの元で生成される有限表示を持つ群であることが知
られている [1,Theorem 3.1]．図 3は各生成元を表すtree-braid-treediagramである．以

降生成集合は固定する．

BVの元gに対して，その reduceddiagramのcaretの個数を N(g)，ブレイドの部分の

最小の交点の数を K(g), word lengthを似としたときある定数Ci,C2 > 0が存在して次
の不等式が成り立つ [3,Theorem 3.6]. 

C1N(g) ::::; lgl ::::;らN(g)(l+ K(g)). (1) 
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gを表す最短のwordを考えたとき，各演算においてcaretは高々3個しか増えないことか

ら前半の不等式は容易に従う．

各ブレイド群凡には，対称群品への自然な全射準同型伽が存在する． tree-braid-tree

diagramのbraidxを叫(x)に置き換えて得られる diagramを, tree-permutation-tree 

diagramという． BVと同様に， tree-permutation-tree diagramに関する操作を定義する．

すなわち，

l. T十にある i,i + 1番目の葉が存在して，それらは几内で共通の親をもち，叫(x)(i),
叫(x)(i+ 1)もT_内で同じ親をもつ．

2.叫（x)(i+ 1)＝伽(x)(i)+ 1が成り立つ．

を満たすtree-permutation-treediagram (T+，叫(x),T_）に対して，同様の手法でreduction

とsplittingを定める．これらの操作で得られる tree-permutation-treediagramを全て同一

視することで， Thompson群Vの元が得られる．

tree-permutation-tree diagramにおける対称群の部分を巡回群に制限することで， Vの

部分群が得られる．この群をThompson群Tというさらに，巡回群の部分を恒等写像に

制限することで得られる部分群をThompson群Fという恒等写像とブレイド群の単位

元を同一視することで， FはBVの部分群でもあることがわかる． FはXo,X1が生成する

群と同型である．

3つの群F,T,Vはそれぞれ有限表示群である [6,Theorem 3.4, Corollary 5.9, Theorem 

6.9]．それぞれの標準的な有限生成集合A,B,Cに対して |9IA,l9IB, lglcはそのwordlength 

を表すとし， N(g)は再びreduceddiagramのcaretの個数を表すとする．ある定数cいら＞
0が存在して次の不等式が成り立つ． 1行目の後半の不等式は [4,Theorem 3]より従い， 2

行目の後半の不等式は [5,Theorem 5.1]より従う．それぞれの前半の不等式はBVの場合

と全く同じ証明を適用すればよい．

Cバ(g)'.Sl9IAさらN(g),g E F. 

C心(g):S l9IBさらN(g),g ET. 

C州 (g):S lglc, g EV. 

(2) 

(3) 

(4) 

第3節では，上述した4種類の不等式を用いて道の長さをwordlengthで評価する方法

について解説する．

2 divergence function 

非負実数股＋からそれ自身への写像f,gがfさgであるとは，ある定数A,B,C,D,E2". 0 

が存在して，任意の XE股＋に対して

f(x) ::; Ag(Bx + C) + Dx + E 

が成り立つときをいう．写像fとgが同値であるとは， f::sgとgさfが共に成り立つと

きをいう．定義から明らかに，全ての線形写像や定値写像は同値である．
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有限生成群Gと適当な生成集合Sから定まるケイリーグラフを Cay(G,S)と表す． 6E

(0,1)に対して， Cay(G,S)の6-divergencefunction f.sを次のように定める． Cay(G,S)

上のwordlengthがnである 2点x,yを，原点中心半径加の球を避けて道で結ぶ．その道

の長さの最小値を島(x,y)としたとき

f.s(n) := max{C.s(x, y) I lxl, IYI = n}, 

と定める．そのような道が存在しないときは，島(x,y) = ooと定める．
ある 6が存在して Cay(G,S)の6-divergencefunctionが線形写像と同値であるとする．

このとき， Gの別の生成集合S'から定めるケイリーグラフ Cay(G,S'）に対してがが存

在して， fがは線形写像と同値である [9,Proposition 2.1]．すなわち，ある 6が存在して
ふdivergencefunctionが線形写像と同値であるという性質は，群の性質とみなすことがで

きる．このことを，群Gはlineardivergenceをもつという

有限生成群がlineardivergenceをもつという性質に対して，次のような幾何学的な性質

が対応することが知られている．

Theorem 2.1 ([8, Lemma 3.17]) Gのどの asymptoticconeもcutpointをもたないこと

と， Gがlineardivergenceをもつことは同値．

3 主結果

次が本稿における主結果である．

Theorem 3.1 ([11, Theorem 1.1]) BVはlineardivergenceをもつ．

この定理は，以下の議論によって示される． BVのふdivergencefunctionをf6とする．同
値関係の定義から，ある 6に対して定数A,Bが存在して， fo(n)::::;2(An + B)であること

を示せば十分である．これを示すために， wordlengthがnである任意の元gと， nにのみ

依存して定まる元が半径初球の外を通る長さ An+B以下の道で結べることを示す．

Golan-Sapirは， Thompson群F,T,Vが全てlineardivergenceをもつことを，上述した

方法で示した [10,Theorem 1.1]. 

[10]では， 5つの道 W1,...,W5を構成して，それをつなげたものが条件を満たす道である

ことを示している．特に， Thompson群VはBVによく似た群であるので， W1,W2, W4, W5 

はBVにおいても同様に5つの道を構成し，ほとんど同じ議論を適用することができるが，

W3は例外である．なぜなら， Thompson群Tにおける wordlengthの上からの評価の対応

物がBVに知られていないため， W3の長さを上から評価する術がないからである．従って，

BVがlineardivergenceをもつことを証明する際 W3に関する部分が最も本質的であると

いえる．以下， Golan-Sapirによる Vにおける W3の定義とその長さの計算方法を述べた後

に， BVにおける四を新たに定義し，その長さの計算方法について解説する． wけまどちら

の場合も空語もしくは吋x11x計であるが，本稿ではその詳細は述べない．
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図4:W3が表すtree-braid-treediagramにおける妬の例

3.1 Vの場合

叫しまg町から構成される． gw1を表す2分木の組をT十，T_とする． T+の一番左の葉が，

T_における K番目の葉に対応するとするこのとき， W3を次のように定める． 2つの 2分

木を， T_とT十，つまり g凹と入れ替えたものとし，懺換をK番目が一番左の菓に対応する

巡回憤換とする．こうして得られる tree-permutation-treediagramを表す最短のwordを

叩とする．置換が巡回置換であるので，不等式 3より叩の長さは高々C2N(g叫）である．

この評価を用いると， W3の長さは高々創の定数倍であることを示すことができる．実

際[10,Lemma 2.8]より N(g叫）はN(g)+ 2で上から評価でき，さらに N(g)は不等式 4
より |9lc/C1= n/C1で上から評価できる．

3.2 EVの場合

BVの場合に同様の方法で四を構成すると，不等式 1ではN(g叫）の定数倍による叩

の長さの上から評価が与えられない可能性があるので， nの定数倍で上から評価すること

は難しいことがわかる．

そこで， W3を次のように定義する． 2つの 2分木はVと同様に定め， Kを葉の行き先に

対応する値とする． k>Oのときのブレイド群の元的は次のように定める．

1. k番目より右の紐は全で恒等的に対応させる．

2. k -1,..., 0番目の紐は，この順番でK番目の紐と一回ずつ交差させる．

k=Oのときは，単位元とする．図 4は， k=3,N(g飢） ＝4のときの的の例． W3は，この

tree-braid-tree diagram (T_, b3, Tけを表す最短のwordと定める．

Tを， caretを一番右の葉につけ続けることで得られる， T_とcaretの数が等しい2分木

とする（このような 2分木をall-righttreeと呼ぶ）． W3は(T_,bふ九）を表す最短のword

であることと，

(T_, b3, T』=（T_, id, T)(T, b3, T)(T, id, T+) 
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と分解できることより，それぞれを表すwordを上から N(g間）で評価すればよい． 1つ目

と3つ目はFの元とみなせるので，不等式 2より N(gwリの定数倍で上から評価すること

ができる．

(T, b3, T)を表すwordの長さの評価を与えるために， BVの標準的な無限生成集合の元

について簡単に述べる．の：＝ x計0心 1CJ11とし， i2 2に対して CJ;:= Xo(i-2)のxi-2とす
る．このとき各i2 1に対して otは， caretの数がi+ 1個の all-righttree 2つと，右か
ら数えて 1本目と 2本目だけが一度交差する tree-braid-treediagramで表される元となる

[1, Theorem 2.4]．なお，ここでは，一番右の紐を0本目として数えている．

また，乃：＝叫出x。とし， j22に対して乃：＝ Xo(j-2）乃Xげとする．このとき各jミ1

に対して Tjは， caretの数がj個の all-righttree 2つと，右から数えて0本目と 1本目だけ

が一度交差する tree-braid-treediagramで表される元となる [1,Theorem 2.4]. 

妬の定義と匹 Tjを表すtree-braid-treediagramの性質より， k= N(g町）のとき，すな

わち gw1において一番左の葉が一番右の葉に対応している場合には，

(T, b3, T) = TN(gw1)び（gw1)-l・・・外

0 < k < N(g町）の場合には，

(T, b3, T)＝びk...吐

k=Oの場合には (T,b3, T) = idと表すことができるいずれの場合も直接計算によって，

語の長さは高々2N(g叫）であることが確かめられる．従って， Vの場合と同様の手法で， n

の定数倍による上からの評価を得ることができる．
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