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(11月6日受理 )

1),2)

1.前稿までのスピンのブラウン運動の議論 の中で,川畑氏の論文 〔Prog･48

('72)2237 ;以下Kと略す 〕は基本的な所で誤っている旨示唆 したが,最近

この論文を高く評価する人達の意見を聴く機会に恵れ,その結果議論が鮮明になった｡
3･)

論文Kでは,古典的スピンについても, ZWanzig の理論 の修正とか,Mori

理論 4)の特殊例とか見倣せる非線型ランジュバンの一般論を開発,適用すれば,正し

い BlochEq.

d
- M (t) - -I)′(M(t)- xH｡)
dt

1/T2 0

D′- ( 1/T2 )

0 1/Tl

(1)

(2)

が導かれ,同時にFokker-Planck Eq.も導かれる事が主張されている｡

前稿 Ⅰ,廿では ｢スピンを古典的な関数として取扱う議論には矛盾があり,高温極限

の結果 ((1)でズ-0としたもの )しか得られない｣ というBlochの議論5)を踏まえて,

スピンの運動方程式

dM/dt- γtH｡十H′(I))×M (3)

(記号は論文Kに従う, K- (1･1)参照 )を満すベクトル量として古典スピンを定義

し,これについてBlochの議論を確認し,又随伴するFokker-PlanckEq･を導いた｡

所が,数人の方から寄せられた反論は次の様である ; 古典スピンの定義として,古
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典的な系の角運動量をとり,古典力学で考えれば,スピンのハミル トニアンK-(2･1)

i,y --H｡･M-Hp･M+ uU′ (4)

より,運動方 程式 (3)を導く事が 出来,以下 の議論 は量子論の場合と大差はない筈で

あると｡

ここで思い 出され るのは,MissVA N Leeuven の 定 理6)等の古典的な系では磁 化 率

はゼロであるといった事柄であるが,ハ ミ ル トニ ア ン (4)はこの様な意味では古典的 で

ないとの事なので積分

<Mz>-/Mze-PtudB/I e-P LJydB (5)

(d32は位相空間の体積要素 )はうまく行かないが,一応不問に付し,このモデルにつ

いて考えてみよう｡

2,古典的角運動量のブラウン運動

a)モデル

今,n粒子系 †ri,Pi;l≦ i-<n)の角運動量 M-∑ri不pi及び Poisson
括弧

3m∂A ∂B ∂A ∂B
iA,BT-∑(- - - - -

j=1 ∂qj ∂pj ∂pj∂qj

を定義すると,通常は交換関係

fMx,My)= Mz , etco

(6)

(7)

が満足される｡ 〔唯,この場合,座標 riα , と運動量 piα-mriα (α- X,y,Z)は

ハミル トニアン(4)の正準共役量にならないので, (6)の qj,pJ としてこれらの量を

使う事は正 しくない｡純粋に古典力学的な系では磁気現象は生じない事に関連している
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スピンのブラウン運動 Y

と思われる｡一応,目をっぶろう｡〕

又,別の系 (熱浴 ) tqj,pj;3n+1-< L< 3N)のハミル トニアンくJU/と変数H;

を考え,全系のハミル トニアンとしてK-(2･1)

p --H.･M H′･M+ 過′′ (8)

を仮定するo必要に応じて変数の組 fqj,pj:1≦j≦3n) をMと残 りをY･と記すo

b)-般論

論文Ⅳにふれたが,非線型ランジュバン方程式の一般論7)は量子力学系に対して書

かれているので古典系に対する表式に翻訳しよう｡この件は既に論文Kを含めて二 ｡三

報告されているが8),それらとの相異は後で述べる｡

一般の Open system を考えるo変数A(q,p)〔但し, (q,p)= tqj,pi;1≦

j≦ 3n)〕で記述される系Aが,別の系B(=熱浴 ) 〔但し, tqj,pJ;3n+1≦

j≦N)〕と接触し,そのハ ミル トニアンが(8)の形をしている,即ち

A''-AA + (-a/B +UUAB

の形をして居 り,特にj/AB が

-る′/AB=i:aH;Aa

(9)

(10)

′

〔但し,HαはB系の変数,AαはA系の変数〕 の形をしている場合を考える｡この様

な場合はEmch とSewellの論文9)等で詳述されているが,ランジュバン方程式の立

場より見てみよう｡

系の巨視変数7)として,B系の変数に依存 しない量

～ /′ヽJ

A(q,p)-A(qj,pj;1≦ j≦ 3n)
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を採用しよう｡ 一般の変数Aに対して,対応する巨視変数 A

/【＼.ノ
P ;A → A

を熱浴についての平均したもの

3n

A (q･p)=Jp(q,p)A(q･p),=D;n.1 dqjdpj

(12)

(13)

と定義するのが妥当である｡但し,βは平衡分布でミクロカノニカル分布,又はカノニ

カル分布 (文献 9)参照 )である｡

さて対応 (12)は位相空間での写影Pになっている｡全系の位相空間は,系Aの位相

空間と系Bのとの直積になtっているO系Aの位相空間の基底 E(aki(q,P)を考えるO
これらは

/~ヽJ

A k(q,P)E faJ (q,p )ニ akE †ak) (q,p)
(14)

となる様に択ぶo全系の位相空間で考える時,変数 (qj,pj;3n十 1≦ j≦ 3Niには

依存しない関数 Etak)は一つの部分空間を定めるo

故に,位相関数A,Bの間に内積

(A,B)-∫〟(q,p)A*(q,p)B(q,p)dβ

を定めれば,写影 Pは

PA-∑ (Wa,A)E｡a

と書けるo但し, a-†ak)と書き

W｡-E｡/N｡ ; Na-(E｡■,E｡)
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スピンのブラウン運動 †

を定義した｡今, (14)に着目して,

Ea(q,p)-♂(A(q,p)- a)

と書けば, (16)は Zwanzig の定義3)K-(2｡19)に一致する｡

さて,非線型ランジュバン方程式の方法7)にならって

qa(I)= eiLtEa

を考える｡ここに,′Lは Liouville演算子で

ilA≡(uy ヲÅ)

(18)

(19)

(20)

である｡今, (p,(JUi-0 に注意して部分積分を行えば,任意のA,別 こついて

(A'ilJI∋)- (iI｣A'B) (21)

を示す事が出来る｡線型ランジュバン方程式の方法を援用して

d

宕 qa(t)-∑iwabqb(I)-言 Kabqb(t)十 r謹 ) (22)b
a'ab≡ (WbラLEa) (23)

Cく)

Kab…Io ds(Wb,Lei(1-P)Ls(卜 P)LEA) (24)

r｡(t)≡ ei(i--P)Lt(1-P)1.E｡ (25)

が導かれる｡

A(I)- eiIJt= aE｡〒= aq｡(I)
a a

(26)

に着目して, tAk(I))の間の関係を作れば,非線型ランジュバン方程式
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d

L Ak(t)= ivk(A(t))+alk(A(t))+ Rk(I)
∫

vk(A)≡ ∑akW{aJ｡bJia

αlk仏)-∑㌔KtaiitbJa

Rk(I)-∑akr(aii(t)a (30)

但 し, (28), (29)の右辺の ‡bji依存性を tAi)依存性の形に書直したo

C)論文Kの一般論は基本的な所で誤っているが(後述 )形式的には上記 (b)と類

似している｡ さて,モデル a)について(27)式を求めよう｡ ハ ミル トニアン(4)を

云′/- U～よ′o+LIfl ,

uy0--H｡･M+LL{′

LL71 --H′｡M

と分割し,この分割に応ずるLiouville演算子の分割を

i - i.+L'

とするoIJ訂 1について2次の近似では, (24)式は次式で近似できる｡

Cく)
Ka b -∫ ds(Wb,i,eiLosLpE｡)0

(34)

(35)

従って,巨視変数としてM-(Mx,My,Mz)をとって, (35)を計算すればよいo所で,

問題になっているのは Hoの方向をZ軸にとる時 Mzの運動であるので,直接
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alz(-,-Id-′･m三 JT ds｡(W m,L,eiLosL′Em′) (36)

ーヽ′~＼

･○つ

-Jo ds(Wm,LleiLosL,Mz) (37)

だけを計算しよう｡

論文Kと比較すれば, (37)被積分関数をIIz(m,S)と書けば,K-(2｡23)との対

応は明かである｡

以下,少し単純な計算法をとろう｡ (12)と(13)によって定義される写影 Pが

(16)で表現される事情を考えれば, (37)紘

all(m)-I.mdsPL′eiLosIJ′MziM二 m

と書けるO右辺を計算する｡運動方程式より

il了M ニーH′M +H′M
2; Ⅹ y y X

次に,A-(3･12)-K-(3｡15)に倣って

Ho(S)-eiLosH ,

eiIJOSM-T(S)｡M ,

T(S)-

とすれば,

coSWoS - Sln (恥 S

sindos COS(ひoS
＼1ノ00
1

(38)

(39)

ノヽ04nHⅦ一川u

.A引
コ
47一1l旧u

Jヽ
,
24I"川Ⅶ■一u

iciLosL,Mz -Mx(H;(S)coswos-H;(S)sink,os) (43)

+ My(-H三(S)coswos-H;(S)sinwos)
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となる｡ も＼ぅ一度 L,を演算する時に注意を要する｡

-L′ei⊥oslノM -(∑

1--｡)

-･∑〔tM｡,Mx)Hi(Il;(S)coswos｣i;(S)sinwos)α

+M｡Mx(†H;,H;(S))coswos

--(鶴,Hこ(S)isinwos)+ - 〕 (45)

即ち,-(45)の第二行で, (H;潤 ;(S))という項が生じるoこの項を仮に ｢動的効

果｣と呼ぼう｡この項は正確には, (32)の〟′の具体形が分らないと,又,交換関係
′ /

tHα,Iiplが指定されないと決定されないo

さて, (38)よりPの演算は熱浴についての平均をとればよいから,これを

と書けば,結局

∞ ′ ′ / ′

αll(M)ニー-MzJo ds<Ilxl寸x(S)十Hyliy(S)>cosuosds
2 ∞ ′ ′

+ MxJ.o ds†Iix,Iiy(S)icosmos

2 (X) / ′

+M yJ. dsHi x (S) , liy icoswos (45)

を得るO本当は,右辺に sinw｡Sを乗じて積分する項があるが,積分域は実質的には

S-0-の近傍だけであるので省略した｡

故に,定義と近似

1 C0
--∫
T I 0

/ ′ / ′
ds<lix(S)IIx+Hy(S)Iiy>cosmos
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(:X) ′ / (:×⊃ ′ /

ワ ニ (. dsH ix ,Ii y (s H coswos≒ Io dsHlx(S),fiy)coswos
(47)

をとれば, lJandau-Lifshitz項のあるBlochEq｡

芸 Mz ニー去Mz･7(M:十M;) (48)

が得られるo (27)と比較すれば vkの項とRkの項がないが,前者はM の讃動にはZ

現れず, Rkのランダムカは当然あるが省略 してあるo

蛇足かもしれないが,磁化率の公式

2
I-<Mx>/kT (49)

を考えれば,(48)の右辺第二項は (1)の XHQの項に相当する事が分る｡以上の計算

は本質的に量子論 (文献Ⅳ参照 )のもので,古典論で問題があるとすれば, (7)につ

づく議論で述べた疑問点だけである｡

d)前項の計算は論文Kと同じにみえるが全く異･うo問題の xHoの項は, ｢動的効
/ ′

では全く考えられていない｡

今, ｢動的効果｣を無視すれば, (45)より明かな様に, α.Zは Mの運動方程式だ

けで決定される｡従って, i,廿で論じた様に, (35)のKは

Cく) ′ ′
Kmm′==J (Wm′ ,I. (,lilJOSlJFJm)ds

O

1 2

~∴召亮 1-Ja 6'm~m′)

で与えられた｡但し,

2

1/Tx-<li> etc･X
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∂ ∂

Lz=~i(Mx瓦 ~~ My前石 )
y X

etc｡ (52)

である｡ (50)は, ミクロカノニカル分布をとったが,今, 平衡分布として e-βLK/A

を採用し,

e-Pug/Z≒ e-Puyomz/zlX e･-PH'/Z2

を採用すれば, (15)及び(35)より,

1 2

K… ′- ニー ｡ Lα B(m- m′)e-Pfiom'Z/zl
αTa′

となる｡これより,

12
･,Z(m′)-∫mz｡dm｡Eai,Lαβ(m-m′)e湘 -'Z/Z1

- -(1/Txl1/Ty)mz｡e卵 dn'zj,Zl
/ ′ ′

(53)

(54)

(55)

となり,m21mZといった項は生じない｡
Ⅹ y

(55)は,カノニカル分布を用いた場合の(48)で動的効果を無由した場合の結果に

他ならない｡

所が, (54)で少し間違い (添字の順序 )をとると,

Km ′- 三上e一琳 mzJJ2a♂(m-一m′)/7Jl
α㌔

(56)

となり,これよりderivatemomentsを計算すれば論文Kの結果とほぼ同一の結果を

得る｡この事は伍で論じた通りであるo 〔尤も,冒頭部の平衡分布の議論では著者もミ

スをしている｡正しい議論はⅣを参照されたい｡〕

3｡以上の結論として,スピンのブラウン運動では, ｢動的効果｣ を無視する限り,M

がO-緩和する様な結果しか得られず,正しい結果を得る為には:,Iiaの非可換性を考
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虞に入れる必要がある｡

この意味で,冒頭に挙げた Biochの議論は全く正しいしタ 又, ほぼ同じ事が

RedfieldlO)によってより詳細に論 じられている事を最近発見 した.

4.論文Kの一般論に基本的な誤 りがある旨指摘したが11),その内容は次の2点であ
る｡

e｡§2-boで考えた基本的な物理量は

qa(i)- eiLt∂(A(q,p上 a)

であるが,論文K及び他の二 ･三の論文ではK-(2｡4)の如 く

p(x,m ;i)- ♂(M(t)-m )

(19)

(57)

であるCこの二つは,文献7)で採用した巨視変数の考えよりみれば,全く異る量であ

る｡
/ー＼J

(19)式は時刻 t-OにA(p,q)-aで指定される一つの巨視的な状態 式aにあ

った変数のその後の時間発展を記述するものであるが, (57)の量は時刻 tにM- m

である事を示しているものとも考えられるOこう考えれば, (57)がLiouville Eq.

を満すという事は任意の時刻にM(i)-m という事,即ち ｢Mは運動の恒量J･という

事を示している｡

所でよく知られる様に,古典統計力学では,よく演算子の任意関数 f(A)について

√ 1日 f(A(p'q))- ∫(e-iLtA(p'q))

二-∫(A(pl,ql))

が用いられる｡この点より云えば,

eiLt♂(M一一m)二∂(M(I)-m )

(58)

(59)

でも良さそうであるが,まず, (58)は普通密度行列に対する関係であり,平均値

∫(A;tト i JdBf(A(p,qリ e~iLtp(A(p,q))
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なる量のみを問題にしている点に注意を要する｡巨視変数の概念よりみれば,右辺 f(A)

は当然,巨視変数であるから, eilJtp(A)の "relevantpart≠だけを問題にしてい

る｡

即ち,密度行列でなく変数の運動を考えているという事と, "irrelevantpart"

まで問題にするんだという事をはっきりすれば, (19)と(57)は全く別物である｡尚,

別稿 ｢Greenの公式について｣参照｡

f｡もう一つの問題はMori理論との関連である｡何か非線型ランジュバン方程式の

方法は,Mori理論の特殊例の如 く書いてあるが,Mori理論が線型の場合にしか使え

ない理論である事はKubol,2)zwanzigといった方々の rcvicwによって確認されてい

る｡Mori理論は･§2-bでも借用した計算法を与える理論ではなく,線型応答理論15)

の応答関数 p(t)を持ったランジュバン型の方程式

d
- A(tト iwA(t)+Itp(I-S)A(S)ds十f(t)
dt 0

(6 1)

を導出する点にその真価がある｡これによって,緯型応答理論は一一躍多彩になった72)0

他にも,カノニカル分布を使 う事が,本質的な相異の如く述べる等理解できない点が

多い｡
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