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1. はじめに

よく知られているように,流体と熱平衡状態にある結晶の表面の形は,低温では,平らな面

によって囲まれた多面体となっている.温度が上がっていくにつれて,結晶の角の部分が消え

ていき,フアセットと呼ばれる平らな面とそれをつなげる曲面によって覆われるようになる.さ

らに温度が上がるとフアセットが消えて,全体としてだいたい球形を成すようになる(レヴュー

としては,Cabrera(1964),LifshitzandPitaevskii(1980),RottmanandWortis(1984a).そ

のほか,Andreev(1982)).近年,この結晶平衡形を統計力学の問題 として論じられるように

なってきた (Jayaprakashetal.(1983),RottmanandWortis(1984b),Jayaprakashand

Saam(1984),Jayaprakashetall(1984),Akutsu,Y･年ndAkutsu,N.(1986,1987),Akutsu,N.

andAkutsu,Y.(1987a,1987b),Yamamotoandlzuyama(1987),NozieresandGallet

(1987)).そのときの興味の中心は,フアセットから曲面-の転移の中にみられる相転移とのア

ナロジーにある.特に二次相転移のときに現れる臨界現象のユニヴァ-サ l)ティーに相当する

現象について多くの研究がある.

こういった現象の一つに,フアセットが喪失 (77セティング転移)するときに表面のガウ

ス曲率が 0から有限の値にとび,この値がユニヴァ-サルであるという,77セティング転移

におけるuniversalcurvaturejumpがある (Jayaprakasbetal.(1983)).もう一つは,フア

セット近 くの曲面の性質についてのものでGruber-Mullins-Pokrovsky-Talapov(GMPT)メ

イプの振舞いと呼ばれるものである (GruberandMullins(1967),PokrovskyandTalapov

(1979,1980),Rottmanetal.(1984)).ラァセット上に原点とxy平面を取 り,Z軸を面に垂直

に取るものとする.フアセット近 くの面の形は,Z-a(x,y)と書ける.原点からの距離 Yが r

-rcのとき,フ7セット端であるとすると,フアセ ット端近 くで結晶形は,Z～(r-rc)3/2(r>
rc)と一般に書ける.この指数3/2,または,曲率 ∂2Z/∂r2-(r-rc)~172の指数-1/2がそのユ

ニヴァ-サルな性質を特徴づけるものである.

77セティング転移温度以下の表面のガウス曲率に注目すると,上記の二つ以外の新 しいユ

ニヴァ-サルな性質を見つけることができる (Yamamotoetal.(1988),Akutsuetal-(1988),

Yamamotoetal.(submitted)).それは,フアセット上で 0であったガウス曲率が曲面部分で

有限の値までとび,そのとびの振幅が,

○広いクラスの系で成立する.

077セティング温度以下の全ての温度で成立する.

07アセット端のどの部分でも成立する.

春稿は,統計数理研究所 共同研究 (63-共会-51)における発表に基づくものである.
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という意味のユニヴァーサ リティーを持つというものである.本講演は,このフアセット端に

おけるガウス曲率のユニヴァ-サルなジャンプ (universaiGaussian-curvaturejump)の導出

を紹介することを目標 とする.

2. 表面自由エネルギーと結晶の平衡形 (熱力学的関係)

熱力学的にみて,結晶の平衡形は,体積一定の条件の下で,全表面エネルギーを最小にする

ように決まる.このとき注意することは,表面自由エネルギーが,結晶軸に対する方位に依存

するということである.このため,フアセットと呼ばれる平面が生じた り,温度によってフア

セットの大きさが変化 した りする.

フアセット近 くの形に興味があるので,結晶形は

(2.1)

と書ける.このとき形を決める条件は,

I-I(x,y)

V-/I(x,y)dxdy-一定 ､

の粂件下で,

F-/γ(p)√i手許 dxdy
を最小にするということになる.ここで,

p-(px,D,)-(az/ax,az/∂y)

また,γ(p)紘,p方向の単位面積当た りの表面自由エネルギー (surfacetension)である.こ

の条件は,LagrangemultiplierAを導入すると

(2･2) 9-/I(p)dxdy･^fz(x,y)dxdy

を最小にする関数 Z-I(x,y)が平衡形である,と言い換えられる.ここで,

(2.3) f(p)-γ(p)√iTF

で定義されるf(p)紘,p方向の単位射影面積当たりの表面自由エネルギーである.

(2.4)

故に,∂β-0とおくと

(2.5)

89-I(濫SPx･濫 6♪y･ 8̂Z)dxdy
__A___(_71'_ax∂bx

A ._C7/
ax∂bx

%%･̂)8zdxdy

% % ･̂ -o

という非線形偏微分方程式を解 く問題 となる.まず,

(2･6) ix-患 iy-i

とおくと,(2.5)式を満たすことがわかる.(2.6)式より次のような式変形をする.
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告告 x-普 告普 y-普

l 加える f
丑

i(% x･% y)諸

子意 (bxx十by y ト音♪x-普

すなまっち,

(2.7)

同様にして

(2.8)

これより,

(2.9)

{意(pxx･♪yy-I-if)-0

8̂
2~∂y(bxx+byy-I-if)-0

I-9xx巾,y一号f･C

ここで Cは定数.Cの選び方に結晶の形は依存しないので,C-0とする.Lagrangemultiplier
Aは,結晶の大きさに関するもので,適当な主ネルギー単位を取れば,2/A-1とおける.すな

わち,平衡形は,

(2.10)

と書ける.つまり,

I-bxx+♪yy-I

x-% 7 y-i

I-I)xx+byy-I

x-告 y-i
:◆･.･.･.･.･.･･.一･････一･-
I-xbx+yPy-I

か-告 by-普

阜いうように,結晶形 Z(x,y)と自由エネルギーf(♪)はLegendre変換で結びついていること
がわかる.このことより,統計力学の対象 としてよく扱われ る磁性体の自由エネルギ-

G(H,T)(ここでH は外部磁場),F(M,T)(ここでM は滋化)との間に図 1のようなアナ

ロジーが成 り立つことがわかる.

磁性体における自発磁化の存在は,フアセットの存在に対応づけられ,77セティング転移

はPara.-Ferro.の転移に相当する.また,感受率テンソル

Xz.}'= 82G _aMj8Hz･aHj aHl-

は,ステーイフネステンソル

∂2f_ax,･
ft-j=砺 一面

に対応する.スティブネステンソルは曲率テ-jソル
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Legendre蜜換

Lビgendre変掩

図 1.

K.i= ∂2Z = 軌
axi∂x,. aX l

I(_r.Il.)

8 対応

F(M,T)

の逆行列となっている (Akutsu,N.andAkutsu,Y.(1987a)).

このような磁性体の自由エネルギー問の関係と表面自由エネルギーと平衡形との関係の類似

性を考慮すれば,磁性体相転移における種々のユニヴァーサルな振舞いに相当するものが,結

晶平衡形についての議論で現れることは,容易に予想される.

3.TSK(Terrace-Step-Kink)モデルによる表面自由エネルギーの導出とガウス曲率

結晶の表面自由エネルギーを求めるに当たって重要なことは,結晶格子の持つ異方性を正確

に取 り入れることにある.そのようなモデルとして簡単なものにTerrace-Step-Kink(TSK)

モデルがある(GruberandMullins(1967)).TSKモデルは,フアセット近くの傾いた面をフア

セットと平行なテラスと,それをつなげる垂直な面(ステップ)とで記述するモデルである.ス

テップが生じるためには,そのための励起エネルギーが必要となる.そのエネルギーはステッ

プの高さが高いほど大きくなる.故に,低温 (77セティング温度以下)におけるフアセット

近 くの面では,最も高さの低いステップのみを考慮すればよい.ステップは,その中にキンク

を作ることによって揺らぐことができる.これにより,エントロピーを稼ぐことができる.TSK

モデルでは,このエントロピーと励起エネルギーとから得られるステップ系の自由エネルギー

をその面の表面自由エネルギーと考える.

TSKモデルにおいては,ステップを微視的に捉えるものと粗視的に捉えるものとがある.ま

ず,粗視的 TSKモデルについて述べる (Akutsu,AkutsuandYamamoto(1988)).ステッ

プを粗視化したとき,結晶格子の対称性は,ステップの自由エネルギーとステップの揺らぎの

そのステップが平均として走っている方位 (a)依存性に集約されて残る (Akutsu,Y.and

Akutsu,N.(1986)).

最初に,ステップの粗視化を行なう.ステップの持つ性質は,二次元結晶表面の性質と同等

である.(2.10)式の結果を二次元の場合に適用する.結晶軸方向にx軸を取 り,それと垂直な
方向をy軸とする.結晶形をy-y(x),;S(b)(カニdy/dx)でステップ (二次元結晶表面)の単
位長さ当たりの自由エネルギーを表すと,

(3･1) y(x)-xbj (b), x-普

ここで′(♪)は単位射影長さ当たりの自由エネルギーで

(3.2) f(♪)-γS(b)何

で定義されている.カニtanOとおくとCはx軸と結晶面の成す角である.ある傾きDの面(級)
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のx軸に対する射影長をLとする.Pは平均として面の持つ傾きである.故に,この傾きの回

りの熱揺らぎを,面のサイズと関連づけることができる.I,紘,結晶を構成している原子のサ

イズに比べるとずっと大きいが,結晶全体の大きさからすると無限小である.この面の-端点

を固定し,そこから射影長でエだけ離れた点の固定端点の界面の平均として進んでいる方向の

回りの揺らぎAhは,傾きの揺らぎADを用いて,Ah-LAカcoseと書ける.ここで揺らぎの

二乗平均 く(』♪)2) 紘,通常の熱力学の揺らぎの議論より,

(3･3) 〈(Ab)2)-与 ‡ (∂2胸 2)-1･ β-(kBT)-.

と書ける.これより,いま考えている面の平均長 L′-L/Coseでスケールした揺らぎ6(a)の二
乗は,

(3.4) ♂2-((Ah)2)L' -icos38く(Ab)2)

と書ける.Oの関数として γSを考え,γS(0)と書くと62(e)は,

(3･5) 62(8)-irs(e )+r;'(0)
と,きれいな形で書ける (Akutsu,Y.andAkutsu,N.(1986)).ステップ自由エネルギー (二

次元結晶の表面自由エネルギー)が方位異方性を持つとき,揺らぎも方位異方性を持ち,それ

はγS(0)を用いて(3.5)式のようにまとまる.励起エネルギーrs(a),揺らぎo(e)を持つガウ
スチェーソを,粗視化したステップと呼ぶ (Akutsu,Y.andAkutsu,N.(1986)).

ステップが平均として進む方向を時間軸 tと取 り,それと垂直な方向の座標 u(i)でステッ

プの形を示すとすると,-ガウスチェーンであるということは,ステップは,揺らぎ6(e)の一次
元の酔歩の軌跡と見倣せ早ということである.故に,i-ioで uoにいたとき,i-ilで ulにい
る確率は,

(3.6) P(ul-a.,tl-t.)
27rO2Ii1-t.I

(ZLI-ZLo)2
e262ltl-Lot

と書ける.ただし,この措像が成 り立つのは,粗視化のスケール l,原子サイズaに対して

(3.7) ;≪lSltl-t｡I

であるときである.言い換えるとこのようなスケールでステップを眺めているといってもよい.

粗視化されたTSKモデルでは,ある傾きp-(♪x,by)の面は,この粗視化されたステップn
本が平均として結晶軸 (γ軸とする)とβの角度を成して並んでいるものであると考える.面

の大きさをLxLとすると,

Ipl-b…昔
ここで,

(3.8) bx-1PlcosO, 9,-1plsine

このステップ系の単位面積当たりの自由エネルギーが,この傾きpの面の単位射影面積当たり

の自由エネルギーf(p)である.Fを計算するときに重要となるのは,王らのステップが互いに
通 り抜けることができないという条件であるt.ここでは,･ステップの高さは一番低いもの (こT4■
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の高さを 1とする) としたので,この条件はトステップは互いに重ならないという-- ドコ7

条件 となる.-- ドコア条件 と,それぞれのチェーンは γS(♂)のエネルギーとo(a)の揺らぎを

持つことより分配関数は,

(319) zn-/IJlel牢 pe-"LTs(8,(2HO21,-H e-1･262LU (普 )2dt

=e-nLIs(8)u)n
と書ける.ここで,ut(i)は,i番 目のチェーンの tでの座標.Pは二つ以上のステップが重な
らないようにするprojectionoperator.これより,

(3.10) I(p)ニーkBT去 lnzn-γS(8)p-kBTs
となる.ここで,

S-去 lnwn
はステ ップ間の/､- ドコア条件のためのエン トロピー損失.u)nの計算をtransfermatrix法で

行な う.

u)n-T,(T)LH, T-Pe-Hp

7Z
H-E hj,j-I hj--i o2(0"A

fermionstateを取ることにより,-- ドコア演算子 Pを除去できて,第二量子化表示でtrans-

fermatrixは,

･-e-H, jf-‡02(a"=点2a三ahk

A-筈 レ, i-0,±1･･:I,
ak:1次元fermionoperator

､､- ミル トニ7ノ′jiの基底固有値E｡(p)より,損失エン トロピー Sは

(3114) S-去 lnwnH去Eo(p)
と書ける.E｡(p)は簡単に求まり,Sは,

(3･15) S-102(e)k Lhrk2dk--% 02(a)p3

となる. ここで,kF-7lP.これより,自由エネルギーf(p)は,

(3.16) i(p)-rs(e)p･kBTfo2(e)p3
-rs(C)fpl･番 (γS(e)･γ;,(8"llJp-3
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と一般に書けることがわかる.

結晶の平衡形 Z(x,y~)と自由エネルギーf(p)ぶ ,Legendre変換でつ年がることより,スチ
フネステンソルfijと曲率テンソルKijとの間に

(3.17) ∑fzrjKjl- SzIL∫

の関係があることがわかっているから (Akutsu,N.andAkutstl,Y.(1987b)),･これとdetK.･,･

-〟-ガウス曲率を用いると,

(3.18) 〟-
i

β2/Ir≡:曲面上のフアセット端近傍
0 :フアセット上

となる.(3.18)式には,結晶の対称性を反映しているγS(e)及びフアセット端上での位置に関係

するβがでてこない.すなわち,結晶格子の形及~びフアセット端上の位置にかかわらず,77

セティソグ温度以下の全ての温度でこの一定の曲率のとびが現れる.

微視的なTSKモデルは,具体的な結晶格子形を考え,その上でのテラス,ステップ,キンク

の配位に対してボルツマン因子を与えていくモデルである.結晶格子形に基づく方位異方性

紘,粗視的モデルと違って,モデルの構成その ものに入っている.詳細な解析は,文献

Yamamotoetal.(1988とSubmitted)に譲るとして,文献Yamamotoetal.(submitted)の

モデルの結果のみ書くと,平衡形 z(I,y)は,

(3･19) Z(x,y)-m,in去 /:k',[8-x-S(W(A))]dk

となる.ここで,kF-RP,aJ(k)-β(y-x)+ik,8は絶対零度における単位長当たりのステップ

励起エネルギー.Sはモデルに依存する関数である.無秩序パ~ラメータpで展開して,

(3.20)

ここ で,

これより,

(3.21)

フアセットの形は,

つまり

(3.22)

I-min(Ap+Bp3)
〃

A-8-x-S(β(y-x))

B-昔S-(β(yJ )

寸 #

3V巧 ノ万~(-A)3/2:曲面上

:フアセット上

A(x,y)-0

SIX -S(β(y-x))-0

と,関数 Sを用いて記述される.この時,(3.18)式が成 り立つ.

このように,微視的TSKモデルにおいても特徴的なことは,GMPTタイプの振舞い以外に,

熱平衡形が一つの関数Sのみで決まり,Sの関数形はフアセットの形に直接関係していること
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である.このことは,粗視的モデルにおいて,I(p)が Jplの一乗項,三乗項 となっていて,係

数が γS(0)のみで書けることに対応する.

最後に,フアセット端でGMPTタイプの振舞いをし,且つ,ガウス曲率のとび(3.18)式が現

れる結晶表面においては,表面自由エネルギーは,(3･16)式とならなければならないこと卑述べ

ておく (Yamamotoetal.(submitted)).
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