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この報告は、伊山修氏（東京大学）との共同研究に基づいて、 RIMS共同研究「組合せ論

的表現論の最近の進展」において、私が2020年 10月6日に講演した内容をまとめたもの

である。

以下では、 Kは代数閉体とし、 Aは有限次元K多元環であるとする。 modAは有限次元

右A加群全体がなす圏を表し、 projAc mod Aを有限次元射影右A加群からなる充満部分

圏とする。

完全圏あるいは三角隧Cについて、 Ko(C)でCのGrothendieck群を表す。 nを単純A加

群の同型類の個数とすると、自由Z加群としての標準的な基底として、 Ko(modA)では単純

加群の全体が与える元 [S(l)],[8(2)],..., [S(n)]が、 K。(projA)では直既約射影加群の全体
が与える元 [P(l)],[P(2)],..., [P(n)］がとれる。また、 Kb(projA)という記号で projA上の

複体のホモトピー圏を表すと、 Grothendieck群の自然な同型Ko(Kb(projA)）空 K。(projA) 
が存在する。詳細は [Hap]などに記載されている。

1 序論

Qを非輪状な有限簾とし、有限次元道多元環A=KQを考える。このとき、有限次元 A

加群MEmod Aに対して、次元ベクトルdimKM€ Z伽~ Ko(modA)が自然に定まる。

次元ベクトルがdであるような加群の全体は、既約な代数多様体 mod(A,d)と同一視でき

る。さて、 dを固定するとき、加群MEmod(A,d)が加群圏 modAでどのように直既約分

解されるかという問題が考えられる。 Kac[Kac]は、この問いについての答えとして、次元

ベクトルの標準分解 (canonica I decomposition)という概念を導入した。ここで、次元ベク

トルdの標準分解がG立=1diであるとは、梢密な Zariski開集合Xc mod(A,d)で、「任意
のMEXは、直既約加群MiE mod(A,d』(iE {1,2,．．．，叫）を用いて M=EB：：iMi
と書ける」という条件を満たすものが存在するということを表す。任意の次元ベクトルdに

対し、その標準分解は順番を除いて一意に存在することが、 [Kac]により示されている。

一般の有限次元多元環Aについては、代数多様体 mod(A,d)が既約とは限らないため、

同様の問題を考えることは、そのままでは不可能である。そこでDerksen-Fei[DF]は、扱

う圏を加群圏 modAから射影加群圏 projAに変え、各元 0€ K。(projA)の標準分解を提
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唱した。具体的には、各0E Ko(proj A)について、 [0]= [Pi訂ー [P『]を満たし共通な直既
約因子を持たない 2つの射影加群 Pg,P『Eproj A （同型を除いて一意的である）をとり、

表示空間 (presentationspace) PHomA(0) := HomA(Pf, Pg)の各元fが定める 2項複体

Pfムpgがホモトピー圏 Kb(projA)において、どのように直既約分解されるかということ
に着目している。詳細は本文で述べるが、各元 0EK。(projA)の標準分解も順番を除いて
一意に存在することが、 Derksen-Fei[DF]とPlamondon[Pla]により証明されている。特

に、 Ko(projA)の元について、直和や直既約性といった概念が自然に定義されていることに

着目されたい。

また、 [DF]においては、直既約な元 OE K。(projA)を、 PHomA(0)の性質に応じて、
rigid, tame, wild*1の3種類に分類している。 0がrigidであるとは、 Kb(projA)の2項準

傾複体 (2-termpresilting complex) Uで [U]= 0となるものが存在することを意味してい

る。このとき、ある桐密な Zariski開集合X C PHomA(0)上で、任意のfEXに対して

Pf竺 Uとなり [Pla]([DK]も参照）、 Ko(projA)において直和 0①0が成立する。一方、

0がtameであるとは rigidではないが直和 0①0が可能であること、 0がwildであるとは

tameでないことと定める。

本稿では、有限次元K多元環Aについて、直既約な元0E K0(proj A)がすべて rigidま

たは tameであるとき、 AはE-tameであるということにする。 E-tameな多元環において

は、任意の元0E Ko(proj A)が自分自身と直和可能であることから、 [BKT]によって導入

された実数係数 Grothendieck群 Ko(projA)股：＝ Ko(projA)露政の元に付随する数値的

ねじれ対と、上記の Ko(projA)の標準分解との相性がよいことが、私たちの研究で明らか

になっている。また、 Aがtame表現型であればE-tameであることが [GLFS,PY]によっ

て示されている。

本稿ではE-tameな多元環として、特殊双列多元環(specialbiserial algebra)を扱い、与え

られた特殊双列多元環Aについて、 tameな元 OE K。(projA)が存在するかどうかを判定
し、さらに存在する場合はtameな元をいくつか得る方法について述べる。

2 一般論

この章では K。(projA)の標準分解や K0(projA)JR := K。(projA) Rz良の数値的ねじれ対
などについて、一般論を述べる。後者については、 [BST,Bri, Y, Asa]も参照されたい。

まずは表示空間の定義を与える。

定義 2.1 [DF, Definition 1.1] 0 EK。(projA)とする。

*1 日本語であえて書くと、剛、順、暴が適切であろうか。なお、 rigidは原論文ではrea]と称されている。
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(1) 射影加群Pg,P『Eproj Aを、 0=［P訊]-[P『]が成立し、かつ共通な直既約因子をも

たないように定める。

(2) PHomA(0) := HomA(Pf, Pg)を0の表示空間（presentationspace)と呼ぶ。

(3) 各 fE PHomA(0)に対し、 2項複体 PtE Kb(proj A)を、 Pt:=(PfムPt)で定
める。

PHomA(0)は明らかにベクトル空間であるから、既約な代数多様体であり、 Zariski位相

が入る。以下では、「一般の各元 fE PHomA(0)について」という言葉を、「ある稲密な開

集合XC PHomA(0)の任意の元 fEXについて」という意味で用いる。

次に K。(projA)での直和は次のように定義される。

定義 2.2 [DF, Definition 4.3] 0, 01, 02 EK,。(projA)とする。

(1) 01と約が直和可能、つまり仇④約であるとは、一般の各元 fE PHomA(01 + 0分
に対し、 fiE PHomA(0』(iE{l,2}）で、 Pf主 Pfl①Ph E Kb(proj A)となるもの

がとれることと定義する。このとき、 01+ 02 = 01①02と書く。
(2) 0が直既約 (indecomposable)であるとは、 0ナ0であり「O= 01 ①02ならば01= 0 

または約＝ 0」が成立することとする。

次の結果は私たちの研究の出発点である。

定理 2.3 [DF, Theorem 4.4l[Pla, Theorem 2.7] 0, 01, 02 E K0(proj A)とする。

(1) 01①的であることは、ある fぃJiE PHomA(0i) (i E {1, 2}）で、

Hom応 (pro」A)(Pti,P瓜1])= 0, Hom炉 (projA)(.f'.且，Pf{［1]）＝ 0 

を満たすものが存在することと同値である。このとき、一般の糾 (!1,h) E 

PHomA(01) x PHomA(0叫について、両方の条件が成立する。

(2) 有限個の直既約な元 0iEK。(projA)(i E {1,2,...,m}）で、 0=〶：：l 0iとなる

ものが、順番を除いて一意的に存在する。このとき、 0= EE立二l0iを0の標準分解
(canonical decomposition)という。

以下のように、直既約な元には性質の良いものとそうでないものがある。

定義 2.4 [DF, Definition 4.6] 0 E K。(projA)を直既約とする。

(1) 0がrigidであるとは、ある fE PHomA(0)で、 Hom応 (projA)(PJ,P_八1])= 0となる
ものが存在することとする。

(2) 0がtameであるとは、 0はrigidではないが、 0①0が成立することと定める。

(3) 0がwildであるとは、 0がtameでないことと定める。
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Hom応 (projA)(PJ,P_八1])= 0とは、乃が Kb(projA)の2項準傾複体であることに他な
らない。もし 0がrigidであれば、 Uを[U]= 0 EK。(projA)となる 2項準傾複体とする
と、一般の fE PHomA(0)がpf竺 Uを満たすことが知られている（例えば [Pla,Lemma 

2.16]を参照）。よって、 Ko(projA)のrigidな元と Kb(projA)の直既約 2項準傾複体とは、

一対ーに対応する。

tameな元はいわばそれに準ずる状況であり、典型例は次のとおりである。

例 2.5 Aを道多元環K(l⇒2)とすると、 0:= [P(l)] -[P(2)]はtameである。

wildな元は自分自身と直和可能でないため、途端に扱いが難しくなってしまう。そこで

wildな元が存在しないような状況を考える。

定義 2.6 AがE-tameであるとは、任意の直既約な元 0E Ko(proj A)がrigidかtameで

あることと定める。

以下に記すように、 tame表現型の多元環は必ずE-tameである。証明には、 tame表現型

の多元環に関する Crawley-Boevey[CBl]の結果が鍵となった。

定理 2.7 [GLFS, Theorem 3.2l[PY, Theorem 3.8] Aがtame表現型であれば AはE-

tameである。さらに、 0EK。(projA)がtameな元であれば、一般の各元fE PHomA(0) 
に対し、

• H0(PJ) = Coker f, 

• H-1(v乃） ＝Kervf ~ TCoker f 

は同型な煉瓦である。

ここでvは中山関手 Kb(projA)→ K叩njA)を表し、 TはmodAでのAuslander-Reiten
移動である。また XEmod Aが煉瓦であるとは EndA(X)竺 Kであることをいう。

特に、特殊双列多元環は tame表現型であるから、 E-tameであり、 wildな元は存在し

ない。そこで、私たちの研究では、与えられた特殊双列多元環 Aについて、 tameな元

0 E Ko(proj A)が存在するかどうかを判定することを、目標とした。当然ながら、 tameな

元はrigidな元を囲和因子に持つことはないため、与えられた元 0E Ko(proj A)がrigidな

直和因子を持っための条件を、何らかの方法で言い換えることが鍵となる。

そこで、私たちは、 Euler形式を経由して定義される数値的ねじれ対に着目した。以降で

は、各iE {1,2,...,n}に対して、全射P(i)→S(i)が存在するよう、直既約射影加群と単
純加群を並べ替えておく。

まず、 Euler形式(Eulerform)〈？,！〉： K。(projA)xK0(modA)→ Zとは、 i,jE{l,...,n}
に対して、〈P(i),S(j)〉＝ふ，］で定まる Z双線型形式である。 Euler形式より、 0E 
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Ko(proj A)は、 Z線型写像〈0,？〉： K。(modA)→ Zとみなせる。これらは自然に実数
係数Grothendieck群Ko(projA)IR := K,。(projA)露恥 K。(modA)IR := Ko(mod A)露股
へ拡張できる。

すると、各0E K0(proj A)戦に対し、数値的ねじれ対2つと半安定部分圏が次のように与

えられる。

定義 2.8 0 E Ko(proj A)股とする。

(1) [BKT, Subsection 3.1] mod Aのねじれ対 (T。，F0)と（乃，了。）を、

冗：＝｛XEmod A I YがXの商加群ならば0(Y)~ O}, 

石：＝｛XEmod A I YがXの0でない部分加群ならば0(Y)< O}, 

Te := { X E mod A I YがXの0でない商加群ならば0(Y)> O}, 

瓦：＝｛XEmod A I YがXの部分加群ならば0(Y)さO}

で定義する。

2) [Ki, Definition 1.1] W0 := T。nF。とおき、これを半安定部分圏 (semistablesub-

category)と呼ぶ。

数値的ねじれ対は、元々は [BKT]で前射影的多元環と量子群の結晶基底を調べるために

用いられた。 King[Ki]による安定性条件は、それよりも前に導入されたもので、幾何学的

不変式論と関連がある。

数値的ねじれ対と Ko(projA)での直和との関係を述べるため、各 0EK。(projA)と

f E PHomA(0)に対し、 Ct:=Coker fとKvf:= Kervfとおく。

このとき、 0iEK。(projA)とfiE PHomA(0i) (i E {l, 2}）に対し、

Hom応 (projA) (Pti, P_ハ1]）竺 DHomA(Ct2,K吋1)
となり、また任意の XEmod Aに対して、

0(X) = dim訊 omA(Ct,X) -dimK HomA(X, Kvf) 

が成立する。

さらに、 6 がrigidな元である場合は、対応する直既約2項準傾複体を UE Kb(proj A)と

して、 Cヮ：＝ H0(U)とKび:=H-1(vU)とおく。すると一般の fE PHomA(u)に対して、

cf竺 CaとKvf竺 Kびとなる。

定理2.7を利用すると、次の性質が得られる。なお、 (2)は任意の有限次元K多元環で成

立する。

補題 2.9 Aをtame表現型とする。
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(1) 0 E Ko(proj A)とすると、一般の各元 fE PHomA(0)に対して、 C1ET。かつ

Kvf E瓦となる。

(2) [Y, Proposition 3.3l[BST, Proposition 3.27] a E K0(proj A)がrigidな元ならば、

Ca E冗かつ K。E瓦である。

(3) 17 E Ko(proj A)がtameな元ならば、一般の各元fE PHomA(77)に対して、Cf竺 Kvf
となり、これはアーベル圏w刀の単純対象である。

これを用いて、私たちの研究では、 tame表現型の多元環について、以下の直和判定法を

得ることができた。この補題の一部はLaurentDemonet氏の協力による。

補題 2.10 Aをtame表現型とする。

(1) 01, 02 E Ko(proj A)に対し、次は同値である。

(a) 01 EB的である。

(b) 互 cT。2かつr。1CF。2である。
(c) ある JiE PHomA(01)で、 Cfl€ T。2かつ K吋1 €了。2 となるものが存在する。

(2) 0，び EK。(projA)とし、 aはrigidであるとする。このとき 0= a① (0 -a)である

ことは、 CaE Teかつ KaE石であることと同値である。

この (2)に基づき、次の概念に私たちは着目した。

定義 2.11 部分集合Na,R。cKa(projA)股を以下で定める。

(1) [Asa, Section 4.1] rigidな各元aE K。(projA)に対し、股＞〇aの開近傍Naを、

Nび：＝ ｛0 E Ko(proj A)JR I Ca E Te, Ka E石｝

で定義する。

(2) 閉集合Roを、

R。:=Ko(projA)匝＼

と定める。

すると、補題2.10より次のことがわかる。

補題 2.12 Aをtame表現型とする。

u a E Ko(projA): rigid 

Nび

(1) 任意の 0E Ko(proj A)に対し、 0ER。であることは、 0の直既約因子がすべて tame

であることと同値である。

(2) R。nK0(proj A) =J {O}であることは、 Ka(projA)にtameな元が存在することと同
値である。
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注意 2.13 tame表現型の多元環に限っても、 R。-/-{O}ならばR。nK0(proj A)-/-{O}が
成立するかは、現時点では判明していない。ちなみに、任意の有限次元K多元環について、

R。ヂ {O}であることは、 Ko(projA)にrigidな元が無限個存在することと同値である [ZZ]

([Asa, Theorem 4. 7]も参照）。

次章では特殊双列多元環について、 R。を具体的に書き表す。これが本稿の主結果である。

3 具体論

まず、特殊双列多元環の定義を復習する。

定義 3.l Qを有限簾、 IをKQの許容イデアルとするとき、 A:=KQ/Iが特殊双列多元

環(specialbiserial algebra)であるとは、次の 5条件を満たすことである。

(a) イデアル Iの生成元として、有限部分集合XcKQで、各xEXは、 Qの道pで

あるか、 2つの通の差p-qであるようなものがとれる。

(b) 任意の頂点 iE Q。に対し、 iから出る Qの矢印は2本以下である。

(c) 任意の頂点 iE Q。に対し、 iに入る Qの矢印は 2本以下である。

(d) 各頂点iE Q。について、 aE Q1がiに人る矢印、 /3,,EQ1がiから出る矢印なら

ば、 a/3EIまたは a1E Jである。

(e) 各頂点iE Q。について、 aE Q1がiから出る矢印、 /3,,EQ1がiに入る矢印なら

ば、 /3aE Jまたは1aE Jである。

以下では Qを有限簾、 IをKQの許容イデアル、 A:=KQ/Iが特殊双列多元環である

とする。特殊双列多元環については、以下の組合せ論的概念が璽要である。

定義 3.2 A=  KQ/Iを特殊双列多元環とし、 s,bを簸Qのwalkとする。

(1) sがAでの紐 (string)であるとは、 Sの部分walkに、

- aa→ゃ a-1aの形の walk

ー イデアルIに属す道

- p-qEIとなるような道p,q

がいずれも現れないことをいう。

(2) bがAでの帯 (band)であるとは、炉がAでの紐であり、 bはより短いwalkb'の幕

では表せないこととする。

Aでの紐 sに対しては、紐加群M(s)EmodAが定義され、帯 bに対しては、パラメー

タ入 EKXと甫複度mE Zc".1を加えることで，帯加群M(b，入，m)が定義される。また、 I

の生成元に 2つの道の差p-q (p,q tf_ I)が現れた場合は、これに応じて直既約射影入射加
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群が定まる。特殊双列多元環上の直既約加群は、以上 3種類のうちのどれかであることが知

られており [BR,WW]、その間の準同型についても組合せ論的な解釈が完全に与えられて

いる [CB2,Kra]。

以上の準備のもとで、補題 2.9を特殊双列多元環にあてはめると以下のようになる。

補題 3.3 A=  KQ/Iを特殊双列多元環とする。

(1) u E Ko(projA)がrigidな元であれば、 Ca,Kびは紐加群か 0であり、 CaE冗かつ

kびE瓦となる。

(2) T/ E K0(proj A)がtameな元であれば、 Aでの帯bnで、一般の各元fE PHomA(0) 

に対し、 Cf竺 Kufは帯加群M(bか朽，1)に同型となり、 Wnの単純対象であるもの

がとれる。ここでパラメータ朽 EKXIまfに依存するが、帯％は依存しない。

さて、私たちの研究では、特殊双列多元環について Roを求めるにあたり、 Aでの極大な

道を璽要な道具として用いる。これは次のように定義されるものである。

定義 3.4 A=  KQ/Iを特殊双列多元環とする。

(1) 集合 MP(A)を、次の条件を満たす Qの道p全体の集合と定める。

(a) Pは長さ 1以上で、 pはAにおいて 0ではなく、また Qの他の道 qとAにおい

て等しくない。

(b) 任意の矢印 aE Q1に対して、 apとpaはいずれも (a)を満たさない。

(2) 集合 MP(A)を、 MP(A)に、出る矢印と入る矢印がいずれも 1本以下であるような

頂瓜iE Q。に対応する長さ 0の道 eiをすべて加えて得られる集合とする。

いきなり全ての特殊双列多元環を考えることは困難であるため、まずは MP(A)が良い性

質を満たすようなものに焦点を当てる。

定義 3.5 A=  KQ/Iを特殊双列多元環とする。このとき Aが切断 gentle多元環 (trun-

cated gentle algebra)であるとは、イデアル IぃI2c kQで、 I= I1 +I2および次の条件

を満たすものがとれることとする。

(i) I1の生成元として、長さ 2の道からなる集合みで、以下を満たすものが存在する。

ー各頂点iE Q。について、 aE Q1がiに入る矢印、 (3,1E Q1がiから出る矢印

ならば、 a(3¢ ふまたは a1¢ みである。

ー各頂点iE Q。について、 aE Q1がiから出る矢印、 (3,1E Q1がiに入る矢印

ならば、 (3a¢ みまたは1a¢ 人である。

(ii) I2の生成元として、長さ 3以上のサイクル J2で、以下を満たすものが存在する。

ー任意の CEみに対し、 C2¢ I1である。
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ー矢印 aE Q1がQのサイクル c,c'に現れ、 cEみとする。このとき、 c'Eみで

あることは、 C'がcの巡回僅換であることと同値である。

例えば、有限次元の gentle多元環は I2=0とすることで、切断gentle多元環である。ま

た、十分大きな重複度を持つ Brauerグラフ多元環 Aについて、 A/socAが切断 gentle多

元環となる。なお、 A とA/socA との間で R。は変化しないことが、 [DIRRT,Corollary 

5.21]と[EJR]からしたがう。

例 3.6 A=KQ/(Ii+I分を、

1 61 3 62 5 63)  7 

Q=alj\~j~j\> l“'
2 a2 4,2.6  72)  8 

I1 :＝〈a3ふ，01(31,(3302,CY2(32,(31ct3, 02"(1, "(303,(32"/2,"/1(33, 04"(3〉,

I2 :=〈aiai+1cti+2,(32(3t+1(3i+2,"/i'YiH'Yi+2Ii E {1,2,3}〉・

で与える (ai+3= CYiなどとみなす）。このとき Aは切断gentle多元環であり、

MP(A) = {a“ti+l,(3i(3i+1心贔＋1,0必必必 IiE {1,2,3}}, 

MP(A) = MP(A) U { e2心｝

となる。

切断gentle多元環については、極大な道の記述は容易である。

命題 3.7 A=  KQ/Iを切断 gentle多元環であるとする。このとき、集合 MP(A)は次の

(i), (ii)からなり、 MP(A)は次の (i),(ii), (iii)からなる。ここで (i),(ii)での aと(3iま、そ

れぞれpの最初と最後の矢印を表す。

(i) 長さ 1以上の道pで、 Aにおいて pヂ0であり、任意の矢印 'YEQ1に対し、 Aにお

いて (37= 0, Ta =0となるもの全体。

(ii) 長さ 2以上の道pで、 Aにおいて p-/-0であり、ある矢印 'YEQ1で、「Cp:= P'Yと

cP＝刃pはともに Qでのサイクルであり、また Aにおいて (37ヂ0,宵a-/-0, P'Y = 0, 

刃p=Oとなる」ものが存在するようなもの全体。

(iii) 長さ 0の道eiで、頂点iE Q。から出る矢印と iに入る矢印がいずれも 1本以下であ

るようなもの全体。

そして私たちは（広義の）極大な道を活用して、切断gentle多元環のRoを記述すること

に成功した。
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定理 3.8 A=  KQ/Iを切断 gentle多元環であるとする。 0€ K。(projA)JRについて、

0 ER。であることは、任意の pE MP(A)に対して、「もし pが命題 3.7の(ii)の形であれ

ば0(M(p))= 0であり、そうでなければM(p)E W。である」ことと同値である。特に、

凡は K。(projA)団における有理多面錐である。

注意 3.9 補題2.12より、 0E K0(proj A)がR。の 1次元の面に属し、かつ係数の公約数が

1であれば、 0はtameな元であることがわかる。一方、他にも tameな元は存在することが

あり、異なる tameな元どうしが直和可能かを見極める必要がある。

例 3.10 例 3.6の切断gentle多元環に、定理3.8を適用すると、 0ER。は、

0(D =0, 0(D =0, 0(n =0, i 
7 
5 EWo, S(2) EWo, S(7) EWo 
8 

がすべて満たされることと同値である。これより、

R。=｛XTJ1 + YT/2 I X, Y E恥2'.0},
T/1 := [P(l)] -[P(4)] -[P(5)] + [P(6)], T/2 := [P(5)] -[P(8)] 

を得る。 mとn2は、 R。の 1次元の面に存在し、係数の公約数が 1であるため、ともに
tameな元である。対応する帯は、

，
 ／
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である。ここで S(5）が冗1n五l2 に属すことから、補題 2.10より、直和m①n2は成立
しない。そこで 7/3:= 7)1 + 7)2 = [P(l)] -[P(4)] + [P(6)] -[P(8)]とおくと、実はこれも
tameな元であり、帯は

1 
/'＼  

2 3 

＼［ 

％＝口□＼
4 
／ 

である。 nlen3かつn2①n3であることは、補題2.10を用いて確かめられ、ほかに tame
な元は存在しないことがわかる。
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一般の特殊双列多元環A=KQ/Iについては、 KQの許容イデアルI'CIをうまくとる

ことで、 A:=KQ/I'を切断gentle多元環とできる。このとき多元環の全射準同型A→A
が存在することから、自然に modAC  mod Aとみなせる。そこで任意の OE K。(projA)IR 
に対して、 w~ := Filtx(W。 nmodA) とおく。すなわち、 w~ とは W。 nmodA に属す加

群の、 modAにおける有限回の拡大で得られる加群全体がなす部分圏を表す。そのうえで、
特殊双列多元環についても、私たちは Roを決定した。

定理 3.11 A=  KQ/Iを特殊双列多元環とし、 0EK。(projA)IRとする。 0ER。であるこ

とは、任意の p€ MP（ふに対して、「もしpが命題3.7の(ii)の形であれば、 qE MP（ふで

Cqが Cpの巡回懺換であり M(q)E W~ であるものが存在し、そうでなければ M(p) E W~ 

である」ことと同値である。特に、 R。は Ko(projA)股における有限個の有理多面錐の和集

合である。

以上の定理に、補題2.12と注意2.13を組み合わせると、次のこともわかる。

系 3.12 Aを特殊双列多元環とすると、 R。#｛0}ならばR。nK0(proj A) -I {O}である。
したがって、 K。(projA)にtameな元が存在することと、 rigidな元が無限個存在すること

とは同値である。
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