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超伝導と電子相関

東大 ･総合文化 小形正男

このサブゼミでは､超伝導という引力によるクーパー対形成メカニズムと､電子相関という

強い斥力の2つがどのように競合し得るかということを考える｡ このテキストでは基本的なこと
がらをまとめた｡

1.クーパー問題

最初にクーパー問題を復習しておこう【1,2】｡まず真空中に†スピンと1スピンの2つの電子が
あるとして､仝運動量をq､相対運動量をkとすると､この状態は

lk･号T;-k.冨1) (1)

と表される｡

この系に相互作用があると､2つの電子の間に束縛状態ができることがある｡ 相互作用は一

般に全運動量を保存するので(Umklapp散乱は考えないことにする)､2つの電子が互いに相互作
用するとkがk'に変更をうける.結局､相互作用している場合の状態は(1)式の線形結合

∑C(k,q)Ik･号†;-k･署1) (2)
k

と表される｡ 係数C(k,q)はシュレディンガ-方程式を満たすように決められる｡

運動エネルギーは藍 ((k+号)2+(-k+号)2)-盟(k2+普)だから(k-酢 q-IqI)､シュ
レディンガ-方程式は

冨(k2･誓)C(k,q)I∑v(k,k,)C(k,,q)-EC(k,q)
k,

となる｡ このような2体問題のシュレディンガ-方程式は解ける｡

A(k,q)-∑V(k,k′)C(k',q)
k,

とおくと､求めたい係数C(k,q)は

C(A,q)- A(k,q)

E一望(k2+誓)

(3)

(4)

(5)

となる｡ これで一応C(k,q)は求まったが､新しく定義した関数A(k,q)が決まっていない｡(5)式
を(4)式に代入すると､A(k,q)の満たすべき式

A(A,q)-∑V(k,k')k,
A(k',q)

E一望(k/2+誓)
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が得られる｡ 関数A(k,q)が矛盾なく決定されなければならないという意味で､(6)式を自己無撞
着(self-consistency)方程式と呼ぶ｡この式でE<0の解が得られたら､それが2電子の束縛状態
の固有エネルギーである｡

さてクーパーが超伝導の理解のために考えた問題は､V(k,k')が引力だとしたらどうなるか
というものである｡ つまり

V(k,kI)--g (k,k/<kD)

とする｡ 以下仝運動量がq-0という場合を考える｡ この場合自己無撞着方定式は

A(k/)

k/%DJE-blk/2†71A(k)--∑9

(7)

(8)

となり､右辺はkに依存しないからA(k)もkに依存しない定数となる(ただしk<kD)｡これを
Aとおき､k'の和を積分に直すと

A=- 47rg
(27r)3I

k/2dk/
kD一.∩__. A

E_壁k,2771

右辺はE<0の束縛状態については､単調増加関数なので､最大値はE→ 0_のときで

右 辺 < 謡 A

(9)

(10)

である｡

もしgmkD/27r2h2<1ならば､右辺の最大値はAより小さいので､(9)式を満たすようなAの
解は(o以外に)存在しない｡これはE<0の束縛状態の解が存在しないということを意味する｡
逆にgmkD/27r2h2が1より大きければ､適当なE<0の時に(9)式の自己無撞着方程式の解が存
在する｡ つまり2つの電子は束縛状態を作る｡これは1電子の引力ポテンシャル問題と同じで､3
次元の場合に引力の強さがある臨界値を超えない限り束縛状態を作らないということに対応して

いる｡

もし空間次元が2次元であるとk/の和は

吉一 叢 LkDk′dk′ (ll)

となるので､E-0_のときに積分がlog発散する｡ つまり､任意の大きさの引力があると､必ず
束縛状態が存在する｡ さらに 1次元では積分の発散はもっと強くなる0

上の計算は真空中に2つの電子があって､互いの相互作用で束縛状態を作るかどうかという
問題であった｡クーパーは､この間題を金属中でフェルミ面が存在する場合に拡張した｡自己無

撞着方程式の導出は今までとほとんど同じであるが､今度はフェルミ面の内部に電子が詰まって

いるので､考えている2つの電子はフェルミ面の外側 (k>kF,k'>kF)であるとしなければなら
ない｡その結果､仮定する引力相互作用も

V(k,kI)-
(kF<k,k'<kF+kD)
(それ以外)
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であるとする｡

フェルミ面が存在する場合に積分を直接実行してもよいが､応用上はフェルミ面上の状態密

度を用いた近似計算の方が将来役に立つ｡フェルミエネルギーeF-h2埠/2mから計った電子の
エネルギーを

∈=
2m -eF

とおき､積分変数をk'からEに変更する｡状態密度N(E)を用いるとk'積分は一般に

宕一声'e'de
と変数変換できるので､自己無撞着方程式(8)は

A--grDN(E)首完 de-glDN(E)訂 詣 de

(13)

(14)

(15)

2m

通常フェルミエネルギーEFは非常に大きく､uD << EFであると考えられる｡ このとき､積

分領域(o<e<wD)で状態密度はほぼ一定であるとしてN(0)と近似する｡フェルミ面上の物理
を議論する場合はこのような置き換えをしばしば用いる｡計算が楽になるからという側面もある

が､現実問題としてフェルミエネルギーが大きいので十分正しい答えを与え､かつ物理的な措像

が得られやすい｡

この近似では

A-gN(0)rD転 缶 -gN(0)喜ln
2LJD+lEl
圃 ～gN(0);lnB (16)

となり､必ず束縛状態の解が存在す名｡束縛エネルギーは

IEl-2wDe-# (17)

と得られる｡(BCS理論の結果と指数関数の肩の2倍が異なるが､これはクーパー問題でフェル
ミ面より外側だけを考えたからである)
この結果は､引力9が少しでもあれば必ず束縛状態ができるということを示している｡ 一方

真空中の2電子問題では､空間3次元の場合､引力の大きさがある程度以上大きくなければ束縛

状態が得られないという結論であった｡この違いは何かと言うと､『フェルミ面の存在』によるも

のである｡ フェルミ面があるために束縛状態をつくるべき電子は毎･付近の電子となり､フェルミ

面上の状態密度Ⅳ(o)が十分にあるために束縛状態を作ることができたのである｡ 一方の真空中
では､いわばEF- 0の極限の場合であって､3次元の状態密度N(e)∝Jfが0になってしまうの
で束縛状態が作りづらい｡

2.クーロン斥力がある場合のクーパー対
金属中では一般に遮蔽されているとはいえ､クーロン斥力によって電子同志は反発する｡そ

れにもかかわらず､弱い引力gによって束縛状態を作ることができるであろうか?これが次の問題
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である｡ 問題を簡単化してMorelとAnderson【3】によって考えられたモデルを考えよう｡ このモ
デルでは相互作用を

V(k,k')-
(;

V-g (kF<k,k'<kF+kD)
(それ以外で､かつk,k′<kc)

であるとする｡

まずくりこみ群の考え方でクーロン斥力Vの

効果がどうなるかを考えてみよう【4】｡図1のよう
なファインマンダイアグラムを考える｡いま議論し

たい電子はフェルミ面近傍のものであるので､フェ

ルミ面からずっと離れた高エネルギーの電子の寄

与は先に考慮してしまって､低エネルギーの電子

に対する有効クーロン斥力を考えようというのが

くりこみ群の考え方である｡裸のクーロン斥力V

がくりこまれてⅤ書になると考える｡

三- I十
tk′A)/
(18)

vElL一帖 ) V払) V(̂J 工V(a
r一一一人一一~~~ヽ
'̂一山 <はk.I(AL

G i

カットオフをA｡とおくと､図1のフアイマンダイアグラムは

V(Ac-dAc)-V(Ac)+V(Ac)IV(Ac) (19)

と書ける｡ここでJは中間状態 (途中の電子のエわ レギーがカットオフ以上のもの)での積分であ
り,具体的にはグリ-ン関数を用いて

I-Ac_dAcSeた,.<Ac/芸iGo'k',U/'Go(-k′,-W')
-N(0,/̂二 dAcdE,/gi(

1 1 1 1

u/-E/+i6-u/-e/+i6lu/+E/-i6-wI+e/-i6

--2N(0,/̂二 dAcde,圭 一N(0,箸
(20)

である(ファインマンダイアグラムの規則によって､始めの式で虚数iがっいた)｡こらからV(Ac)
に対するくりこみ群の方程式

dV-V(Ac)-V(Ac-dAc)-V2N(0)% (21)

が得られるo(21)式を微分方程式として解くと(鍔 -N(0)告 から)

もお 吉-N(0)ln告 - 吉+N(0)ln 芸 (22)

である｡ ただしカットオフがAc- eFのときの初期値をVとした.今､興味あるエネルギースケー
ルはAc-wDのときなので､その低エネルギーでの有効的なクーロン斥力は

V'-V(uD)-
1+ V N(0)ln 語
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となる.wD -100Kくらい､eF-10000K くらいとすると､ln(EF/uD)-4.6なので､たとえば
ⅤⅣ(0)-1くらいの強いクーロン斥力の場合でも有効斥力はその0.18倍に弱められることがわ
かる｡

又はくりこみ群といわずに､Dyson方程式として

Ⅴ *-Ⅴ+VJV* (24)

を用いても同じ結果が得られる.ただし中間状態の積分JはwDからeFまですべてにわたってとる｡

(20)式と同様にして

I--N(0)lnS

Ⅴ*
1-VI

Ⅴ

1+ⅤⅣ(0)ln語

(25)

(26)

となるので

が得られる｡

3.クーパー対の形

実際にこのようなクーロン斥力がある場合のクーパー対の形､つまり2電子の束縛状態のよ

うすを調べてみよう｡まず､単純に引力gだけの場合はクーパー対の波動関数は図2(a)のように
なる.クーパー対の幅はコヒーレンス長E-hvF/△0程度である.波動関数の細かい振動はkFの
波数によるものである.これに対してクーロン斥力がある場合のクーパー対の波動関数!ま図2(b)
のようになる｡原点付近で波動関数が小さくなっているのは､クーパー対を形成する2つの電子
がお互いに避け合った束縛状態を作っていることを示している｡

図2(b)のような波動関数が得られることを示すために､まずモデル(18)式におけるA(k)の
形を具体的に求めてみよう｡ 相互作用は状態密度をかけて

N(0)V(k,k')-
(;
一入+FL(kF<k,k'<kF+kD)

(それ以外で､かつk,k'<kc)

というパラメータとする｡V(k,k')の2つの領域に対応して､A(k)も-定借ではなく

A(k)-
A (kF<k/<kF+kD)
A/ (k'>kF+kD)
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とおく｡この仮定のもとで束縛エネルギーを決める自己無撞着の方程式は

A-(A-p,lD dEを缶 J weDF de㌫ -(A-p,iln箭 -p; ln芸

A′ニーpr D転 缶 -p/weDFde認 可--P芸1億 -p; ln蓋 (28,

となる｡ これを連立させて解くと､

A/=-

A-(入イ )書ln筈

1十号In 語

(29)

(30)

ただし

であるT｡式(29)からわかるように､引力は(18′)で定義した裸の入-FLではなく､くりこまれた
斥力p'を用いた入-IL'になっている｡もし入-p'>0であれば束縛状態が存在する｡ このような
IL'が現れてクーロン斥力の効果が弱められるのは､式(29)の導出からわかるようにA′がAと逆符
号になるということが重要な役割を果たしている｡

このことはクーパー対の波動関数を調べることによってさらに理解できる｡ 実空間の波動関

数は､式(1)をフーリエ変換すると得られる｡ つまり

Mrl,r2)-∑ei(kH)rl'i(-k'!)r2C(k,q)
k,q

を求めてみればよい｡q-0という重心が止まった状態のみに限ると

冊 1,r2)-∑ eik(rl-r2)C(k)
k

(31)

(32)

である｡

これを具体的に計算してみると(E-2EF-△0,lrl-r21-r,ek-h2k2/2m などとおいて)

*(rl,r2)ニー∑ eik(rl-r2)
lkl>kF

A(L･)

2ek12eF+Ao

sinOdOk2dkeikrcos0

kc ksinkr

F 2ek-2EF+Ao

A(I:)

2ek-2EF+Ao

A (k)dk (33)

I(30)式は､式(23)のⅤⅣ(0)を〝とおいたものと比較すると､分母が〝/2となっているところ
が違っている｡これはクーパー問題を解くときにフェルミ面より上の状態しか考慮しなかったか

らである｡BCS理論ではフェルミ面上下の2つの寄与があって2倍になる｡
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となる｡クーパー対の相対距離rが大きいときは､k積分のうちk-kF付近のみが重要になる｡し
たがってこの領域では､クーパー対の波動関数はクーロン斥力の有無によらず同じような振舞を

する｡ つまりコヒーレンス長E-hvF/△0くらいの範囲にひろがっている0
-万 rが小さいときは､広い領域のk積分がきいてくる｡A(A)はk>kF+kDの領域で逆符

号になるので､正負の打ち消しがおこって波動関数は小さくなる｡この様子を示したのが図2(b)
である｡ つまり､クーパー対は実空間においては互いに近づくことを避けていることになる｡

このことに関しての物理的な説明は色々な立場から可能である｡ たとえば次のような解釈が

できる｡エネルギースケールでいうと､高いエネルギーのところuD<e<eFでは2つの電子対
は斥力を感じるので､短い時間スケールの間に対が近づくことは避けている｡かわりに低エネル

ギーe<uDの引力を利用して対をつくっている｡このような1/wDよりもゆっくりとした時間ス
ケールでは､1つの電子が通過したあとの格子のゆがみがまだ残っているので､もう1つの電子

がその残り香を通して引力を感じているわけである｡

4.異方的超伝導の場合

クーロン斥力を避ける方法がもう1つある｡ それが異方的なクーパー対を作った場合である｡

たとえばkとk'が2次元面内にあるとして､引力相互作用が

V(k,k/)--gcos2(0-OI)+V (kF<k,k/<kF+kD) (34)

であるとしよう｡ ここで0,0′はkとk'の2次元面内の角度であるとする｡この引力のk,k′依存性
を図3(a)に示した｡

図 3,(a) @ 3(i)

自己無撞着方程式は

A(k,-宕 V(k,k,,宗 監 -益 L2打dO,/k三F'kD{gcos2(0-0,,-V}

となる｡ この方程式の解としては

A(k)-Acos20 (kF<k<kF+kD)

という関数形のものを考えればよいことがわかる｡
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この関数形を仮定すると

-～-圭 Li/:
kF+kD A

F 2ek,-2EF+fEk,dk,-iN(0)rDdea -iN(0)ilnR (37,

となる｡クーロン斥力Vの項はいくら大きくても角度積分によって0になってしまい､全く効かな

くなる｡結局引力9の部分だけが効いてきて､必ず束縛状態が形成されることが示される｡A(A)で
表されるクーパー対の符号を図3(b)に示した.0-0または打の方向ではA(k)は正であり､0-号
の方向ではA(k)--Aで負となっている｡ これはちょうど図3(a)の異方的な引力と合致してい
る｡前節ではクーロン斥力を避けるためにA(k)のkの大きい部分が負になっていたが､今度の場
合はkの角度方向でAの正負の交替が起こってクーロン斥力を避けることに成功している｡
具体的に異方的な引力がどのようなモデルで可能であるか考えてみよう｡例として､2次元

正方格子での最近接格子点間の引力をとりあげる｡ フーリエ変換すると

-∑ gniTn,･↓-一志∑ (cosqJ cosqy)Cと′_qlCLqTCkTCk,l (38)
(i,3') k,k,,q

となる｡ いろいろな成分のうちk′=-kのクーパー対間の相互作用だけをとりだすと

∑ (cosqx+ cosqy)ct_k_高 .qTCkTC-ki
k,q

(39)

となる.これが図3(a)のような相互作用を与えるものであることがわかる｡例えば(q"qy)-(7T,7r)
の場合には+2gの相互作用であり､反対に(鮎,qy)-(0,0)の場合には-2gという反対符号になっ
ている｡

このような最近接の相互作用はスピン間の超交換相互作用

J∑ si･Sj
(i,3')

(40)

でも得られる｡この相互作用が高温超伝導のメカニズムの本命であると考えられている｡この相

互作用のために､隣同志の格子点上に電子がいるとスピンが反強磁性的つまり†スピンと1スピン
に揃ってスピン一重項を形成したがるようになる｡ これは実空間におけるクーパー対そのもので

ある｡ このため高温超伝導では､ほとんど実空間の隣同志の格子点上でクーパー対が形成されて

いる状況に近くなっていると考えられている｡

5.クーパー対の広がりと強相関
今まで考えたようなクーパー対だとすると､1つの対の電子はお互いに近寄ることはない｡し

かしBCS状態では､1つ1つのクーパー対は広がりEを持っていて､多くのクーパー対が重なり
合っている｡ その場合に強いクーロン斥力があっても超伝導状態が安定かどうかは自明なことで
はない｡

それについては､同じ格子点上に†スピンと1スピンが決してこないという波動関数を考えて

調べられている【51｡具体的には､2重占有状態を排除する演算子

pG-IT(1lni.ni↓)t
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を用いて､

PGfBCS) (42)

というBCS状態に射影演算子をかけたものを考える｡ この波動関数を変分関数とみなして変分エ
ネルギーが下るかどうかを数値的に調べることができ､実際に超伝導状態が安定であることが示

されている｡

最後に､波動関数(42)が RVB(ResonatingValenceBond)状態 (価数結合の共鳴状態)に対
応しているということを示そう【5】｡RVB状態とは､†スピンと1スピンの2つの電子が実空間で
価数結合したもの(-実空間のクーパー対)が､空間全体にお互いに避け合いながら敷き詰められ

ており､さらに量子効果によって様々な敷き詰め方の重ね今わせ(共鳴)が起こっている状態のこ
とをいう【61｡実際に(42)式を変形すると

PGPNIl(uk+vkCkTCt_k↓)lO)∝PGPNH
k(1+諾 C晶 ↓)回

-PGPNIleRc!TCt-"Io)
k

-PGPNeXP
(錐 kTCt-kl)p'

-PGL (押 T ct- kl)%p ,

-PGL (写 ai3･C i.C,.･l) 翠.0,-ivB state (43,

となるo途中PNはN粒子状態への射影演算子､ai,･はvk/ukのフーリエ変換であるo 式(43)の
最後の表式は実空間で書かれたRVB状態そのものである｡
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