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H占nonmapの構造と分岐について

三浪 篤郎 (北見工大)

H占nonmap(あるいはH占nonfamily)とは,次のようなR2ぁるいは C2上の2次多
項式で表わされる写像の2-parameterfamilyのことである.

Ha,a(I,y)-(by+a-x2,I)･

Jacobianはconstantに-bであり.b≠0ならばHa,bはdifFeomorphismである･Affine
mapによる座標変換によって,これは次のような形にすることもできる.

(y+llax2,bx), (y,a-y2-6x).

この 日占nonmapに関してまず重要なことは.この写億は見かけほど特殊なものではないと
いうことである.すなわち簡単な計算から,2次多項式で表わされるR2または C2からそ

れ自身べの写像で.Jacobianが constantなものは.afFinemapによる座標変換によって.
H占nonmapかまたは次のような写像に変換できることがわかる.

F(3',y)-(αX+y2+β,Ty+6).

この形からわかるように.この写俺は力学系としては単純なものである.従ってH占nonmap
は､力学系としてnontrivialな2次多項式 difFeomorphismの標準形であると言える.

1.H占nonmap研究の motivation.

(1) その motivationとしてはまず第一に,上にも述べたように,目名nonmapは最も単純
な非線形のdifFeomorphismであるということがあげられる.一般の非線形difFeomorphism
の dynamicsや分岐は.少なくともH占nonmapのそれを含んでいるように患える.しかし
これももちろん大問題のひとつである.

･1次元の2次関数の standardfamilyはある意味で universalfamilyである.すなわち,
unimodaJmapで現われる全てのkneadin苫Sequen_Ceを持ち.しかもそれらがそのsequence
の願序通りに単調に出現する.これと類似の性質をH占nonfamilyが持つだろうか?(どうも
そうはなうないような気がするが...)しかしとにかく2次元以上の写像に対しては.そもそも

orbitstr.uctureを表現するようなtopologicalinvariant(1次元写像のkneadingsequence
に相当するもの)が知られていないので,まずその辺をなんとかしないことには始まらないよ

うに患われる.

(2) 次に,H占nonmapは horseshoemapの生成過程を含んでいるということである.

Devaney-NiteCkiは.パラメーター aがある程度大きければ (a≧2(1+lbl)2)H占non
mapはhorseshoemapになり.a<-(1+Lbl)2/4ならばn(HD,a)-¢であることを証明
している.よく知られているように.homoclinkpointがあれば,そこにはhorseshoemap
と同型のsubsystemLが含まれてか ).更にほとんど全ての nontrivialなnon-linearsystem
はhomoclinkpointを持っている.その意味で.horseshoemapの生成過程は非線形系の
分岐に於いて,最も基本的な要素である.

(3) Hinonmapはあるパラメーター領域に於いてH占nonattractortと呼ばれるattractor
を持っており,これはdissipativeな非線形系で現われるstrangeattractorの中で最も単純
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なものである.平面上の difFeomorphismによって得られるstrangeattractorの構造やその

上の dynamicsがどのようなものであるのかというのは基本的な問題のひとつであるが,千

のためにまず最も単純と思える H占nonmapを対象とするのはきわめて自然だろう.なお.

H占onmapに対して.non-trivialattractorの存在が厳密に証明されているのは,lblが十分

に小さい時のみである (【BCHMV】).

(4) Quadraticmapあるいはunimodalmapは.複雑だけれどもきれいな構造と分岐を

持っている.H占nonmapはbが 0の時は 1次元の quadraticmapとなるが.この構造や

分岐が.2次元の difFeomorphismにどの様に拡張しているのだろうか? 掛 こ.unimodal

mapにおいては *-productできれいに表現されているrenormalizationstructureが,2次

元の diffeomorphismではどの様に定義可能なのかが興味深い.

(5) H占nonmapは b--1の時はareapreservingmapの 1-parameterfamilyとな

る.掛 こガ は-1<α<3ではelliptiCなfixedpointを持つ.この間このfixedpointの

まわりでは.H叩 iltoniansystem から得られる写俺で見られるような.invariantCircJeや

istandsの発生,消滅が起きる.この意味で H占nonmapは,areapreservingmap (あるい

はsymplecticmap)の分岐の最も単純な paradigmである.

Areapreservingmapを調べる上でH占nonmapに注目する理由としてはさらに.H占non

mapはaが大きくなるとhorseshoemapとなる七と.つまりKAMtheoreticなよくわか

らない分岐が,Bernoumsystem という単純なものに関係付けられるのではないか,という
淡い期待もある.

2･Topolo等icalstrucruteofthebifurcationdiagramoftheH占nopfamily･

H占nonmapのパラメーター空間を数値計算によって調べると,その中にcuspconnection

と呼ばれる特徴的な構造が存在し.それによってstandardなquadraticmapのタイプの異

なる周期点が､H占nonmapのパラメーター空間の中でつながっている七いう事実が見受けら

れる.また､その cuspconnectionと呼ばれる関係には､ある種の規則性が予想される･

【San3日SS】では,1次元の quadraticmapのタイプの異なる周期軌道が,H占nonmap
のパラメータ空間の中でつなぐことができるためのある十分条件を与えている.その条件は.

記号列のある阜耗な捷作で与えられるのもであり.任意に与えられた2つのitineraryがその集

件のもとで同価になるかどうかは,簡単に判定できる.この条件は､H占nonmapのパラメー

タ空間において.itineraryを特定できる部分.すなわち..lldimensionalpartとhyperbolic

partのつながり方を調べることによって得られる.さらに,この条件は極めて自然であるた
め,必要条件にもなると期待できる.

3.HyperbolicityintheH占nonfamily.

ある与えられた写伸の周期点の個数を厳密に求めることは,たとえ1次元の2次関数や

H占nonmapのような.きわめて単純な写俺であっても非常に稚 しい.その方法としてもふ
つう Newton法 くらいしか思いつかないわけだが,それでやると周期はせいぜい10くら

いであり.大型計算機などでかなりがんばっても15くらいが限界と思われる.またそこまで

やったとしても Newton法では,得られた数の確実性に不安が残る.しかし1989年頃,

Biham とWenzelという人たちがH占nonmapに対してだけではあるが,画期的な方法を発

見したのである.それは基本的にはAubry-Matherの Lagrangianというものに基づいてお

り.まず周期pの周期点がその ⊂riticalpointに1対1に対応しているようなRP上のある
gradientvectorfieldを定義する.そしてその critiCatpointsを全て捜し出す,ということ
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を行なうのである.残念ながら.この方法の正当性は数学的には証明されていない.しかしこ

の方法がうまくゆかない例もまだ見つかってはいないようである.

さて.a--1(areaandorientatinpreservingcase)の場合に.上記の Biham-Wenzel
の方法を使ってαを変化させながら周期20までの周期点の個数を計算して行くと.あるけっ
こう広い aの区間で.周期点の個数が一定となるものがいくつか存在することがわかる.こ

れはこれらのパラメーター領域で H占nonmapが構造安定となることを示しているように見
える.構造安定性定理より,それはnon-wanderingsetがhyperbolicsetとなることを意味
する.

lDMS)では数学的に厳密な証明はないものの.その hyperbolicityのメカニズムを鋭明し.
そこから待られるマルコフ分割で計算した周期点の個数と,Biham-Wenzelの方法で計算した
個数とが,周期20まで完全に一致するという結果を得ている (周期20の周期点の個数は,1

00万くらいにもなる).またここで甲べられた3つのhyperboliccaseは全て,missingblock
expressionという方法でかなり肺単にその構造を表現できる.この missingb一ockexpression
はCvitanovほのpruningfrontのひとつの例とも言えるが.対応する H占nonmapの構造
を具体的に与えたものとしては.初めてのものである.

4.DynamicsofComplexH占nonmaps.

実1次元力学系理論の成功には.同時に1次元複素力学系理論が発展したという事実が大

いに関係している.例えば.偶数次unimodalmapの kneadingsequenceの単調性の証明.
あるいは,Sullivanの renormalizationtheoryなど,複素力学系理論を駆使して初めて可能
になった重要な結果がいくつかある.同様の事が2次元でも成り立つと考えることは自然であ
ろう.

Fornaess-SibonylFS),Bedford-SmillielBS1141らは.多変数ポテンシャル論を使うこ
とにより.ComplexH占nonmapに関する多くの基本的な性質の証明に成功した.

K土-tp∈C2‥lH士n(p)lisboTndedasm-∞)

と定義する,Jj=-∂K土.K-K+nK_,I-J+nJ_とする (Jは1次元の時のJulia
setに相当する).彼らの得た結果のいくつかを述べると,
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Jiは連結である.

intK+のある連結成分とすると∂0-J+である･
sink.βをその basinとすると∂8-_J十である･
が2つ以上のbasincomponentを持てば.J+は任意の点でembeddedtopologicaI

manifoldとはならない.

(vi) pをsaddleとすると.その安定多様体 WS(p)はJ+の中でdenseである.

(vii) pをsink,Bをそ0)_basinとする･任意の1次元 algebraicvarietyV⊂C2 に対し･
β∩Ⅴ≠¢かつⅤ¢βとなる.

(viii) Jが hyperbolksetならば.周期点はJでdenseである･

lBSl)で注意して十､るようにcomplexH6nonmapはstrangeattra.ctorを持たない･す
なわち attractorは必ず有限個の sinkとなってしまう.またtopologICalentropyはパラ
メーターに関係なく常にlo92である.このようにrealとcomplexではだいぶ様子が異な
る.しかしcompIexの場合だけとはいえ.Hinonmapに対してこれほど強力な理論的枠組
みを与えたという意味で,この複素解析的方法ははきわめて重要であろう.
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