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円分多項式に関する奇妙な合同式について
Curious congruences for cyclotomic polynomials 

松坂俊輝（九州大学数理学研究院） ＊ 

Toshiki Matsusaka (Kyushu University) 

2022年 10月 12日， RIMSにて行われた金子元氏（筑波大学）の講演 ‘‘Newrelation for the 

coefficients of cyclotomic polynomials"において，次の予想が発表された．

「予想 0.1：秋山・金子 [1] l 
多項式凡(x1,...,Xk) E Q[x1,..., Xk]を

旦知1,...,x五＝（1+ t?1 exp （戸げ~(-log(l+ t))2vX2v) (0.1) 
で定めるとき， F誅＋1(X1,,,,,X2k+l)は(Q[x1,,,．心2k+l]において X1-kで割り切れる．こ

こで， BnはBernoulli数である．

この多項式は Lehmer[11]によって導入されたもので，円分多項式屯n(x)のx=lにおける展

開係数

①中し〗¥ =Fk （宇， ~,...,¥ifa)
を与えるという特徴を持つ．ここで， r.p(n)はEulerのtotient関数， Jk(n)はJordanのtotient

関数である．秋山・金子の研究の動機は報告記事 [8]において詳しく紹介されているが，上の予想

の元となったのは，彼らが発見した「円分多項式に関する奇妙な合同式」である．

任意の n:2: 3, k :2: 0 に対し，呪~2k+1)(1) E Zはcp(n)/2-k E Zで割り切れる．

この報告記事では， 2023年10月 10日に行った講演に沿って，予想 0.1の証明，およびその系

として定理 0.2を示すためのアイデアを紹介する．証明の細部については，渋川元樹氏との共著論

文[13]に譲ることとする．

＊本研究は科研費（課題番号： 20K14292,21K18141)の助成を受けたものである．
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1 円分多項式虹(x)の係数に関する研究

1.1 定義

正撒数nに対し，多項式屯n(x)を

侶 (x)= IT (x _ e2nikfn) 
D<k:::;n 
(k,n)=l 

と定義すると，これは Q—係数の既約多項式を定めることが知られている．この多項式は第 n 円分

多項式と呼ばれている最初の数項を計算してみると，

叱(x)=x-1, 動(x)=x+l, 動(x)＝丑＋x+l,

虹(x)＝丑＋1, 叱(x)＝企＋呼＋x2+ x + l, 叫(x)= x2 -x + l, 

妬(x)＝砂＋砂＋豆＋砂＋丑＋x+l, 如(x)=企＋ 1, 伽(x)=抄＋企＋ 1 

となっている．定義より，

研ー 1=rr如(x)
din 

が成り立っため， Mobiusの反転公式を適用することで， Mobius関数μ(n)を用いた

虹(x)= IT (xd -l)μ,(n/d) 
din 

という表示も得られる．

1.2 X = 0における係数

円分多項式の係数に関する研究の歴史は非常に長く，最近も多くの調査・サーベイ [5,9,15]が行

われている．ここでは（本題から外れてしまうが）鈴木の定理 [16]について簡単に紹介したい．

上で与えた例を見ている範囲では，円分多項式の係数はすべて {-1,0,1}に属している． これに

ついて，一般にどれほどのことが言えるだろうか．まず，素数pに対しては，

p-1 

<I>p(x)＝区Xk
k=O 

が成り立っため，特にすべての係数が 1であることが分かる． nが素数の幕n＝がの場合も，

<l>pr(x) = <l>p(xが―1)

であることから係数はよく分かる．

nが異なる 2つの素数p,qの積n=pqの場合は， Migotti(1883) [14]によって <I>pq(x)の係数

がすべて {-1,0,1}に属していることが示されている（証明は［9,第7話］を参照）．
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一方で，すべてのnに対してそうというわけではなく，例えば妬05(x)の係数にはー2が現れる

(105 = 3 X 5 X 7).一般には鈴木によって次が示されている．

り-り---—
さらにBachman[2]やFintzen[4]，日高・伊藤 [6]によって，例えば，任意の幣数が <I>pqr(x)の

係数として得られるなど，より精密な結果や一般化が様々に得られている．

1.3 X = 1における係数

1859年， V.-A.Lebesgue [10]は，円分多項式のx=lでの値について考察し，

叫 (1)＝eA(n) ={p if n ＝が （pは素数，r~ l), (1.l) 
1 if otherwise 

であることを示したここでA(n)はvonMangoldt関数である．その後1936年には， Holder[7] 

によって，
叫（1) 外n)
＝ 

叫 (1) 2 

が示されている．

この結果を受けて，高階導関数の値剥,k)(1)がEulertotient関数rp(n)の何らかの一般化を与

えているのではないか，と興味を持つことは自然であろう．この問いに一つの解答を与えたのが

Lehmer [11]である．

Jordanのtotient関数を

叫n):= nk !J (1 -~)＝~µ(］）沙
p|n d|n 

(1.2) 

と定義すると，これは山(n)＝cp(n)の意味でEulerのtotient関数の一般化である．

「定理 1.2:Lehmer [11] l 
多項式凡(xi,...，狐） E(Q[x1,...,Xk]を母関数 (0.1)によって定めるとき， n~ 2に対して

吋炉(1) n (r.p(n) み(n) Jk(n) 
叫 (1)＝ Fk(2'4'..．'2k) 

が成り立つ．
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Lehmerはこの形で凡を定義したわけではないが，明示公式 [11,Theorem 3]から簡単に母関

数表示 (0.1)を見出すことができる．多項式凡の最初の数項を計算してみると，次のようになる．

凡(x1)= X1, 

知 1，砂） ＝；（3xr -3四十四），

凡(x1,X2心） ＝ （x1 -l)(xi -2x1十四），

F4(x1,...，四）＝一(15xf-90xi + (30四十 165)xi-(90四十90)x1+ 5叶＋55x2ー四），
15 
1 

F5(x1,...'X5) = ~(x1 -2)(3xf -24xf + (10x2 + 57)xr -(40x2 + 36)x1 + 5x~ + 25x2 -X4) 
3 

予想 0.1のとおり，たしかに奇数番目の多項式 F2k+1がX1-kで割り切れることを観察でき

る．残りの部分が常に既約かどうかは定かではないが，ここまで綺麗に X1-kという因了が現れ

るからには，何かしらの原理が裏で働いているはずであり，一層の興味を覚える．

2 主結果と証明

2.1 予想 0.1の証明のアイデア

非常に天下り的ではあるが，次の多項式を定義する．

「定義 2.1：松坂・渋川［13l ] 

多項式P叫X2心4,...,X2m) E IQ[x2心4,..．心2m]を

00 

1 +互几(x2,X4,＇誓）工＝ exp（言急 (2sinh―1 （り）二）
で定義する．

最初の数項を計算すると，

1 
pl（四） ＝—四，

6 

1 
叫心） ＝ー360(四-5叩（四ー 1)),

1 35 14 
叫心4,x5)= ~ (x6 -7x4（四ー 1)+¥四（四ー 1)（四ー 2)+百x2)

となる． このとき，母関数表示を比較することで，次の表示が得られる．
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［定理 2.2：松坂・渋川 [13l ] 

Lk/2」

） ＋こ k! 
且(x1,...，Xk)= (x1)k +)  : ~Pm(x2,..., X2m)(x1 -m)k_2m・ 

(k -2m)! 
m=l 

ここで， （x)n = x(x-1)・・・ (x-n + 1)である．

この表示から， F2k+lがX1-kで割れることは明らかである．こうして予想 0.1が証明された．

最大の問題は，どうやって多項式Pmを見出すことができたのか，であろう．これは不思議な話で

あるが， Lehmerの論文 [11,p.116]に次のような予言文が残されていたのである．

In general, Rk has the expansion 

where 

CX) 

凡＝印＋ 2戸心y) ぃ— v)[k-2vln,,,

糾＝t2

幻＝t4-5t~2] 

応＝t5-7t4(t2 -1)＋亨亭＋苧t2
20 

04 =他ーすわ(t2-1)一賃＋誓t4(t2-1)[2] 
175 _,_[4], 10 _,_ 280 _,_[2], 290 ， 朽十一柘一3 9 む＋ ， t2. 

論文を読む限りでは， LehmerはRk(Fkのこと）を 1::::;k:::; 7（または k=8)まで具体的に

計算することで，この表示を観察したようである． Lehmer自身が証明を持っていたか，また彼の

動機が何であったかはこれ以上読み取れないが，今回の研究において，彼の多項式 Qmの一般項を

2B2m 
Pm(X2,..., X2m) =叫（砂，．．．，X2m)

(2m)! 

の形で与えることで， Lehmerの観察を証明し，その系として予想 0.1の証明に成功した，という

流れである．

2.2 「円分多項式に関する奇妙な合同式」の別証明のアイデア

予想 0.1から直ちに定理 0.2が従うわけではないことに注意しておく．これは多項式凡が一般

にQ係数であるためである．整数性を示す鍵は，次の補題である．
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「補題 2.3 ] 

任意の 1::;m < cp(n)/2に対し

Pm『戸．9 J2ご）EZ

この補題を認めて定理 0.2を証明しよう．

定理 0.2の証明．まず叫(x)はr.p(n)次の多項式であるので， 2k+l> r.p(n)に対して吋2k+1)（x)＝ 

0 である．加えて， n~3 に対して r.p(n) は偶数であるので，以下， k < r.p(n)/2の場合のみ考えれ

ば良い．

定理 2.2と補題 2.3より，

F2k+1 (x,~,...,~) 

が Z—係数多項式であり， Z[x] において x-k で割り切れること分かる．したがって定理 1.2 より，

紺k+l)(l)／虹(1)E Zがrp(n)/2-k E Zで割り切れることになり，定理〇．2（よりも少しだけ強
い結果）が従う． 亡l

あとは補題 2.3を示せば良いが，これは次の表示から従う．

「補題 2.4 ] 

1 十文 Pm （み（~,...,~)u2m=ii
4 '...' 

m=l 
4m)u2m =叫(1) II (u2 + 4sin2（¥;)) 

1:s;k<n/2 
(k,n)=l 

また，右辺の多項式は最高次係数以外は整数係数である．

Proof.まず定義 2.1より，左辺は

exp（言誓瓜 (2sinh―1 （り）2v~)
と等しいが，さらに Jordantotient関数の定義 (1.2)とBernoulli数の母関数表示，およびMi:ibius

関数のいくつかの性質から
1 

＝ 
叫 (1)
II怜（u)μ,(n/d)
din 

という積表示に辿り着く． ここで

vn(x) ＝ rr (丑+4sin2(竺 EZ[x] ）） n 
1::;k<n/2 
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はChebyshev型の多項式であり，

sinh(nO) ＝ ｛sinho. Vn(2sinh0) if n ：奇数
sinh20 ・ Vn(2 sinh 0) if n :偶数

を満たす．あとは Mobiusの反転公式によって主張が得られる．係数の整数性については，

Lebesgueの結果（1.1)および Chebyshev多項式の係数の明示公式から従う． ロ

Lehmer [11, §8]は論文の最後に， 1の幕根（における係数叫り(()についても少しだけ考察を

述べている．これについても何か面白い現象があるだろうか． 2021年の RIMS集会で著者が講演

した内容 [3,12]もLehmerの観察に端を発するものだったことを思い出すと， Lehmerの論文の中

にはまだまだ沢山の面白い現象が眠っているのではないかという気がしてくる．一度，宝探しの旅

へ出かけてみるのも良いかもしれない．
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