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的なゆらぎからつくられる平均がゼロでない項がカイラル ･アノーマリーの起源である｡そして,Ward一

高橋の恒等式は,擬スカラー密度のt--での定常性の反映として得られる｡

なお,正規化は(3C)を沢のように書き,文献3)と同様の計算をすることによって行なえる｡

< dOa(x,t)d5P(y,t)>

- lim 2ムdt∑¢*np(y)exp卜 (̂ n/M)2〕境(Ⅹ)･
M一一一ナ∞ n

(9)

ここで,lnと¢nはそれぞれ カの固有値と固有関数である.

最後に,上記のカイラル ･アノーマリーの導出とカイラル変換の関係に触れておく｡上では(6)式を天下

り的に与えたが,これは乱雑化された作用S(t)にカイラル変換を施し,古典論のネ一夕-の定理の導出

と同様の計算を行なうと自動的に出現する｡同じことを位相変換について行なえばベクトル ･カレントの

保存則が得られる｡
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Adiabaticphase,TopologicalAction

andAnomalousCommutators

立命館大 ･理工 倉 辻 比呂志

量子力学の断熱定理に於て見出された,幾何学的, トポロジー的位相因子 (断熱位相或いは Berry

phaseとよばれる1),2))が,最近原子物理から場の理論にいたる広い分野の問題に関連して興味をもたれて

きている｡量子力学を波動の力学とみる立場にたてば,この位相因子は変化し得る外場の中の粒子の運動

に対して-一般的に出現するもので,極めて自然なものと考えられる｡それ程一般的なものでありながら,

一部の人々を除いて3)見落されていたのは,いわば空気の如く遍在する故にかえって物理屋には気付きづ

らかったのかも知れない｡以下に於て,断熱位相の説明を与えた後,筆者と飯田氏によって展開された動

力学的理論と,その応用,とくに異常交換関係について述べる｡

§1.断熱位相

まず,断熱位相 (以下Tと記す)について説明を与える｡外場X(i)(一般に多択元空間を形成する)

中の"粒子 〝 ( その座標をqとする)に対する Schradinger方程式
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iム詳 -i(x)¢,¢-Q(q,X) (1)

を考える｡通常の断熱定理は,ルーズにいえば次のようになる(C.i.Messiah4)). 量子数 nをもつ(1)

の解は

･n(i,-expト左Iotln(X)dt],n(ち,, (2,

で与えられる｡ここで 回 Xt)>は,時鋸 に於ける≠スナップ ･ショット〝方程式 ;念(x)In(X)> -

1n(X)In(X)>の量子数nをもつ固有解で, ln(X)は断熱エネルギー準位であるO(2)は,ちょうど,古
典的な Ehr｡nf｡stの断熱定理の拡張となっているき)っまり,断熱変化とは,パラメータXの変化に際し

て量子数nが保存されていくような変形である.

さて,特にⅩ(≠)がパラメータ空間中で,ループCに沿って,断熱的に,元の値にもどる場合を想定す

る｡こvr,とき少は一価であるから,単に

･n(T)- exp仁fiT頼 Xt,d細 n(XT)>
(Tは周期でT=- )となるはずであるが,正確な表式は

4,n(T)- exp〔iT(C)〕×(3)

のように余分な位相因子rがっくのである｡rはJ-LTLTLTLTJ

T n(C)-f<nli∂/∂XkLn>dXk
C

(3)

(4)

(5)

で与えられることが重要である｡つまり,これはⅩ(≠)の時間変化とは無関係にCの幾何学的構造だけに

よっていることを表わしている.微分幾何学的には,Fは,パラメータ空間上の断熱レベルからなるベク

トル ･バンドルより構成される"ホロノミ- 〝とみられる≡)(5)の被積分関数は,接続を与えている｡いい

かえれば,断熱変形は"ゲージ場〝Fk-< nli∂/∂Xkln> を誘導すると解釈されるe)

このように,rの表式自身にあまりにもあっけないものであるが,その意味するところは非常に深いも
のである.それは Longuet-Higgins･凱one定理7)にもとづく｡この定理は次のように説明される:

(5)式を面積分に書きなおすと

Tn(C)〟 =<nii∂i/axiln><mLai/axjln>
smx(スn-lm)-2dX･dXjL (6)

となる｡この表式から,被積分関数は,パラメータ空間中で, スn-i,nのところ,つまり2つの断熱レベ

ルが交叉する点 (degeneratepoint)に於て特異点をもつことがわかる｡すると,rは, この特異点を
≠わき出し〝にもっベクトル場の fluxとみられる(図1).これがL-S定理の内容である｡ ゲージと

の類似を用いれば,交叉点に Diracmonopoleが存在して,それのつくる磁場の nuxがrになること
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がわかるo*)

さて,以上の話では,X(i)の時間変化は,外から与えられたものと

していた｡しかし,量子力学のたいていの問題では,我々は相互作用を

する系を扱 う｡この場合には外場自身も力学系 と考えなければならない｡

相互作用する2つの系 (内部系と外部系とよぼう)に断熱定理を適用 し

た場合,両者の結合から生ずる位相Tは,外部系の状態にダイナミカル

にはね返ってくることになる｡このはね返 りを定式化するとどうなるか｡

次にそれについて考察する.

§2.経路積分による有効作用8),9)

2つの相互作用する系の量子力学的時間発展を考える｡ハミル トニアンは

倉-分.(p,x)十須 q,x)

Fig.1

(7)

で与えられ,**)分.Gi外部系のベ ル ト-アンで分は内部系のそれで,外部系 との相互作用 をふ くむ(簡

単のため座標Xによるが,運動量Pにはよらないとする)o沢の トレース関数を考える(トレースをとる

ことは束縛状態 を考えているわけである):

K(T)=Tr〔｡x｡(-i分T/i)〕

-∑J< n,Xbl｡X｡(-iBT/A)In,X.>dX.n (8)

ここで In,Xo>≡ln>㊨IX.>で, Ln>は勿論内部状態である.

TをN等分(N-- )して,完全性関係 :JIX>dX<XL- 1 を各時間分点でそう入することによっ

て,経路積分表式を得る:

K(T)-∑JTnn(C)expliS.(C)/L]nix(i)dP(i)TZ, (9)

ここで,So-JoT(pi-H.)dt,又, Tnn(C)は In>からIn>-の intemal な t,ansitionampli-

tudeで,ループCに沿 う time-orderedproduct

T-(C)-<nITexpトLiJ.Ti(q,xt)dt]ln> (10)

で与えられる｡外部変数Xの変化がゆっくりしている場合には,(10)のT積の中の中間状態のうち,はじめ

の量子数 nをもった状態間のせん移のみが効いてくるから,

辛,2×2の標準モデル;倉-kf1Ⅹk合k(合謹 Pauliスピン)では原点Ⅹ -0が交叉点となり,≠ゲージ場〝-
Diracpoleによるものと完全に一致する.

･*) 以下では,外部系は正準変数(x,p)で記述される系を考えるが,非正準系-の拡張は容易である09)-

-229-



研究会報告

●
<n(Xk)Ln(Xk_1)>=1-<nJa/∂Xiln>XiAt

となり,従って,ループCに沿った有限の接続は

00

n<n(Xk)ln(Xk_1)>-exPliTn(C)]
k=1

Iln(C)-∫<nli∂/∂Xiln>dXiC

となって,Ilは断熱相(5)と一致する.(13)を(9)に代入すると,K(T)は,結局,沢のようになる:

Keff(T)- ∑ J e xp〔意 seff〕IldX(i)dP(i)n

Seff-Sad十五T n(C)
T

sad-∫(PL E.-スn(X))diO

凋

(15)

(16)

この表式からIlは外部力学系に対する作用関数の一部になっていることがわかる｡これがTのダイナミカ

ルな意味であるoただし,有効作用 Seffは断熱レべ′レnの各々について定義されていることに注意 して

おこう｡

ここで,上の formulationの直接的応用についてふれておく｡

◎Fの動力学的効果を直接的に検証するには,束縛スペクトルを調べればよい｡そのためには,Keffに
準古典近似を行 うのが手っとり早い(詳細は ref.8),9)参照 )結果は,沢の準古典量子化則を得る.

fc音pkdXk-(n･号一芸)2打ム
n-integer｡ここでCはEad(P,X)-E上の閉曲線である.上の公式より,Ilは量子数nを変化させ

る役割をしていることがわかる｡特別の場合として, "分数量子化〝が得られる｡これは Aharanov-

Bobm 効果或いは Diracpole中の粒子の量子化と関係していて興味深い｡

◎外部系として電磁場をとると,これはA｡-Oのゲージのもとではハミルトン系となる.そこで,電
磁場と結合する2次元電子系に上の formulation を適用することにより,Simonによる量子ホール効

果の説明の拡張を帰結する王o)

§3. シンプレクティック構造の変形と異常交換関係

トポロジカルな位相Ilはその定義から,大域的な性質の量であるO-方,作用関数(16)の形から推測され

るように,これは,又,外部系に対する phasespaceの局所的構造も変化させる｡この変化が異常交換

関係を導くことを示そう｡詳細は ref.ll)参照｡

ひとつの断熱準位nだけに注目して,それに対応するSeffをとるoSeffに付随する1次微分形式は

a･=言PkdXk+言ダkdXk
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･nn(C,-exp上之/.Tin(X)dt]口<n(Xk).n(Xk-1,> (ll,

00

た=1

が得 られる｡第2項の無限積はループC上の無限分点 tXk)の上にわたる｡無限積の各項は,まさに,
●

C上の無限小はなれた2点間の接続をあたえている｡つまり,速度Xの1次まで展開すると

で与えられる｡外微分をとることにより,

9-宕(dPk^ dXk葦 dXk^dXj) (18,

を得る｡これは通常の(flatな)シンプレクティツク形式 Bo(-∑dPk<dXk)を変形させたものであ

るoシンプレクティツク.テンソルを9りとかくとgL]-9(0)ij十ムA(Xi,Xj)

3'0'i,'-I- (i -.I),

A(XiXj)-it<nI∂/∂XiX∂/∂X,ln>-(i-j)i (19)

で与えられる.Aはゲージ場Fより誘導される曲率テンソルである｡J2に対応するPIBは 9りの逆テン

ソル 9Ljを用いると

{F,G}- ∑ 9ijkFi鍔 Ei-(Xi,PL)

琵 # :-(x-p," 芳A(Xi,Xj)鍔 aS ･ (20,

となるO･)さてP.Bと交換子の対応 〔令,Ĝ〕=射 F,Giに注意すれば,量子化が得られる.とくに,

ll芸器 2完 ,p",9,'.)=iLaij ) (21,

このうち最後のものが,異常交換関係を与える｡

上で得た一般論を,外部系が非ア-ベル ･ゲージ場の場合に適用してみよう｡ゲージ場がカイラル･フ

ェルミオンと結合する場合を考える｡断熱準位として,Diracvacuum をとればよい｡A.-oゲージ

をとれば, A言(x),E言(a)は正準共役となる｡従って,(21)を適用すると,

霊 ',,Â;:こ 霊 xÂ';'(x9,,:(A;,':(,;,i叛 ∂a榊 ) (22,

を得る｡これをゲージ変換の generator

Ĝa(a)-D,A･Ef(a)b

辛)これは｢般には且の無限級数になるが,ここでの議論ではIn>はXのみに依存しているから丘の1次で切れる｡
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にあてはめると

< <

〔Ga(x),"Gb(y)〕anon- 〔ea(a),Ĝb(,)〕-fabeGc(x)8(x一夕)

-iムD?C(x)D3d(,)A(簸(x),A,4(y)) C3)

となり,これは Faddeevの operatoranomalyに一致することが示される｡(ref.12)参照 )

断熱位相のアイデアを用いて Faddeevの異常交換を説明する別のアプローチがある.(ref.13)～16))

これらは,いずれも,ゲージ変換をもつフェ′レミオン･ヒルベル ト空間で表現したとき,通常の射線表現

から,位相Ilによる,修正をこうむるという事実にもとづいている｡ここで展開した手法との関連を調べ

ることは残された問題である｡
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