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大槻 東巳

Chapter1

はじめに

1.1 半導体ナノ構造の物理

近年､微細構造技術の発展により､半導体ナノ構造と呼ばれるものが作られるようにな

り､非常に短いスケールでの電気伝導度が調べられるようになった｡こうした系は基板上

の界面に作られ､界面と垂直な方向の運動は抑制され､電子の運動としては界面に沿った

ものだけが重要となる｡ この2次元電子系は単に薄い膜というのではない｡この系は以下
のような特筆すべき性質を持っている｡

1)電子密度が小さく､これが電場をかけるなどして､変えられる

2)電子密度が小さいため､フェルミ波長が長く(40nm程度)なり､系の形状と同じ程度に
なりうる

3)弾性散乱長が非常に長い(10〃m程度までなる)

4)フェルミ面が丸いとしてよい

5)磁場を垂直方向にかけると､ランダウ量子化の効果が顕著に現れる

大きさが数十ナノメートルの系では､系よりもフェルミ波長､平均自由行程が長いので

量子効果が見やすい｡このときは不純物による散乱が全くないバリスティック(ballistic)伝
導という現象がみられる｡ 人工的なポテンシャルを作ることにより､系の形状を反映した

新奇な伝導度を示す点がたいへん面白い｡本講義ではこれについて最初に述べる｡

系の大きさがマイクロメートル程度になると､不純物散乱の効果が重要になる｡このと

き､試料は普遍的な伝導度の揺らぎ(universalconductancefluctuation,UCF)を示す｡こ

れは量子干渉効果によるもので､アンダーソン局在と深い関連がある｡ 本講義では､次に

このUCFについて説明する｡特にランダム行列理論を用いて簡潔に記述する｡

最後に量子ホール系について述べる｡ 量子ホール効果とはホール伝導度JyxがC2/hの整
数倍に正確に量子化される現象である｡ 系がメゾスコピックになるとこうした系で何が起

こるかを､実験の例を上げて説明する｡
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｢メゾスコピック系の物理｣

102 考えている系に関する基礎知識

これから考える系は2次元馬子系であるOこれからは主に二つの系を念頭におくO-つ

はSi-MOS､もう一つはGaAs/AiGaAsヘテロ接合である｡図に二つの系の模式図と､何
故2,次元電子系が形成されるかを示す｡
こうした系における典型的なパラメータを表にしておく｡ヘテロ接合は格子定数が近い

物質をサンドイッチしている｡これによって滑らかな界面が出来る.GaAs/AlrGal_｡と書
くと3;籍0.3である.ドーパントによる散乱が小さくなるように､ドーピングは界面から

離れたところにする｡こうしてヘテロ接合は不規則ポテンシャルによる散乱が少なくなり､

移動度が大きくなる｡

Si

mcff 0.19m

e, 11.9

ne 1-10xlOllcm-2

毎 0.56-1.77×106cm-1

入F 37-118mm

gF 0.63-6.3meV

〃 104cm2/v･s

i(m.f･p･) ～40nm

kFZ 2.1-21

GaAs

O.067m

13.1

4×1011cm-2

1.58x106cm-I

40mm

14meV

104- 106cm2/v･8
102-104mm

15.8-1580

wcT -1(B/T) 1-loo(B/T)

課題 1.1

これらの数値のいくつかはmeffとneから計算できる.どれがそうか?実際に計算して見よ.

Si-MOSでどのように微細構造を作るかを､図で説明する｡黒い領域が2次元電子系が
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できているところである【1】｡

a)p-Siに電圧をかけてこの間にこられる電子の領域､電子数密度を変える
b)電子ビームリソグラフィーでゲート電極を削る

C)二つのゲートをいじってより細線幅と電子密度を制御しやすくしたもの

d)ドライエッチング法で作ったもの｡幅の最大値がわかるメリットがあi.

GaAs/AlGaAsではゲート電極がなくても2次元電子琴が形成されるので､細線を作り､
微細構造を得るのはかえってややこしい｡実際は以下のようにやる｡

a)1/▲m以上の幅なら､̀化学エッチングでけずる｡

もっと幅の細い系を作りたければ､b)からd)のようにする｡
b)スプリットゲート法｡ゲート部分に負の電極をつけて､電子がきづらいようにする｡

C)shauow-mesadepletion法｡
d)スプリットゲート法を改良したもの｡
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｢メゾスコピック系の物理｣

こうして作ったGaAs-AIGaAsのナノ構造のSEM画像を以下に示す｡図は上記の方法､

C)を使って作った幅75mmの細線のホールバー【2】｡

1.3 2次元電子系

これから扱う2次元電子系の理論について､ここで復習しておく｡不純物ポテンシャル､
電子間相互作用などを無視したハミルトニアンは､

H-響 ･藍 +vc(I) (1･1)

となる.tt:(I)は2次元面に垂直なZ方向の閉じこめポテンシャルである.波動関数はこの
とき,

柚 y,I)-exp(i(pxs･pyy))pn(I) (1･2)
となるopn(I)は閉じこめポテンシャルにより､指数関数的に減衰しており､減衰長は数十
Aである｡nは2:方向の波動関数の量子数で､最低準位のEoと次にエネルギーの低いElは
20meV以上離れているので､前出の表にあるようにフェルミエネルギーよりもこの差の方
が大きい.よって全ての電子は数Kの低温ではn=0にあるとしてよい.今後､n-0と

して話を進める｡

まずエネルギーEは運動量p｡,pyの関数として､

E=Pji遜__p2
2m 2m (1･3)

で与えられる｡運動量の大きさがp以下の位相空間の大きさ0は､系の面積をSとして

O- 打Sp2-2汀mSE (1･4)
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となる｡これより単位面積あたりの状態密度p(E)は

p(E)-2品 芸 -諺

hii!

となる｡ここで2倍しているのは､スピン縮退を考慮したためである0

課題1.2

Si-MOS､GaAsヘテロ接合における状態密度を計算せよ｡

(1･5)

次に2次元面と垂直な方向に磁場をかけるとどうなるか､復習しておく｡2:方向の磁場

(0,0,B)はベクトルポテンシャルA-(0,Bx,0)で表せるので (ランダウゲージ)､2次元
電子に対するハミルトニアンは

H-去(p･eA)2-去 (pe･(py+eBx)2) (1･6)

となる｡これはyを含んでいないので波動関数を4,-eiんy4,i(I)とおいて¢L･(I)に対するシュ
レーディンガー方程式を書き下すと

㌢ [-22芸 .(空手 )2]- -- , (1･7)

をうる｡ここでいくつか新しい変数が出てきたので説明しておく｡W｡‥-碧はサイクロト
ロン振動数で､これは電子が磁場中でサイクロトロン運動しているときの振動数を表す｡

e‥- 挿 7話 は磁気的長さで最低ランダウ準位におけるサイクロトロン半径に対応する｡
Xk‥ニーk22は中心座標と呼ばれるもので､(1.7)が原点がXんにシフトした調和振動子を表
していることからそう名付けられている｡ 結局波動関数は規格化条件を考慮して

軋 l:(I,y)- -(･L十 X▲)2/2P2H",((I-XL:)/e) (1.8)

となる｡Hnはエルミート多項式である｡

十分広い平面では､調和振動子の中心がどこにあっても物理的には同じなので､固有エ

ネルギーEはXkによらないはずである｡よって

En_-(n･;)huc (1･9)

は強く縮退している｡縮退度を計算してみよう｡ これは取りうる中心座標の数を勘定すれ

ばよい.系をL｡×L.,の平面としてy方向に周期境界条件を課すと

kLy-27Tm

となるので､中心座標 xkは間隔2打22/Lyをおいて並ぶことになる｡よって0からLxの間
に中心座標はL｡Ly/27Te2入ることになる｡ これが一つのランダウ準位の縮退度である｡結
局､電子密度neが

1

nc=27Te2

-588-
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｢メゾスコピック系の物理｣

0号紬e i克wc 喜h戯 C 喜尤御e ihwc
エネルギー

切
掛
鞘
半

になるまで一つのランダウ準位にはいり､これよりも大きくなると次のランダウ準位に電

子は入っていくことになる｡これの式は電子が磁気的長さくらいの円に一つずつつまって

いく樵子を表しているio

結局､状態密度p(E)は磁場が0だとフラットで鼻 ､磁場がかかると(n十1/2)hwcにデ
ルタ関数的なスパイクをもった構造

p(E)-&n;06(E-En) (l･11)

になる｡もちろん､実際の系では不純物があるのでこのデルタ関数はなまってしまい､ガ

ウス関数の様になる｡

今まではXkを勤かしてもエネルギーは変わらないとした｡これはx方向の並進対称性
を仮定したからである｡メゾスコピック系では端があることが無視できなくなる｡端があ

ると電子は壁のポテンシャルによりエネルギーが上がり､またサイクロトロン運動中に壁

で散乱されながら電子は壁に沿って運動する｡これはエッジ状態と呼ばれる｡ この状態が

強磁場中でのメゾスコピック系での伝導現象を記述するのに大きな役割を果たすことを授

業の後半で述べる｡

課題 1.3

10Tの磁場中では一つのランダウ準位を占めることのできる電子数密度はいくつか?これ

より､Si-MOS､GaAs/AIGaAsはそれぞれどれくらいのランダウ準位までつまっているか
を計算せよ｡

1今スピンの縮退は無視した｡多くの系ではゼ-マン分椎により1方向のスピンしか最低準位にはいれな
いからである｡

- 589 -
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1.4 伝導度を計算する道具立て

1.4.1 Drude公式

まずDrude公式を復習する｡抵抗を受けているときの電子の運動方程式は

dv
m 有

である｡定常状 態では V は 一 定 なので

_ eE_ 竺 竺 _ ｡vxB
T

m苧+evyB--eE2
m塩 -eva･B--eEI,丁

となり､3'-ne(-e)Vより

3-JE,6-mee2T1m1+(LJcT)2

q(0)-nee2Tm

(W:T㍗)

(1･12)

(1･13)

(1･14)

(1･1 5 )

がえられる｡零磁場では電気伝導度は

弱磁場中wcT≪ 1では電気伝導度quがB2に比例する補正を受けて減少し､また強磁場中

(WCT≫1)ではJa･｡は小さく､ホール伝導度Jya,･はne/Bという散乱時間Tや有効質量mによ
らないことが分かる｡

課題1.4

抵抗テンソルR- q-1を(1･14)から求めよ｡ これよりホール抵抗Ih -1㍍ がB/neとな
ることを示せ｡medskip
問題はDrudeの公式では量子効果が一部しか取り入れられないこと､そもそもTをどう

ミクロなモデルから決めるかということである｡ この点をふまえ以下のように改良する｡

まず不規則ポテンシャルがあるような系では電子は拡散運動をしている｡ この運動は拡

散定数βで記述される｡ この拡散定数を電気伝導度と結びつけよう｡定常状態では､ドリ

フト電流密度と拡散電流密度が打ち消しあっている｡即ち､

-i-D∇n,I-0 (1･16)

となっているとする.化学ポテンシャルFLはこのとき､一定である｡FLはフェルミエネルギー

EFと電場のポテンシャルエネルギーの和､

FL--eV+EF

VEF=VncdE,/dnc=Vne!
P

- 5 90-
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｢メゾスコピック系の物理｣

を用いると､電気伝導度と拡散定数は

6-C2pD (1.19)

という関係で結びついていることがわかる｡これをアインシュタインの関係式と呼ぶ｡(p

は単位体積あたりの状態密度である)

拡散定数は走件的に以下のように兄梢も吊 しる(,寵千は平均日刊tuTごとに1剛枚乱され

る｡1回に進む距離は散乱長､I-vFT程度である｡t秒閲には散乱はl/T回生じる｡散乱さ
れて飛んでいく方向はでたらめなので､これは酔歩の問題となり原点からの距離は小 声
と評価できる｡ これが拡散長LDである｡拡散定数は拡散長から

LD=J元万言

と定義されるので､2次元で

D=史
2

となる2｡アインシュタインの関係式から

q-e2考 -e塑EF

となり､Drudeの公式を再現する｡

(1.20)

(1･2 1)

(1.22)

1.4.2 久保公式

こうした電気伝導度の議論をいちばん一般に扱うのが久保公式である｡久保公式はミク

ロなハミルトニアンから､r;,鵬も伝導度を計算する処方笈をIj･えるものである.これを草出
してみよう｡

平衡状態の系に外から摂動を加える｡このとき､系はほんの少し､熟平衡状態からずれ

るoこのずれを密度行列p(H)で記述する3｡平衡系での密度行列p(Y.は

e-/ブH

P:=哀評

で定義される｡ハミルトニアンが時間に依存する場合､密度行列は

雷 一鉢 ,p],

(1.23)

(1･24)

という運動方程式を満たす(ハイゼンベルクの運動方程式と符号が逆なことに注意)｡この
解は

A(i)-βeq.エdt,e'叫 h/ih
2係数1/2はまじめに計算すると出てくる
3状態密度と混同しないこと

lhext,peq]
ih
-(トt')H/ih (1･25)

ー 59 1 -
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となる(微分して確かめればよい｡i--∞ で系に外力は働いていないと仮定する)｡

外力がかかることによって現れる物理量の変佃B(i)は､この密度行列によって

6B(i)-瑚 (i)A-TrPc<lB

dt'Tre(トt')H/iTAlH.,xt.,P"l]
ih

A(i):-eilh/Abe-ith/TL

SB(i)- Fndthrr

/tu d t,p

[Hext,Peq]
ih

e-(t-t')H/ifLB

B(i-i/)

[B(i-i/),H(3Ⅹt.]
ih

(1.26)

(1･27)

(1.28)

となる｡

とおくと

となる｡

具体的にHextとして

h ext:ニーAx(i)

を代入すると､

6B(i)-/_lnd梅 A(i- i/) X (i,)

とかける｡ここで

･BA(i):-去TrlA調 B (i)

は応答関数 と呼ばれる｡さて,

去[e-pH,a]- 去e頑LpdAe人hla,h ]e-Ah
- e一頭IpdAa(- )

という恒等式を便うと,◎BAは

･BA(i)-TrPc(lipdAi(-叫 B(t)

(1･29)

(1･30)

(1.31)

(1.32)

(1･33)

となる｡

電気伝導度とは外場､∑ieE･a;iがかかったときの電流の応答である｡盆-Vを用いると､

なので､

･BA(i)-TrPeqLpd入e写 軒 ih申 (t)

J/--VL∞dt′<LpdAĴU(-ihn j/▲(i),-I

- 592-
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｢メゾスコピック系の物理｣

をうる｡〟,レは電流と電場の方向である｡ これが久保公式による電気伝導度の表式である○

< - >｡｡は平衡状態における平均を表す4｡
久保公式を用いて伝導度のDrudeの表式を求めてみよう｡Jと入Hが交換すると仮定する｡

6-vL∝dtLpdA<J(0)J(i),I,･.
となる｡ 今､∫(i)-e-i/'J(0)とおくと

6-VβT<J2>(,(l

となる｡J-≒芦 ,<J2,｡q-(音)2∑i< vI?,｡qを代入すると､

6-宕Tβ∑<V1,,-等I
をうる｡

(1.36)

(1･37)

(1･38)

1.4.3 Thouless公式

久保公式は

1.数値計算にむかない

2.端子の効果が明かではない

3.現象論的に実験を解釈できない

等の欠点がある｡ この点を改良したのが以下に述べるThouless公式とLandauer公式で

ある｡

まず電気伝導度のサイズ依存性を解析しよう｡ 電気伝導度は3次元で1/0･mの次元をも
つ ｡ 一般の次元では1/0 ･md12となるので､この長さの次元を消すためにコンダクタンス

G:-o･Ld-2 (1.39)

を定義する｡電気伝導度の表式 (1･19)を用いると

q -C2(pLd)芸 (1･40)

をうる｡pL'Lは状態密度である｡ここでescapetime軋.を電子が拡散して系の端まで逃げ
る時間､

(1･41)

4このようにo･は電流の揺らぎでかける.統計力学でやったように､比熱は内部エネルギーの揺らぎで､帯
磁率は磁化の揺らぎでかけるのと同じである
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と定義し､不確定性関係から

を定義する｡EcはThoulessエネルギーと呼ばれる｡すると

G-;(p(EF)L,I)E,･･

(1･42)

(1.43)

がえられる｡これがThouless公式である｡ つまりコンダクタンスはThoulessエネルギー

の幅にあるエネルギー準位の数ということがわかる｡

Thouless公式の利点はコンダクタンスがエネルギー準位の数で議論できることである｡

久保公式を数値的に計算しようとするとエネルギー分母が0になり発散が出てしまうとか､

電流の行列要素の計算が複雑だとかの困難があるが､これがエネルギー準位の分布だけで

議論できてしまうところがよい｡

実際にThouless公式を使う場合､β｡としては周期境界条件でのエネルギー固有値と反周
期境界条件のもとでエネルギー固有値の差から評価する｡ 状態が局在している場合､固有

エネルギーは境界条件によらないはずである｡ これよりE,;-0となり､フェルミ面の状態
が局在状態だと電流を運ばないことがわかる｡

1.4.4 IJandauer公式

今までは端子の効果を考えてこなかった｡しかしメゾスコピック系では端子の効果が非

常に重要となる｡ これを取り入れるように工夫したのが多チャンネルタイプのLandauer公

式である[3,4】｡この考え方は以下のようなものである｡
まず電流､御用 .のついた熱俗jを考えるojには不純物ポテンシャルを含まない細線が
ついているとする｡ この細線はy方向に伸 びていて､I)j向に閉じこめられているとする
と､波動関数は

eik'y4･jn(I)

h2k2

E,･n-Ei'''上 京

という形になり､そのエネルギーは

(1･44)

(1･45)

となる(図参照)0

この波が散乱領域を通って熟浴iに到達し､チャンネルm に入ったとし､その波動関数

を散乱行列βを用いて

(1.46)

とかく.透過係数Ti,･" (i≠j)､反射係数 Rii"は

Tijp.～-lsij"(2,Rii,mn-lsiipml2
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K
となる｡例えばj番目の熟浴のn番目のチャンネルからi番目の熟浴のm番目のチャンネ

ルに入る電流Iimは七m-トe)vim(V,･n/vim)JsI･,･p l2--ev,･nTi,･,mnとなる.なおV,･nは群速
度なので

V,･n-主響 応 (1･48)

と計算すればよい｡

S行列のユニタリ性からS-1=sIが成立する.また運動量と磁場を同時に反転させると､
散乱過程は逆になることからS'(-B)-S~1(B)が成立する.結局､

ST(B)=S(-B),S.･,･,,,m(B)-S,･.･,,▲,,.(-B)
がえられる｡こうして

T.･,I,mn(B)-T,･i,nm(-B),Rii,mn(B)-Rii,nm(-B)

(1.49)

(1･50)

がえられる｡これは実験事実を解釈する上でたいへん重要な式である｡例えば､磁場を反

転させるとき､端子も反転させて始めて対称性が成り立つのである｡

次のこの透過係数､反射係数を用いて電気伝導度を計算してみよう｡熟浴が化学ポテン

シャルFL.･をもっていたとする｡熟浴の中で最小の化学ポテンシャルをpoとおく.poからp.･

までのエネルギーをもつ状態が運ぶ電流は

I-(-e)/:'dEp(E)vim-i (pi-Po)
となりチャンネル番号nにはよらない｡これをふまえて

MiMj MiM.･
Ti,･‥-∑∑ Tij,mn Rii‥-∑∑Rii.mnm=ln=1 m=171=1
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を定義する｡

i番目の熟浴がMi個のチャンネルをもっていると､ここから出ていく電流は(-e)Mi(pi-

po)/hで､入ってくる電流は(-e)(Rii(pi-ilo)+∑jjiTi,･(FLj-Ilo))/hである｡電流の保存
則より､

Mi-Rii+∑Tij
J'≠i

Ii-芋 [(Mi-Rii)pi-∑TijPJ]
h

3'≠i

(1･53)

(1･54)

が成立する｡よって

がえられる｡磁場に関する反転性

Rii(B)-Rii(-B),Tij(B)-Tji(-B)

から

Mi-Rii+∑T,･i
j≠i

も成立する｡これから結局

Ii諾 ,y ij(pi-Pj)

が導かれる.p--eVを用いると

･i-iE Tij(Vi-VJ･,

(1･55)

(1･56)

(1.57)

(1･58)

となる｡

端子が 2個の場合をまず考えてみよう｡ この場合､Ml- Rll(B)+T12(B),M2-
R22(B)+T21(B)である.磁場を反転させるとMl-1hl(B)+T12(-B),M2-R22(B)+
T21(-B)となるのでれ2-T21:-Tは磁場を反転させても変わらない｡(1.59)より2端子
抵抗は

R12,12:--(pl-P2)/eI-芸妄 (1･59)

となる｡これがLandauer公式である｡Landauerはチャンネルが一つの場合を考察したの

でこれはmulti-channelLandauer公式とも呼ばれる｡

次に4端子抵抗を測定を考える｡ このとき､電流端子をk,i,電圧端子をm,nとおく.端

子kから電流Iが流れ出て､lに流れ込む｡端子m,nでは電流はOである｡ このとき､(1.55)

はf--hI/eとして

I - (Mk-1h)FLk-TkliLl-TkmFLm-TknFLn

-fニーTl的 +(ML-Rll)pl-TlmPm-TlnFLn
0- -TmkFLk-TmlPl+(Mm-Rmm)pm-T,,mpn
Oニ ーTnkFLL･-TnlFLl-T,m▲p…+(M,AIR,m)FIN
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となる｡単純な4×4行列を解けばよいように見えるが､実際これらは独立ではない｡そ

こでpL･,PL,PmからILnを引いて､

'-Tkl

ML- I

-TmL

を解く｡結局抵抗R,,m,L･Lは上の行列をDとして

ML- RLL

R.nn,kt--I
e2

-Tkm-7TLmMm-Rmm
hTk,nTln-TknTtm

fDJ

となるo先に述べた磁場に関する反転性Ti,･(B)-T,A.･(-B)から

Rktp(B)-Rmn.k･l(-B)

(1･6 1)

(1.62)

(1･63)

が成り立つことがわかる｡このような多端子の場合の公式をLandauer-B正ttiker公式と呼ぶ.

課題1.5

M.･-N,Rii-0(i-1,2,3,4)とし､T12-NG,T13-0,T14-K,T21-0,T23-N,T24-0,
T31-0,T32-K,T34-NG,T41-N,T42-0,T43-0を考える(N-Na+K)｡このとき
R13,42,R42,13,R12.43,R43,12を求めよ.

久保公式とThodess公式はバルクの系では同等である｡また久保公式とLandauer公式

は久保公式に端子の効果を取り入れれば同等であることが示されている【5】｡直感的にわか
りやすいのはLandauer公式である｡
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Chapter2

バリスティック伝導

前章までの定式化をもとに､以下具体的な問題を取り上げる｡ここで取り上げるのは興

味深い膨大な実験､理論のほんの一部であることを知っておいて欲しい｡詳しくは文献[1]

や国際会議のProceeding等を参照していただきたい[6】｡そのなかで本章では不純物散乱
が無視できるバリスティック伝導を議論する｡ これは系のサイズLが弾性散乱長lく三よりも

小さいような､非常に微細なサンプルに適用される｡ 実際､吊ま数ミクロンで､Lはサブミ

クロンのオーダーに加工できるので､これは可能である｡

2.1 共鳴トンネリング

はじめに共鳴トンネリングという現象について述べておこう｡細線の幅が広い領域から

狭い領域になったとする｡幅の広い領域では幅と垂直方向の運動は波数､7T/Llrの整数倍で
鼻+化され､狭い領域では7T/Llという他の整数倍で凱'･化される｡ 結局帖と垂直方向の運
動エネルギーが高くなることになる｡これは細線に沿った方向に運動している粒子にとっ

ては､壁ができていることに対応する｡そこで矩形ポテンシャルの壁があるときの､トン

ネリング現象を考えよう｡

まず 1次元の量子力学の問題を解こう｡矩形ポテンシャルが

V(I)'-Vo(0< x<a),V(I)-0otherwise (2･1)

とする.簡単のため､Vo-碧 とする.｡今､入射してくる電子のエネルギーはV.よりも
小さいとすると､矩形ポテンシャルの領域では波動関数はAê-･x+Be-̂A･a'となるoただし､
FC2-ko21k2である.今､矩形ポテンシャルの左側でeiL'3･'+re-i払､右側でieik(M )とする
と､波動関数とその1回微分の連続性から

1+γ = A+β

ik(llr) - J'(A-B)
AeKa+Be-仇 t

fC(AeKa-Be-Ka)- ikt

-598-
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となる｡はじめの二つでA,βを消し､後の二つに代入して､

A =

β =

γ=
hi i弓

(1+r+ 響
{:('Hll(̂･,'1トiHirlh(̂･･IL)(:()t･20

1

uHh(A..ll卜iMilllL(̂･,lJ)(･.･)t･2〟

(2.3)

をうる. ただし､k+iK-koeiOとした1｡

課題2.1

今の解が､Irl2十回2-1を満たしていることを示せ｡また､r',t'を求めよ｡
この解を見てわかるように､透過確率Tは必ず 1よりも小さい｡それでは壁が二つある

ときはどうであろうか?壁が二つならより反射されやすくなり､透過率は下がるように思

える｡しかし実際は量子効果によりもっと複雑なことが起こる｡

壁二つの問題を考えるのであるが､境界条件を8個用意して､それを解くのは大変であ

るし､一般性がない｡そこでS行列を使おう｡S行列とは入射してくる波と散乱されてくる

波を記述するものであった｡これだと､散乱体が何個もあったとき､扱いづらい｡これを

工夫して､ポテンシャルの右の領域と左の領域をつなげるトランスファー行列をS行列か
ら作ってみよう｡ ポテンシャルが一つのとき､波が左から入射してくる場合と､右から入

射してくる場合の線形結合を作ると､

ei k ･2 - ト 笠 ) e ika, 弓 e- ik 訂 (2･5,

と

e-iA:汀詔 eiA=･L:･去e-iA:･一;l/ (2.6)

となるので､左の領域のeiん:','と左の領域のe-iA::L痩 l+L>,トL>､右のをl+R>,トR>
とおくと,

(.'I:;)-(亨 ･?)(ド:;)-M(:I琵;) (2･7,
となる｡ この表式が便利なのは､さらに左にポテンシャルがあるとき､また同様の行列をか

けていけばよいことである｡例えばS.I.S2で特徴づけられる散乱過程が続けて起こると､
それぞれに対応するトランスファー行列をMl,M2として､

M -MIM2 (2.8)

1ポテンシャルがデルタ関数に近いとき､この解は簡単になる｡a10,ko,PL｣ ∞ として､0<FC2a:=
Ⅵ)<∞ とすると､

γ= -i%/2k 1ニ′ .t= _
1+璃 /2k'V~1+i%/2k
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となる｡ これより例えば透過係数t/は､

tl=

1- γ2弓
(2･9)

となる｡

今､チャンネルが一つの場合を考えた｡Nチャンネルの場合､i,r,i/,r'はNxNの行列

になる｡このとき､

t- t2(1-rir2)-lil,
r -rl+t'1r2(1-r'lr2)lltl,
r/- r;+t2ri(1-r2r/1)~ltら,

t'- t'1(1-r2rll)-1t/2

(2.10)

となる. .,

さて､ポテンシャルがエだけ離れて二つ存在する場合を考えよう｡1番目のポテンシャルが

Oから始まり､2番目のがLから始まるとする｡2番目のポテンシャルではeik(いL),e~ik(I-L)
に対する散乱問題として､t2,r2,tl2,r左が定義されているので､rをre2iL'L､r'をr/e~2ikLとし
て再定義することが必要で､結局二つポテンシャルがあったときの透過確率は

T= TIT2

ll-e-2ikLr2r'112 (2･1 1)

となる.Ti- 困 2(i-1,2)は個々の矩形ポテンシャルの透過確率である｡
二つのポテンシャルが並ぶと古典的にはTIT2(1+R2Rl+･･･)-TIT2/(111hR2)となる
ことに､注意せよ｡ 古典的な値は必ず1よりも小さい｡量子論的にはe121んLr2rll-eiaErlHr21
とおくと､α=27Tnのとき､この値は最大値､

Tmax-
TIT2 (1-lrll2)(1-lr2r2)

(1-lrl=r2L)2 (1- JrlHr2f)2

をとる｡今､矩形ポテンシャルが同じ形をしてるならlrll-rr2(なので､

Tm ilX -1

(2.12)

(2･13)

となる｡つまり二つ壁があった方が､通り抜けやすくなりある場合は透過確率が1になっ

てしまうのである｡

この透過がいつ起こるかを調べてみよう｡∂をγ2弓の位相として､

a=2kL+6=27Tn (2.14)

とおく.よって､kの値が7T/Lおきに透過率1(perfecttransmission)が起こる｡ これは矩形
ポテンシャルの中にある定在波のモードと共鳴していると解釈できる｡このような現象を

共鳴トンネリングという｡共鳴トンネリングは一般にポテンシャルの領域が左右にあり､そ

の真ん中に高いポテンシャルで両側を隔てられた領域がある場合に起こる｡ このとき､真

ん中の領域にある寿命を持った束縛状態があるとし､このエネルギーと外の平面波のエネ

ルギーが同じになったとき､透過率が1になるのである｡

-600-



｢メゾスコピック系の物理｣

2.2 量子ポイントコンタクト

1988年､Van Weesら【7四 量子ポイントコンタクトと言われる構造を作り､そのコンダ
クタンスを測定した｡すると驚くことに､コンダクタンスGlは 確に(10-4の精度で)

G-誓N (2･15)

というように､2e2/んの整数倍に量子化されたo
さて､これはどう考えればいいのであろうか?これを考えるために､まず古典的に解析

してみよう.化学ポテンシャルの高いところと低いところの電子数密度の差を6nとおくo

このとき､単位時間化学ポテンシャルの低い領域に飛び出す電子の数が流れる電流Jなの

で､ポイントコンタクトの帽をWとして

I-ト e)W6nvF/_q:/22COS堵
WvF∂n

=-el･.･.･.一･-..I.■̀･.･..･..･7T

となる.2次元の状態密度2×m/27rh2より
hiiZ

Sn-6p蒜 --ev評

なので､コンダクタンスでル は

2e2wkF
G cla 88ic.al -- -h 打

(2.16)

(2.17)

(2.18)

となる｡ もちろんこれでは量子化されない｡

ところでこのWkF/打という量は何を表しているのであろうか?幅がWの狭い領域では
波動関数がq(0)-甘(W)-0を満たすので､エネルギ~は

E-藍.孟宗 n2
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7

3

4

4
.

(qk
q
)賀

長3nPtJ
｡U

_r'

∴ ●■:.■ ■

b L一 】dノ=25
tLJEEl.25tLE=5

4.84.85I.9I.95 5 5.055.15.155.25.25
kAhC

というように量子化される.これがn - 1,2,3･･･である｡どのnまでつまるかはE<慧･
からきまるので､結局

n=Int(TL--I;;:-I)
である｡実験で見えているコンダクタンスは

Gqu- tu- - 誓 I n t (警 )

(2･20)

(2･21)

なのである｡これは量子力学的には電極から電極へのチャンネルの数がnでチャンネルが

短くまたクリーンなため､散乱が起こらず反射係数が0になっていると思えばよい｡この

ときLandauer公式から

G-誓 n (2･22)

が導かれる2｡

また､金のようによくのびる性質をもった材質で細線を作り､これをのばして幅を変え

ることも可能である｡材質をのばしていさながらコンダクタンスを測定すると見事に2e2/ん

の整数倍のプラトーが観測される【9】｡
ではプラトーからプラトーへとどのように遷移しているか､調べるにはどうすればよい

であろう?この手の計算によく使われるのが､モードマッチングの方法である｡ここでは

簡単なモデル計算を紹介する｡以下､図のように両端に幅bの細線がついており､真ん中

が幅aにくびれているとする.実験ではbが十分大きく､aが量子ポイントコンタクトの

幅Wである｡
まず左側の領域で

甘n-Glei- sin(管)･m! lR-ne-ill-ysin(,?)] (2･23,

2久保公式で厳密にやっても同じ結果がえられることが､示されている【8】｡
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を考え,右側の領域で

甘"描 ,flT-･e-iknlysin肯 )
となっているとする｡真ん中のくびれている部分では､

G,il(u,A"Ci･,J･"･･U,A"ci･I,〟,sill(･S )
とする｡ここでknは

kn- (k喜一 筈 )1/2

の実数である｡同様にqjは

qj-(堤-掌)1/2

(2･24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

で定義されるが､この場合､虚数もとりうるとしてJ>毎a/,Tとと-)ておく｡ これらの波

動関数がy-0,Lで連続で微分も連続だと言う条件を課してT,Rを求め､

%R-n (2･28)

を計算すればよい｡結果は前図のようになり､くびれの領域が長いほど､量子化がよく､ま

たプラトー間の遷移に振動が伴うようになることがわかる｡

その他､2端子形状ではコヒーレント電子フォーカシングという現象が知られている[11]｡
これは隣どうLに端子をおいて､磁場 を変化させてコンダクタンスを測定するものである｡

サイクロトロン半径がちょうど端子の間隔に一致したところでコンダクタンスがピークを

示すのが確かに観測されている｡

課題2.2

h/C2の値はいくつか?これは量子化抵抗値と呼ばれるもので､25kr之程度であるが､正確に
求めよ｡

2.3 十字路

次に4端子形状での面白い実験結果とその解釈について述べる｡4端子形状で思いつく

のはホール抵抗 月Hがどう振る舞うかである｡Roukesら【2]は序章の最初の図で示した形
状を作り､線幅を狭くしていったときにホール抵抗がどうなるか調べた｡図がその結果で

ある｡点線が2次元のバルクの場合で､線幅を狭くすると低磁場側でずれが見え始めつい

にはホール抵抗が消失することがわかる｡またバルクに対して期待される値からのずれは

じめるところで､プラトーが見えている｡ こうした効果は温度への依存性が弱く､古典模

型で解析できることが知られている｡この古典模型というのが "ビリヤード模型"である｡
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｢メゾスコピック系の物理｣

≧ -=e;:- 毒 -

≒ - 三 . =

古典的など,一基 ぅのは､図のような形状を考え､質点を遠くから発射して

運動方程式を追う簡単な模型であるが【12トLandauer公式と組み合わせると､実験結果を
うまく解釈できる便利な代物である｡電子の軌道は磁場によっていろいろな形となる｡図

aは典型的な軌道であるが､電子が左側に行くように見えて､複雑な散乱をした結果､結

局別の端子に入っていく様が見えるであろう｡面白いのは､十字路に来るに従って､電子

が前方に加速されると言う現象(collimation)である.図bはscramblingと言って､十字路
のなかで何度も壁にぶつかる現象である｡図 Cはリバウンドといって､磁場によるローレ

ンツ力で電子は左に向かおうとするが､壁にぶつかって右の端子に入ってしまう現象であ

る｡図dは磁場によるガイデイングと呼ばれ､図eは2端子形状の最後のところでも述べ
たフォーカシングである｡ こうした軌道を念頭において､ホール抵抗の消失､プラトーを

解釈してみよう｡

まずLandauer-Bdttikerの定式化によ>り､RHを求めてみよう｡式(1･63)で(m,n,k,I)-
(1,3,2,4)とする｡また右の端子に行く例えば､T21,T32等をTFとおく.今不規則性がない
ので､形状が4回対称を持っているとして

TR-T21-T32-T43-T14
TL-T12-T23-T34-T4l
TF-T13-T31-T24-T42

となり､(1.62)で定義される行列βは

TF+TR+TL-TF -TR

-TF TF+TR+TL -TL

-TL LTD TF+TR+TL

RH-
h TR-TL

e22TF(TF+TR+TL)+TB+TL2

となるC結局RHは

(2･29)

(2･30)

(2･31)

で与えられる【13】｡この式とビリヤードの散乱過程をもとに､実験事実を解釈してみよう｡
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まずホール抵抗の消失であるが､これは図a,bのようにscramblingがおきて､十字路で

複雑な反射がおき､TR FSTLとなってしまうことが原因であると考えられる｡ これにはさ

らにcollimationによってTFが増大する効果も効いていると思われる｡実際､collimation
を起こさないような角張った十字路では､このようなホール抵抗の消失は生じないことが

実験でもシミュレーションでも確かめられている｡また形状によっては負のホール抵抗が

見えるというのは図Cのリバウンドによって解釈できる,)(2.31)で祐 一TT,の符号がリバ
ウンドのために逆転してしまうのである｡

次にホール抵抗がプラトーを示す原因について述べる｡ これは量子ホール効果と違って､

軸 は決して量子化されていないことに注意｡このプラトーが始まる磁場は十字路の形状に

依存している｡まずどうなれば図dのように素直にローレンツ力に従って､端子に吸い込

まれるのであろう?これは磁場 βが

B>Bg-
rn･VF

ermirI
(2･32)

のときに起こる.ここ.でrmi..は角の曲率半径の最小値である｡このときTL FSN-端子での
チャンネル数となり､RH-h/e2Nとなるのである｡
さて､Ⅳの値であるが､これは原理的には磁場に依存する｡しかしサイクロトロン半径

の二倍2mvF/eBが系の幅よりも大きければ､Nはほとんど磁場に依存しないことが知られ
ている｡なぜならサイクロトロン半径が細線の幅程度の大きさにならないと､磁場による

サブバンド構造の変化が見られないからである｡ これがプラトーーの原因である｡結局プラ

トーは

筈 ,B, 盟ermill
(2.33)

のとき見えることになる｡ これも尖験結果と ･致している｡

ところでscramblingに見られるように､十字路の中では軌道がカオティツクになってい
る｡こうした単純な構造から生まれる複雑な軌道は､カオス理論により解析されている｡

またこの古典的にはカオス軌道を示す系が､量子論的にどのように振る舞うか､近年盛ん

に議論されている(第3章を参照のこと)0

ここでは詳しくふれないが､4端子形状では非局所抵抗というメゾスコピック系独得の

抵抗が観測されている｡

課題2.3

細線に垂直な方向の運動量をp⊥､平行をpllとおく｡ エネルギーの保存則から

p21+p昂-constant (2･34)

である｡今､線の幅が広 くなると二つの値はどのようになるか?これによりcollimationを

説明せよ｡
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｢メゾスコピック系の物理｣

(a) (b)

2.4 量子ドットとクーロンプロッケード

量子ポイントコンタクトの技術を使うと､さらに面白い構造ができる｡例えば､量子ポ

イントコンタクトを二つつなげると､二つの間にサブミクロンの小さな領域ができる｡こ

れが量子ドットである(図a).ドットの右側にはpr-EF+eVの化学ポテンシャルをもっ
た端子が､左側にはFLl-EFの端子がついているとする.ドットが有限のため､その中には

柾散的なエネルギー準位が形成されているとする(図b)｡この場合､左の熟浴とドット領

域のトンネル率はrl/h､右の熟浴とドット領域のはrr/hであるとするo
十分低温ではフェルミエネルギー付近の状態と結合したドット内の状態が共鳴トンネリ

ングを示す｡そのとき､コンダクタンスは【14】

G=
e2 rlrr

h(EF-Eo)2+主(rl+rr)2
(2.35)

というBreit-Wignerタイプの式で与えられる｡左右のトンネル確率が等しければ､コンダ

クタンスが1になるが､左右のトンネル確率が違うと決して1にならないことに注意(2.1

参照)｡

さて問題は共鳴がおこるEoの値､もしくはEFの値である.一見考えるとEoはドット中

の準位でこれはランダムなのでgFを変えていくとランダムな間隔で共鳴がおきそうであ

る3｡それとスピンの縮退があるのでGの前に係数2がついても良さそうである｡

3正確にはランダム系でも準位には相関がある｡これを議論するのがランダム行列理論である｡これにつ

いては次章で述べる
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ところが量子ドットのような小さい系の場合､そうはなっていない｡このドット中に電

子がN個詰まっているとその静電エネルギーU(N)は

(〃e)2
U(N)-一一盲訂 -NeVg (2.36)

となる｡通常はこの(Ⅳe)2/2Cの項は無視できるが､キャパシタンスCが極端に小さい場
合､この項が効いてくるのである｡ そこでこのように考えよう｡ドットの中に〃-1の電

子があったとする｡ 熟浴から電子が飛んできてドットの中の1電子準位旦Ⅳに電子が入り､
ドット中の電子がⅣ個になったときのエネルギーの保存則は

EF+U(N-1)-EN+U(N)

となる｡これより

EF-EN.(2N-1)嘉 一evg
となる｡ さて､ゲート電圧を変えていくと､今度は

EF-EN.1十 (2N･1)芸 - g,

で共鳴が起こることになる｡結局､二つのゲート電圧の差△vgは

e△vg-(EN.1-EN)+芸

(2･37)

(2.38)

(2･39)

(2･40)

となる｡さて､gが典型的なエネルギー舶 用川･.Lは り卜分人さければ､この刷桐はC2/Cと
いう等聞隅になるはずである｡ しかもスピン縮退はとける｡ またその間桐は1億千準位の聞
隔よりもはるかに大きくなっている｡ これがクーロンプロツケ-ドとよばれる現象である｡

実験的には､Vgを変えてEF一定でコンダクタンスを測定する[15]｡ 図に見事な実験の一
例をが示す(【6】のp･312の図より)｡
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｢メゾスコピック系の物理｣

Chapter3

拡散領域における伝導

前章では電子が不純物に散乱される場合を考えなかった｡なぜかというと非常に小さい

サンプルでは不純物による弾性散乱長l.,がサンプルサイズよりも大きいからである.系の

大きさLが左よりも大きくなると､不純物散乱の効果を取り入れなければならない｡本章

ではこの不純物散乱がどのような現象を引き起こすかを議論する｡

電気抵抗を高温で決めているのはフォノンによる散乱や電子間相互作用による散乱であ

る｡ 低温になると､これらの散乱は無視できるようになり､不純物散乱が効いてくる｡ 通

常これが残留抵抗としてあらわれる｡ ところが2次元以下ではアンダーソン局在が起こり､

通常すべての状態が局在してしまい､電気伝導度は絶対零度で0となる【16,17,18,19]｡こ
のアンダーソン局在は電子の量子干渉効果によるものである｡

さてここで議論しているメゾスコピック系ではなにがおこるであろうか?話を簡単にす

るため､絶対零度に限ることにする｡氾予は局在しておりその波動関数削ょ

申～e-r/f (3.1)

というすそをもっていると考える｡ 系のサイズLが局在長Eよりもはるかに大きい場合､波

動関数の局在により､電流は減衰してしまい伝導は起こらないはずである｡ サイズLが弾

性散乱長よりも小さいとバリスティック伝導になるので､結局

E≫L≫l｡ (3･2)

が電子が拡散的にサンプルを動いている条件になる｡ 実際､この条件を満たすのはバリス

ティック伝導のときよりも簡単で､実験的にはこの拡散領域の方が先に実現された｡

3.1 コンダクタンスの揺らぎ

上記の条件でコンダクタンスを測定した結果を図に示す｡図の左は金のコンダクタンス

の磁場依存性､右はシリコンMOSのコンダクタンスの磁場依存性である｡磁場によって
コンダクタンスが不規則に変化しているように見える｡ この変化はサンプルごとに独得の
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もので､同じサンプルなら再現性があることから､磁気指紋(magneto丘ngerprint)と呼ば
れた｡

さて､磁気指紋をよく眺めてみると､金もシリコンMOSも大体､0.1e2/ん程度の幅で振
動しているようである｡少し考えると､これは大変奇妙なことがわかる｡何故なら､金の

コンダクタンスは1000e2/んでシリコンMOSはe2/ん程度なので､絶対値が1000倍も違え
ば揺らぎはその平方根､30倍程度違ってもおかしくないからである｡

同じことは数値計算によってもほぼ同時期にStoneによって発見された【20】｡典型的な
計算結果【21】を図に示す｡コンダクタンスの絶対値は変わっているが､平均値は広い領域
で一定だと言うことがわかるであろう｡

このように拡散領域ではコンダクタンスのゆらぎはコンダクタンスの絶対値に依らずe2/ん
程度である.この現象をuniversalconductanceAuctuation(UCF)と呼ぶ｡

3.2 ランダム行列理論による解釈

このUCFを一般的にランダムな系でのスペクトルを考察することで説明しよう｡
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3.等.1 ランダム行列理論

今､系全体に状態が拡がっているとして､そこに不規則性ポテンシャルをさらに加えた

とする｡このとき､ハミルトニアンを行列表示するとその行列要素はランダムなものにな

ろう.数学的に扱いやすいように行列要素Hijはガウス分布しており､またその分布確率は
p-lHPという同値変形をしても変わらないとすると､

p((Hi,))-Aexp(一幸 H2) (3･3)

とおける1｡このように行列要素がランダムな場合､固有値もまたランダムになるのであろ

うか?

簡単のため､2×2行列を考えよう｡このとき

H- (; :)

とおくと

P(a,輿 )-

となる.この行列の固有値e土は

&exp(-;(a2I2b2IC2))

α+C土 (a-C)2+4b2

(3.4)

(3.5)

(3.6)

である｡

さて､二つの固有値の間隔はどうなっているであろう?全くランダムなら固有値の間隔

に顕著な構造は見られないであろう｡しかし量子力学でやったように縮退した状態は摂動

lAはIIIdHi,･P((Hi)･))-1から決める.
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Figure3.1:Wigner分布
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隣接準位間隔 S

によって分離する｡これと同じことが起こるのである｡二つの固有値の間隔がβに等しい
確率は

p(S)-/da/db/dcP(a,b,C)6(S-(Er e-)) (3･7)

で与えられるので,

p(S)-;e-S2'4 (3･8)

となるoこれはWignerが原子核の励起スペクトルを解析するのに提案したので､Wigner

分布と呼ばれている.Wigner分布の特徴は Sが小さいところでP(S)が0となることで
ある｡これは二つの準位が互いに反発し避けあっていることを意味する｡ これが準位反発

(levelrepulsion)である｡

課題3.1

P(S)は通常 1-J㌻dsP(S)-IondsP(S)Sというように､ Sを規格化しておくのが便利で
あるoこの場合､p(S)-昔sexp(一言S2)となることを示せOまた複素エルミート行列に対
して同様の議論を行うと､p(S)-Ss2exp(一三S2)となることを示せo
行列の次元が大きい､すなわち固有値の数が十分大きい場合､固有値の分布関数は

p'{ei''-Ant? ei-E,lPexp(一gnflet') (3･9'
となる｡βは系の時間反転対称性やスピン回転対称性から決まり､通常の不純物ではβ-1､
磁場がかかったり磁性不純物が入るとはβ-2となり､スピン軌道相互作用が強い系では
はβ-4となることが知られている｡準位が多い場合は､準位が二つだけの上で述べた例

と全然違うように思えるが､実際P(S)はWinger分布で非常によく近似できる[22]｡
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｢メゾスコピック系の物理｣

このWigner分布は極めて一般的なものである｡ 歴史的には原子核の励起スペクトルの

解析に対して､最初に提案され､後に微粒子のエネルギー準位から比熱を議論する際に適

用された(いわゆる久保効果)｡このメゾスコピック系に適用されたのは10年ほど前からで

ある｡最近､古典的にカオスが見られる系を量子化するとやはりWigner分布が見られる
ことがわかっている｡これは実験的にもみようという試みがなされている｡

課題3.2

固有値に全く相関のないとき､最近接準位間隔は

P(S)-e-3

で与えられることを示せ｡これはIi｡iss｡n分布の一種である｡

(3･10)

3.2.2 Thouless公式による解釈

このUCFを解釈するのに便利な方法が､Thouless公式にランダム行列理論を適用する

やり方である[23]｡

さて､ここで1章で述べたThouless公式 (1･43)を思い出そう｡ これはコンダクタンスG
が

G-iN (3･11)

で与えられるとするものであった｡ⅣはThoulessエネルギーの間に入っているエネルギー

準位の数である｡そこでコンダクタンスの平均値は

揺らぎは

e2

<G>=甘くN>

e2

<6G>=i-<∂N>

(3.12)

(3･13)

ということになる｡ もし､準位に相関が全くなければ<6N>=√㌻万~言となるであろう.

しかしランダム系での準位は強く反発している｡Ⅳが揺らぐためには間隔が狭くなるか拡

がるかして､準位が密になったり疎になったりしなければならないが､

･密になろうとすると､内側の準位が反発する

･疎になろうとすると､外側の準位が反発する

ので､揺らぐことはできないのである｡また反発の強さはβの値に依存し､βが大きいほど
強い反発がおきるので､琴場がかかった系 (β-2)の方が磁場のかかっていない系(P-1)
よりも〃の揺らぎが小さいことがわかる｡実際､<∂Ⅳ 2>はランダム行列理論によりβ-1
のとき

･∂N2,-A (lo紳 <N,,+1･7-;)･0(<N,-1), (3･14)
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β-2のとき

･6N2,-嘉(log(2打<N,)･1･7)･0(<N,-1) (3･15)

で与えられる｡図にその様子を示す｡これからわかるように<∂Ⅳ2>はほとんど一定であ
る｡また磁場があるなしで大きく変わることもわかり､数値計算の結束を定性的に説明で

きる｡

3.3 Landauer公式による解釈

前節でThodess公式により､UCFがなぜ起こるかを定性的に調べたが､Thodess公式

だと係数がはっきりしない(Thoulessエネルギーにあいまいさがのこる)､logNの項が存
在しているが､これは正しいのか?という問題がある｡そこでLandauer公式

a-2宕Trtt†
でコンダクタンスを解析しよう2｡

2(1.60)式を逆数にしてコンダクタンスにしている｡係数2はスピンからくる
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2端子形状でのS行列をNxNの反射係数行列rと透過係数行列tで表すと

S- ( ; :I,)
(3･17)

となる｡サンプル長が局在長よりも短く､弾性散乱長よりも長いという条件から､サンプ

ルの中で 卜分散乱がおき､しかし局山 よしないという状況を考えていることを思い出すと､

このrもtもランダムな行列になっていると考えられる｡r,tはNxN行列で､あるチャン
ネルから入り､別のチャンネルに抜けるプロセスを表すが､十分散乱が多いとi番目のチャ

ンネルからj番目のチャンネルに抜ける確率の大きさはすべて同程度として良いであろう.
そこでβを

S-(V:' vs2,)(~『 Jg 7)(Vt3' ve4,)-(
-V(1)√ こてV(3) V(1)Jfv(4)
V(2)Jfv(3) V(2)柄 (4)

(3･18)
と書き直す3｡ V(i)(i-1,2,3,4)はランダムなユニタリ行列で､TはNxNの対角行列で､そ
の要素Tiは0<Ti<1である｡磁場が0のときは､S=STなので､V(3)- V(1)T､V(4)- V(2)T
である｡

これより士- V(2)､斤V(3)となり､

G-2詣 Ti (3･19,

となる【24]｡そこでTiの分布関数が分かればよい｡これはランダム行列理論と非常によく似
ており,β-1の場合,

p((Tl)-Clni<jITi-刑 去 (3120)
β-2の場合､

P((T))-C2rIi<,･lTi-T,･[2 (3･21)

で与えられることが知られている｡前節と違うのは丁の範囲が0から1に限られているの

と､expトAx.?)のような項がないことである｡

ここで､ Tの密fip(T):-∑.N=16(T-Ti)を定義すると便利である｡これを用いると6-
G/(2e2/h)は

･6,-/dT<p(T),T (3･22)

･Sd2,-/dTdT'<p(T)p(T'),TT′-<6 ,2-/dTdTITT'K(T,T') (3･23)
から計算できる｡ ただし∬(丁,T′)は2体相関関数で

K(T,T/):-<p(T)p(T')>-<p(7-)><p(T/)> (3･24)

3-投にⅣ次元のユニタリ行列はⅣ2個の自由度をもっている｡よって､左辺の自由度は4Ⅳ2で右辺は

4×N2+Nとなり､あわないように見える｡これは実は D - diag(eiT",eiq3･,･･･,ei''N) とし" I(1)-
V(1)D,V′(2)-V(2)D,V'(3)- Dv(3),V′(4)- Dv(4)として､〃'(i)のうち､N個のパラメータを消すことができ
るからである
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で定義される｡実はこれはⅣが十分大きいとき､計算でき【25ト

,,′__′､ 1 ∂ ∂._一.､斤-√7-
K(T,T/)-三 石手 芸 Tlog

7T2β∂T∂T/̀〉O'､斤+√7

･6G,-2岩滝

となる｡ これより

(3･25)

(3.26)

となる｡ 実際には数値計算するとⅣが3くらいでほとんどこの値が得られる｡

Thouless公式にハミルトニアンのランダム行列理論を通用した場合は､log補正が存在し

たが､S行列のランダム行列を考えた場合は､補正が存在しないことに注意しよう｡ これは

端子の効果と解釈されている｡

課題3.3

時間反転対称性がある場合､つまり磁場のかかっていない場合､S=STである｡ このとき､
(3.18)式の左辺の自由度はⅣ(2Ⅳ+1)になることを示せ｡右辺の自由度はいくつか?
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Chapter4

量子ホール効果

量子ホール効果とは､2次元電子系に十分強い磁場をかけ､電子が少数のランダウ準位

にのみ存在するようになったとき､ホール抵抗が磁場や電子密度に依存 しない領域 (プラ

トー)を示し､その値が〃を整数として､

RH-& (4･1)

と量子化される現象である[26]｡この量子化の精度は10~7程度と非常によい｡図にKlitzing

らによって最初にえられた実験結果を示す[27]｡
この量子ホール効果はマクロな系で発見された｡系がメゾスコピックになった場合､何

が起こるであろう?量子化が有限サイズ効果でこわれるのだろうか?以下､このメゾスコ

ピック系での量子ホール効果を解説する｡

4.1 エッジ状態

第1章で強磁場中では電子がランダウバンドに分離 し､そのエネルギーは中心座標xkに

依存せずEn-(n+喜)hwc,となることを示した｡今､-L/2からL/2の領域にあるx方向
の幅がLの細線を考える｡細線は十分 y方向には長いとする｡中心座標が系のはしに近づ

くと電子は壁の閉じこめポテンシャルを感 じ､エネルギーが高くなり､中心座標依存性を

示すようになる｡図に不純物がないときの､土L/2に無限大のポテンシャル障壁があると
して計算機で求めた中心座標Xk.ニーk22とエネルギーEnkを示す｡
図を見ると､中心座標が壁に近づくと､エわ レギーが確かに上昇していることがわかる｡

この上昇は電子の波動関数の裾が壁にかかってくるあたりから起こる｡n番目のランダウ

準位の波動関数のx方向の拡がりは n+1/2e程度なので､中心座標が壁から

で近づくと､エネルギーが上がり始めることがわかる｡ 実際､図でもランダウ準位が高い

ほど､エッジの領域が大きくなっている｡

中心座標がちょうど土L/2のとき､例えば最低ランダウ準位 n-Oのエネルギーは竿
と､n-1のバルクのエネルギーに一致している｡n=1のバンドで中心座標がちょうど
土L/28こなると､竿 のバルクの状態のエネルギーと一致する｡これはn -奇数のバルク状
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態の波動関数は反対称で､このちょうど片側が(n-1)/2の中心座標が土L/2となっている
エッジ状態に一致するからである｡

課題4.1

第 1章((1･8)式)でやったように､x方向の波動関数4,n(I-Xk)は

丸(3:-Xん)=
2-▲ln!､斤で
C-(:I,-xL･)2/2P2fl".((I-XL.)/e)

となる｡エルミート多項式の直交関係､

/_nudze~Z2HB(I)-2nn!JG
と漸化式､

2zHn-Hn+1+2nHn_1
を用いて,

蔦dx(xIXk)2lQn(I-Xh)]2-(n･喜)C2

(4･2)

(4･3)

(4.4)

(4.5)

となることを示せ｡

これは磁場がないときの細線に対する､y方向の波数とエネルギーの関係と形式的に非常

によく似ている(1.4.4節参照)｡0磁場での細線のときのサブバンドにあたるのがランダウ
準位で､サブバンド指数をランダウ準位指数に読みかえれば､まったく同じ形式で伝導を

議論できる｡ しかし以下のような決定的な違いがある｡

･磁場が0のときは､少数のサブ バンドだけ占めるようにするには､細線の幅が十分狭く､

かつ電子密度が小さくなければならなかった｡しかし量子ホール領域の場合､たとえ

幅の広い系でも､また電子密度が大きくても､十分強磁場をかければ少数のランダウ

準位に電子は落ち込むので非常に幅の狭い系でなくても､実現できる｡

･o磁場では状態kと-kは空間的には同じ場所にあった｡そのため､不純物があると後方
散乱が容易に起こり､透過係数行列､反射係数行列が複雑になった｡ところが強磁場

の場合､kと-kは中心座標で言うとxんと-xk.に対応する｡ ランダウ関数はガウス関
数的な裾exp(-(I-x)2/222)を引いているので､Xk･が系のはしにある場合､二つの
状態はほとんど重ならないので､後方散乱は事実上生じない｡

このことかち､ホール抵抗が量子化されることが簡単に示される｡ 実際､4端子形状を

考え､後方散乱がないことから､Lahdauer-Bdttiker公式で､電流端子を1,3､電圧端子を

2,4とし､T12-T23- T34- T41-N､他の透過､反射確率はすべて0とする｡量子抵抗
を(1.63)式から計算しよう｡

detD= det

(I";::二塁33I;T:: ) - det(
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またT12T34- T14T32-N2から､確かに

RH-R24,13-h/Ne2 (4.7)

となる｡

このままだと量子化が起こるのはエッジ状態にフェルミ面がある場合だけで､マクロな

系ではエッジ状態はバルクよりもはるかに数が少ないので､実験的に磁場や電子密度を変

化させてフェルミ面をそこにあわせることはできない1｡よ/ノてエッジ状態だけでは､マク

ロな系でのプラトーの説明はできない｡しかし､フェルミエネルギーがバルクにかかって

いても､バルク状態が局在しているとしてこれが電流に寄与しないと考えれば､プラトー

を説明できる｡

4.2 乱れた端子

今までの議論は端子が無反射､Rit･-0としてきた｡しかし､実験で得られている正確な
量子化を説明するには､1Li≠0でもホール抵抗が量子化されていなければならない.これ
は示せるのであろうか?

そこでこのような反射が起こったとしよう｡4端子形状を考え､先ほどと同じように

(k,i,m,n)-(1,3,2,4)ととる｡仮に電圧端子 mで反射 月が起こったとする｡N-R-
Tkm+TIM+Tnm -Tmk+TmL+Tmnと､強磁場条件､TIM-Tnm -Tmk.-Tmn-0を用い
ると､Tkm -TmL-N-Rとなるので､このとき､(1.62)の行列式は

de畑 (NIN;R,

となる｡これより(1.63)は､

RH-

-(N-R)
O
N-R

-N2(N-R)

h(N-R)･N-N･O h

fDl 〃e2

(4.8)

(4.9)

となり､量子化が保たれることが分かる｡

Rii≠0を実験的に実現するには､端子にゲート電圧をかければよい｡これによってある

ランダウ準位以下に属するエッジ状態を反射させ､熱浴の中に戻すことができる｡

4.3 非平衡分布

今まではエッジ状態がすべてのランダウバンドで同じ値までつまっているとした｡何か

の拍子で､ランダウ準位ごとに異なる"フェルミエネルギー"をもつようになったら､何が

1ェッジ状態は壁から磁気的長さ100Å程度なので､10〃mの細線幅でもバルクのランダウ状態に比べて
loo且/10〃m=1/1000しか存在しないのである｡
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E ys Xvy

Ny､60 Nx'26lr. ･2

xvy 26

起こるだろうか?もし磁場が0か弱い場合は､各サブバンドの混合が強くてすぐに緩和し

てしまうであろう｡ところが強磁場がかかると､エッジ状態が空間的にも分離してしまう

ので､なかなか緩和が起こらないと思われる｡

例えば､n-Oとn-1のランダウ準位に属するエッジ状態は閉じこめポテンシャルが

無限大の時でも､中心座標は磁気的長さバ らい離れている｡不純物ポテンシャルⅥm｡が

timp-Voexp
(r- r.･)2
d2

) (4･10,

(riは不純物ポテンシャルの位置)と書き表されていると､二つのエッジ状態に関する行列
要素は

eXp(
1(XLp-XL.I)2d2
4 e4 ) (4･11)

となり･､長距離ポテンシャルd≫eの場合､非常に小さくなることがわかる.図にd-2と

a-22の場合を示す【28】.
仮にこのような非平衡分布が可能だとすると､何が起こるであろうか?そこで電流端子J

から出た電流が何らかの非平衡分布をもったとして､電圧端子m に飛び込んでいったとす

る.非平衡分布のため､電流は各チャンネルにfnI割り当てられているとする.∑T=lfn-1
である.そのとき電圧端子に入っていく電流Iinは

〟

Iin-∑TLn)fnI (4･12)
n=1

となる｡一方電圧端子から出ていく電流は強磁場なので電流端子 kに流れ込む｡この電圧

端子mがEF+6pのエネルギーを持'.?ていたとすると､その出ていく電流は
〟

Iout-;Sp(N-R)-;6pETk'='n=1
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前節で述べたようにTk….-TmL-N-Rである.TL･…-T.nL-∑,T=1T('▲)として､

RH hEnN=lT('I)fn
e2 EnN=lT(n)

(4･14)

となる｡つまり量子化が ん -1/〃と7巾▲)-1という条件が両方破れると､壊れるので
ある｡

このことを利用して､小宮日的 【29]はエッジ状態の非平衡がどのくらいの距離､長持ち
するのかを測定した｡それにより､非平衡分布が0.25mm程度まで続くことを示した｡
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