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§ 1. 導入

佐藤超関数 (hyperfunction)は，微分方程式の解空間として重要な対象であり，正則関

数の層を係数とする局所コホモロジーによって定義される．このコホモロジーの具体的な

表示には， Cechコホモロジーが利用される．本多ー伊澤ー諏訪 [1]は，軟層分解での相対コホ

モロジーを定義したこの表示は Cech-Dolbeaultコホモロジーと呼ばれ，これまでの表示

とは異なった手法の実現が期待されている．

M をn次元実解析的多様体とし， XをM の複素化としよう．佐藤超関数の表示につ

いて，よく知られるように， Cechの表示ではn+l個以上の正則関数の組を考える必要が

ある．一方， Cech-Dolbeault表示ではcoo級微分形式の組μ= (μぃμ01)が代表元となる．
ここで， µ1 は X 上の (O,n)—形式 µ01 は X\M 上の (0,n - l)—形式である．このように，

常に 2つの単純な被覆の上で定義される微分形式が代表元で，さらには，軟層の性質とし

て，単位の分解や代表元の cutoffなど，解析的に有用な操作が利用できる．

本稿では，この Cech-Dolbeault表示において， Ck級関数の代表元を考える（ただし，

k = n,n + l,・・・ または k= oo). 本多伊澤諏訪 [1]では， Cech-Dolbeault表示での

Schwartz超関数 (distribution)の埋め込みが定義されている．これによって通常の関数を

埋め込む事ができる．この埋め込みの逆写像になるような Ck級関数への対応を構成する．

Cech表示では，通常の関数の代表元に対して，実軸への極限を取れば元の関数を得るこ

とができる．しかし， Cech-Dolbeault表示では代表元の実軸への極限 lilllμ01 (x+《コ:rw)
r→O 

は一般には収束しない．このため，曲面Radon核を利用して Cech表示と対応づけること

で，積分により局所的な逆写像を構成する（定理 4.1)．これを利用して，代表元に収束条件

を仮定すれば，実軸への極限で逆写像が記述できる（定理4.5).Ck級関数の代表元のうち，

この収束条件を満たすものが常に存在することについては補題 4.8で示す．
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§2. 準備

§2.1． 記号

記号 2.1.Xを位相空間としたとき， Xの開集合の族を Op(X)と書く．また， KcX

の内部を Int(K)と書く．

記号 2.2.Xを位相空間とする． Xの部分集合KとX上の層クに対し， Kの近傍上

の切断の全体の集合 §[K] を §[K]= 也~ §(U)で定める．
KCU 

注意本稿では，層と言うとアーベル群の層を意味するものとする．

以降この節では， M をn次元実解析的多様体とし， XをM の複素化とする．

注意本稿では，多様体として，第二可算公理を満たすもののみを考える．

記号 2.3.U E Op(M)に対し， Uの複素近傍VEOp(X)とは，v上で Uが閉集合で
あることを言う．

記号 2.4.層Zx(resp. Cx)をZ(resp. (C)の値をとる X上の局所定数関数とする．

記号 2.5.M 上の実解析関数の層を必1,1,X上の正則関数の層を fYxと書く．

定義 2.6.M 上の Schwartz超関数の層を動と書く．また， K をM のコンパクト集

合として，叩加で台がK に含まれる M 上の Schwartz超関数とする．

記号 2.7.整数p,qを0:S p :S n, 0 :S q :S n とする．“炉を M 上の実解析的 p—形式
o翌を X上の正則曰形式欧p,q)をX上の C°° 級 (p,q)ー形式とする．
また，記号の都合上， p,qE Zが0から nの範囲に含まれない場合は，“炉ゃり翌，
咬，q)はすべて 0と定める．

ここで，ダ⑫ ＝“w, o翌＝瓜である．考える空間が明らかな場合は， M やXを省
略して“やりなどと書く．

§2.2. 佐藤超関数と超形式

定義 2.8.p E Zとし， UE Op(M) 上の p-超形式（佐藤超関数係数の p—形式）を，

綬P>(U)= Hり(V；四）R砂(U)orM;x(U) 

と定める．ただし， VEOp(X)はUの複素近傍で， orM;x(U)= Hり(V;Zx)である．

定義 2.9（佐藤超関数）． UE Op(M)上の佐藤超関数を PlJ(U)＝弧O)(U)と定める．

同様に，台がある閉集合に含まれる超形式と超関数を次のように定める．
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定義 2.10.p E Z, U E Op(M)として， K をU内の閉集合とする． u上の K に台を
持つ p—超形式を，

糾炉(U)= HK(V; (j(P)) R砂(U)orM;x(U) 

と定める．また，勿K(U)＝妥似(U)と定める．

注意．綬P)，妥炉は層となる．より詳細には KKK[2]や金子 [3]が参考になる．

§3. 佐藤超関数の具体的な表示

§ 3.1. Cech-Dolbeaultコホモロジーと佐藤超関数

M はn次元実解析的多様体， X はM の複素化とする． UE Op(M)とその複素近傍

VE Op(X)を取る．また，簡単のため， M は向き付け可能とする．

定義 3.1. 複体（汐(P,•)(V,V ¥ U)，J)を，任意のp,qE Zに対して，

汐(p,q)(V, V ¥ U) ＝汐(p,q)(v) 〶汐(p,q-l)(V ¥ U), 

{) ：汐(p,q)(V, V ¥ U) -------+汐(p,q+l)(V, V ¥ U) 
ul U) 

伽，μ01)I,（8μ1, μ1 -8μ01) 

として定める．この複体の q次コホモロジ一群を H;,q(V,V¥ U)と書き， Cech-Dolbeault

コホモロジーと呼ぶ

ここで， Uが Vの中で閉集合であることが，上のような定義ができるために重要で

あったつまり，より一般に， K が Vの閉集合であれば，上と同様の定義により，複体

（砂（p,●）（V,V ¥K),iJ)およびコホモロジ一群Hり'q(V,V¥K)を定めることができる．

定理 3.2（相対Dolbeaultの定理）．任意のp,qE Zに対して，次の同型が成り立つ．

H;,q(V, V ¥ U) c::: Ht(V; (j(P)). 

この定理の証明は省略する．本多ー伊澤ー諏訪 [1],Suwa[4]が参考になる．

系 3.3.p E Z, U E Op(M)とし， KをU内の閉集合とする．このとき，次が成り立つ．

弧P)(u)'.::'.H;,n(v, V ¥ U) R砂(U)orM;x(U), 

鱈（U)口 H;,n(V,V ¥ K) R砂(U)orM;x(U). 

注意． u上の佐藤超関数uE妥(U)は，μ= (μ1, μ01) E KerJで代表される．コサイク
ル条件仰＝ 0はμ1= 8μ01と同値である．
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定義 3.4（積分）． uをM の開集合， KをU内のコンパクト集合とする．すべての向
き付け層の生成元を固定して考える．このとき，積分

J ：忍（U）叫(U)orM(U)→C 
u 

を次のように定義する：任意のuE沼K(U)に対し，その代表元を (μ1,μ01) E汐(o,n)(V) 〶

忍(O,n-1)(V ¥ K)とする． DがKを含むV内の開集合でC°° 境界8Dを持つとする．こ

のとき，

Juudx =JDいAdz -J 加1/¥ dz 
8D 

と定める．ただし， dz=dz1 I¥・・・八dzれである．

注意ここで，向き付け層の生成元を固定することは，正の向きを決めることに対応し

ている．本稿では， Xの正の局所座標系を (Y1,・ ・ ・,Yn心1，・・・ 9%)としている．通常の向

き(xi,yぃ・・・，・・・，％，珈）とは異なることに注意しておく．また，境界付き多様体Dに対
し，境界aDの向きは次のように定める：任意のpEaDと万内のpを含む局所座標系 U

に対して，局所座標 (pi,・・・,P2n)を万nu = {p E u I P1 ::S o}となるように取る．この
とき，Dの座標 (P1,・ ・ ・,P2n)が正なら aDの座標 (P2,・ ・ ・,P2n)も正となるように aDの
向きを定める．

定理 3.5([1, Corollary 6.12]). KをUのコンパクト集合を取る．このとき，勿炉(U)

と“(nー叫k]はそれぞれFS,DFS空間の構造を持ち，
J 勿屈(U)x (d(n-p)[K] RorM(U))一Hg,n(V,V ¥ K) R i-1。rx(U)―→ C 

は非退化である．ただし， i:M → X は自然な埋め込みである．つまり，妥炉(U)：：：：
(d(n-p) [K] R OTM(U)）＇となる．（•)＇は位相ベクトル空間の強双対を意味する．

最後に，実解析関数の埋め込みも定義しよう まず， 1の代表元について考察する．

M を向き付け可能と仮定しているので，生成元 eM/XE orM;x(U)が取れる． これ

に対し， zに値をとる局所定数関数を正則関数とみなす射Zx→tJxから誘導される
orM;x(U) = Hり(V;Zx)→関(V;tJx) を考え， eM/Xに対応する HRI(X;tJx)の

元を取る． この元の Cech-Dolbeault表示での代表元を vと書こうすると，定数関数

lE妥(U)は[v]R eM/Xと定まる．この代表元vを使って，実解析関数の埋め込み定める

ことができる．

定義 3.6(Cech-Dolbeault表示における“の埋め込み）．アーベル群の準同型 ”(U)

を次のように定める．

国 (U):d(U)ぅff--+ [f v]幻 M/XE勿(U).

ただし，1はflu=fとなるV上の正則関数である．このように定めた心＝ ｛luf(U)}UEOp(M) 
は層の準同型となる．
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注意．向き付け層の生成元と対応した代表元を持ってくることが璽要である．

§3.2. Cechコホモロジーと Cech-Dolbeaultコホモロジ一

この 3.2節では，金子 [3]及びKKK[2]を参考に Cechの理論のざっくりとした説明と

Cech-Dolbeaultコホモロジーとの関係について述べる．

簡単のため，この節を通して， M ＝町及びX=Cnと定める．また， UE Op(M)と

その複素近傍を V=U+《コRnとして説明する．

まず， Vo,...,Vn-1を町のベクトル空間としての基底として取ってきて，さらに， Vn= 

-(vo + ・ ・ ・ + Vn-1)と定める．任意の k= 0, l, ・ ・ ・,nに対し，半平面 Hk= {v E陀nl

〈v,v砂＞ O}を取り， Cn内の開集合Vk=U＋《可―几及びVn+l= Vを定める．以降添

字の集合をA'={O, 1, ・ ・ ・, n }, A = {O, 1，・・・，n+l}として書く．この設定のもと， V¥U

の被覆V'={Vk}kEA'と， Vの被覆V= {VkhEA = V'u {V}を取り，次のように Cech

コホモロジーを定める．

定義 3.7(Cechコホモロジー）． x上の層クに対して，び(V,V’;ff)を

び (V, V'; ff) ~ { {F入。 心 ｝（入。 入K)EAk+1 ::: ：／〗:：：：31+1⇒n入3VF入入ko:k 9 入k= 0 } 
と定義して，準同型ふび(V,V’;ク)→ Ck+1(V,V’;ff)を次のように定める．

8 (｛F入。，…ふい。，…ふ）EAk+1)＝ ｛芦(-l)iF畑…，ふ— 1 ふ＋1 ，…,入k} （入。9 ふ）EAk+1
（び(V,V’;ff),J)は複体となり， K次コホモロジ一群を Hk(V,V’;ff)と書く．

定理 3.8(Leray)．次の同型が成り立つ．

が (V,V’;り)'.:::'Hi5(V;tJ). 

証明は，金子 [3]の定理5.5.6,または， KKK[2]の定理 1.2.1を参照せよ．この定理3.8

はU上の佐藤超関数は正則関数の形式的な直和として，次のように書けることを意味する：

(3.1) と F；€ ④り（号）．
0:'::'.j:'::'.n 0:'::'.jさ：n

ただし， ¥£:-=Von...ni,;—1 n ½+1 n ・ ・ ・ n Vn+l及びFへ＝ F。9
人
…,j-1,J+l,…，n+lである．

この被覆の共通部分及びそこで定義される関数の記法は7後も用いる．

ここで，実解析関数の佐藤超関数への埋め込みに関して， Cech表示での定義を与える．
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定義 3.9(Cech表示における“の埋め込み）．任意のfE d(U)とk= 0, 1, ・ ・ ・,nに
対して，

l.fd(U) (f) = fl v~ R ek 
k 

と定める．ただし， jは flu=fとなる V上の正則関数であり， ekは， H[J(V;Zx)仝
か (V,V';Zx)のように 0と同様の被覆で Cech表示をしたときに，

〇⑤・・・①0①1① O①・・・①0€ ④ Zx僅）
O:Sj:Sn 

で代表される元である．このように定めた国＝ ｛国(U)}UEOp(M)は層の準同型となり， K

の選び方に依らず定まる．

最後に， Cech-Dolbeault表示における境界値写像を定義し， Cech表示との対応関係に

ついて述べておく． X の開集合Qが次の 2つの条件を持っていれば， 9上の正則関数を

Cech-Dolbeault表示における佐藤超関数とみなすことができる．

(B1) TIつM.

（恥）包含写像 (V¥ 0) ¥Mc.....+ V ¥ 0はホモトピー同値を与える．

ここで， M ＝町は向き付け可能なので，生成元eM/XE OTMjx(U)を取っておく．

命題 3.10([1, Corollary 7.10]). [v] R eM/X E勿(U)が定数関数 1となるような佐

藤超関数の Cech-Dolbeault表示における代表元 1/ =（巧，Vo1)E 汐(o,n)(V, V ¥ U)を，

Suppv（巧） C Q及びSuppvw(vo1)c 0を満たすように取れる．

この命題は，定義3.6で定めた， 1の代表元の台を cutoffできることを述べている．非

常に重要な命題であるが，説明は省略する．

定義 3.11（境界値写像）． uを命題3.10の条件をみたすように取る．このとき，

如： 0（O)→沼(U)=H〗,n(V,V\U)®知(M) orM;x(M) 

を加(f)=[iv]R eM/Xで定める．

ここで， U,V, V,;;はこの 3.2節の初めの設定を引き続き用いることを思い出しておく．

例 3.12([1,例7.14]）．任意の k=0,1,2,・・・,nに対して， 'PkE C00(V ¥ U)を次を満

たすように取る．

(1)任意の k= O,・・・,nに対して， SuppV¥U（匹） CV,;;.

(2) V ¥ U上でど (f)k= 1である．
k=O 

この｛匹｝k=O，・・・，れを利用して，次のような微分形式を構成する．任意のj= 0,1,2,・・・,n 

に対して， X叫z) は， v~ の定義関数，つまり， E上で 1, それ以外では 0 となるような関数

として，
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巧，01= (-lr(n -1)! Xvj加。八・・・八8幻ー1̂ 8的＋1/¥...八8五 1

と定める．巧＝ （0, Vj,01)は定数関数 1の代表元となり， Suppvw(v01)c V-;;;を満たす．

定義 3.13.U上の佐藤超関数の Cech表示と Cech-Dolbeault表示の間の準同型 bu:

Hn(v, V'; tf) R orM;x(U)→加(V,V ¥ U) R orM;x(U)を次のように定める．

n n 

bu(［こ剛幻M/X)＝と加(F7).
3 

j=O j=O 

定理 3.14.buは同型を与える．

この定理3.14の証明は，例3.12の匹を用いながら，相対Dolbeaultの定理（定理3.2)

の証明と同様の操作を図式を辿りながら行う必要がある．本多ー伊澤ー諏訪[1]のLemmaA.5

や Suwa[4]が参考になる．少々長くなるので本稿では省略する．

§3.3． 曲面Radon核

この 3.3節の内容については，金子 [3]及びAKY[5]が参考になる． 3.2節に引き続き，

M ＝町， X=Cnとし，また， UE Op(M)に対する複素近傍を V=U+《可町として

説明する．被覆v及びV'に加えて，便利な記法E,F^ も引き続き用いる．さらに，ここ
J, J 

で，任意の0'.Sj'.Snに対して， r．1= H。n・ ・ ・ n H7-1 n HH1 n ・ ・ ・ n Hnと定める．ただ
し，几は 3.2節で定めた半平面である． V1=U+《二Ir]であることに注意しておく．

定義 3.15([3,定義3.1.6]）．原点を頂点とする錐re股n，に対して，双対錐roを「゚ ＝

{~ E 町|〈~,Y〉 2: 0 (Vy E「)}と定める．

以降錐というと，原点を頂点に持つ錐のこととする．

定義 3.16.錐re町に対して，錐r'c町が固有部分錐であるとは，r'n{y E良nl
IYI = 1} c Int(r)であることをいい， r'ccrと書く．

定義 3.17（無限小楔，［3,定義2.2.9]).UC股n を開集合， rc股n を開錐とする．開

集合 vccn は次の 2 条件を満たす時， U ＋《コ~ro 型の無限小楔であるという．

(a) V c U+《コrとなる．
(b)任意の固有部分錐r'ccrと任意のコンパクト集合KcUに対して，ある 8>0

が存在して， K+ 《コ~ (r'n {y E町 IIYI < 8}) c Vとなる．
Uを無限小楔の刃といい， rを無限小楔の開きという． F(z)E tJ(U+Aro)と書くと，

F(z)が9+《可ro型のある領域での正則関数であることを意味する．

以降 z,〈ECnに対しz(=zふ＋・・・十Znふ及びぐ＝叶＋・・・＋はと略記する．
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定義 3.18.(z, () E en X enに対して，曲面Radon核W(z,（)を次のように定める．

W(z,() = 
(n -1)! (1-✓コz<／亙）n-1 ー (1-Az(／ぃ戸）n-2田ー（z()2尼）

(-2吋叩 {z(＋←I（八厄ー（尋／氾｝n . 

補題 3.19([3,補題2.3.4]).Z = X+《コ］，＜ ＝＜＋《□りと書く． re野1を任意の開
錐とする．~ E Int(I'0)であれば， 2n次元の開凸錐△ c取炉＜股］であって，△n{71=0}っr
を満たすものが存在し， W(z,〈） EC（町 XInt(r0)＋《コ△o)となる．さらに， W(z,() 
は実開集合（尺n¥ {0}) x Int(「゜）の近傍まで解析接続できる．特に，（＝ ~E 股n ¥ {O}を固

定すると， W(z,(）はzの関数として半空間{yE股nI Y~ > o}の開きを持つ無限小楔

町＋《コ{yE股nI Y~ > Yり ~I-(y~)2 /1~1} 

で正則であり，さらに」籾＼｛0｝の複素近傍

{ X + Hy  E en I IY~I + (y叶~I-(y~)2 /1~1) < ~ (lx~I + 2(砕 |~I-(x~)/1~1))} 

まで解析接続できる．

補題 3.20([3,補題2.3.5]).f (x)は股n上のC吋吸関数で，台がコンパクト集合Kc股n

に含まれるとし，

F(z, () = 1n f(w)W(z -w, () dw 
図n

とおく． F(z,（)は補題3.19における開き△の無限小楔で正則で，（野＼K)x（野八{O})

の近傍に解析接続される．また， F(z,（)は野n X（股n ¥ {O}）まで連続に延び，この延長さ

れた F(x,(）について，

J F（パ） d~= f(x) 
sn-1 

が成り立つ．

補題 3.21([3,系2.3.6]）．町＼ ｛O}の近傍において，

ln-l W(z, ~) d~ = 0 
sn-1 

が成り立つ．この積分はzについて広義一様収束する．

定義 3.22(Cech表示におけるク加の埋め込み）． KをU内のコンパクト集合とする．

任意の u€ ク加(U) に対して，

F;(z) =〈u(w),W(z -w, q) dw〉(j= 0, 1,.. •, n), 

として， Lク加(U)：叩加(U)→!?lJK(U)をu→こJF了で定める．このとき， Supp(l(u))C 
Supp(u)が成立する．
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定義 3.23(Cech 表示における ~b の埋め込み）．任意の u E ~b(U) に対して， u を局

所有限和で U=~入 U入と分解する．ここで， K入は U 内でコンパクトで， U入 E ~bK入 (U)

である．この分解により，し'!&b(U)(U)＝こ入し'!&bK迅ぃ（い）として uを佐藤超関数の Cech表

示の代表元に対応付ける．すると，し'!&b(U)はwell-definedであり，し勁＝ ｛し'!&b(U)}UEOp(X)

は層の準同型となる．

命題 3.24([3,定理3.5.5]).Cech表示における埋め込み国：“→妥及び心b: ~b • 

勿は，通常の埋め込み“'-----+~b と両立する．

§ 3.4. Cech-Dolbeaultコホモロジーによる Schwartz超関数の埋め込み

本多伊澤ー諏訪[1]では， Cech-Dolbeaultコホモロジーの枠組みにおいて， Schwartz超

関数の埋め込みを定義している．局所座標による定義は次のようになる．

定義 3.25([1, Theorem 8.1]). T = (T1汀01)E汐(O,n)(V, V ¥ U)をCech-Dolbeault表

示での Diracのデルタ関数の代表元とする．このとき，任意の uE ~b(U) に対して，

曇 (U)(u)= (1向＋Dz0I¥ To1)(z -t, t)u(t)dt, L (0To1)(z -t, t)u(t)dt) Ju 
と定める．ここで， 0(z,t) EC(X)（XxU)は，次の 2条件を満たすように定める．

(1) 0(z,t)は{0}x Uの近傍上で恒等的に 1.

(2) Supp(0) c Tが成り立つ．

ただし， TEOp(X Xu)を

{O} x U C T C { (z, t) E X x U I lzl < 3―1 min{l, dist(t, M ¥ U)}} 

を満たすように取る．

命題 3.26([1, Lemma 8.19]）．曇＝ ｛国(U)}UEOp(M)は層の射をなす．

この命題を示すには，拡張された空間XxM上の層について考える必要がある．詳細

については，本多ー伊澤ー諏訪 [1]の Section8で解説されている．

§4. 微分可能関数の埋め込みとその逆写像

この節では， M をn次元実解析的多様体， XをM の複素化とする． UE Op(M)及び

VE  Op(X)をVがUの複素近傍であるように取る．また， 3.4節で定めた Cech-Dolbeault

表示での Schwartz超関数の埋め込み l:≫b及びし:≫b(U)をしと略記する．

定理 4.1.KをUのコンパクト集合とし， f(x)E Cn(U)を台がKに含まれるように

取る．μ = (μ1, μ01) E汐(o,n)(V, V ¥ K)をし(f)の代表元として，次のような関数を考える：

F(z, () = l W(z -w，く）い(w)I¥ dw -laD W(z -w, () μ01(w) I¥ dw. 
8D 
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ただし， W は定義3.18で定めた曲面Radon核で， DはKを含むVの滑らかな境界を持

つ相対コンパクトな開集合であり， z(/_ I5であると仮定する．このとき， FはL(f)の代表
元μ及び積分領域Dの取り方に依らず，次の条件を満たす：

(1) Fは開き△を持つ無限小楔内の (z,（)について正則関数となる．△については，補

題 3.19を参照せよ．

(2) Fは(U¥ K) x（町＼｛0｝）の近傍まで解析接続できる．

(3) F は Ux （町＼｛O}) まで連続に延長可能で，拡張された連続関数 F(x，~)は，

f(x) = hn-l F(x, ~) d~ を満たす．
sn-1 

証明．まず， Fが代表元μ及び領域 D に依らないことは， Stokesの定理と Cech-

Dolbeault表示の代表元の取り方から簡単に示せるので， F(z,〈） ＝J1 W(z -t, ()J(t)dt 

が成り立つことを示す． 0(z,t) E C00(V XU)を定義3.25の条件を満たすように取る．さ

らに， Diracのデルタ関数の代表元を Bochner-Martinelli型 (0,-(-1)エデ惰）として取

る．ここで9は，局所座標系を用いると，］ゑ＝ d函八・・・八dゑi-1八dゑ2+1/\•・・八 dゑn として，

(3（z) = (-1)----'----§ 
~ (n -1)! 1 

(21rv-T)n llzll2n 
L(-l)i一国dる
i=l 

と表示される (0,n -l)形式である（詳しくは本多ー伊澤ー諏訪 [1]を参照）．定義3.25から，

L(f)の代表元μは，

μ = -(-1)王 (Juf(t)叫 (z-t, t) I¥(3（z -t) dt, l f(t)0(z -t, t)(3（z -t) dt) 
と書ける．補題A.2(Bochner-Martinelliの公式）より，

F (z, () = fu 1 (t) dt ((-1)デ W(z-w, ()0(w -t, t)(3（w-t)八dwJ8D 
-(-1)デ lW(z-w,〈）凡0(w-t, t) I¥(3（w-t)八dw)

= 11 J(t)W(z -t, ()0(0, t) dt = 11 J(t)W(z -t, () dt 
Ju 

と式変形できる．以上より，補題3.20に帰着し， f(x)= hn-l F(x, ~) d~ が示せる． ロ
sn-1 

ここで， F(z,（）について，代表元μを明示する場合は， F[μ](z，く）と書くこととする．

補題 4.2.M ＝町， X=C八UE Op(M)とし， 3.3節の設定と同様に， rj,v'?を取る．
uをU上のコンパクト台を持つ佐藤超関数とし，μを uのCech-Dolbeault表示による代

表元とする． F[μ](z,f_t)E爪吟）を次のように定める：

F[μ] (z, q') = lon.c;n-1 F[μ] (z, ~) d~. 
ronsn-1 
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このとき,Lj F[μ](z, r;）はuのCech表示による代表元となり,Lj F[•](z, r;)はbu|めK (•) 

の逆写像となるただし，写像buは定義3.13で定めた写像である．

証明の概略． KをU内のコンパクト集合とし， uE ~K(U) を取る．区·たは佐藤超関
J J 

数uのCech表示における代表元とする．勿K(U)'.:::'.(szl(n)[K] Roru(U)）＇が成り立つの

で，任意のい €“[K] に対して次を示せば良い：

(1)〈μ，心dx〉=〈LjF[μ](z,r;），ゆdx〉. (2) <~j bv,,/F7) ，ゆdx〉=〈~jF7,1/Jdx〉.

ただし，上の記号〈•,•〉は，左辺と右辺で意味が異なっている．左辺が Cech-Dolbeault 表

示でのペアリングで，右辺がCech表示でのペアリングである．

残りの証明は， Cech表示の積分と n枚被覆の Cech-Dolbeault表示の積分の対応を見

る必要がある．長くなるので省略する． Cech表示の積分は金子 [3]の3.4節， n枚被覆の

Cech-Dolbeault表示における積分は， Suwa[6]のSubsection6.2で説明されている． ロ

以降 k= n,n+l,・・・ またはooとする．しいの逆写像について，極限による簡明な表

示を得るため代表元の収束を定義する．

定義 4.3.μ01 E忍(O,n-1)(V ¥ U)ががk-qw,(0,n-1)(V ¥ U)に属するとは，次の条件を満

たすことを言う．

(1)任意の xEU及びWE5n-lに対して，極限

n 

見。（Firr-l L(-l)i十lWふ(x十Ffrw)
i=l 

が存在して， U＋《コsn-1上のn連続関数に広義一様収束する．ただし， Ji,・・・,fn 

は µ01 の係数，つまり， µ01= 〉〗い恥八・・・八 dゑi-1 /¥ dzH1 I¥ • • •八 dzn であり，
i=l 

z=x+J=Iy及びy=rwとして虚軸方向yを半径rとWE Sn-1で書いている．

(2) k < oo ならば， J約— 1 L(μo1)はU上のび級関数であり，
k = ooならば， L(μo1)はU+《可sn-1上のcoo級の微分形式である．

n 

ここで， L(μo1)(x,w) =占児。（《コr)n-1区（一l)i+1wi fi(x + ✓コ:rw)dsと定める．た
i=l 

n 

だし， ds= L(-l)i+1widw1 I¥・・・ I¥ dwi-1 I¥ dwi+l I¥・・・ 八dwnである．
i=O 

定義 4.4.炉-qw,(O,n-1)(V, V ¥ U)を次で定める．

忍k-qw,(0,n-l¥V,V¥U) = {μ = (μ1,μ01) E汐(O,n)(V, V ¥ U) I μ01 E汐k-qw,(0,n-l)(V ¥ U)}. 

以降 k= ooの場合は特別に，炉qw,(O,n-l)(v¥ U)や炉1w,(O,n-l)(v,V ¥ U)と書いて，

ooを省略する．さて，次の定理が主結果である．
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定理 4.5.u E勿(U)を取る． U = l(j)を満たすfE Ck(U)が存在することと l(f)の

代表元μ = (μ1, μ01)でμ E gk-qw,(O,n-l)(V, V ¥ U)となるものが存在することは同値で

ある．さらに，
I(μ)(x) = -Ln-i L(μ01)(x, w) E Ck(U) 

sn-1 

と定めた Iはwell-definedであり， I(μ)=fを満たす．

証明は見通しをよくするため， 3つの補題（補題4.6,補題4.7,補題4.8)に分ける．

補題 4.6.'UE ~(U) として，µ及びµ'を u の代表元とする． このとき，μ,μ'E 
ぷk-qw,(O,n-1)(V, V ¥ U)であればI(μ)=I(μ'）となる．

証明．任意の xEUに対して， I(μ)(x)= I(μ')(x)となることを示す． XEV" cc 

V'cc V, U" = V" nu, U'= V'nuとなるように V',V” 及び U',U"を取る． uの代

表元hとh'を次の条件をみたすように取れる（補題A.l):

(1) μとμ'は V上で同じコホモロジー類を定める．

(2) V” 上でμ=μかつμ'=μ'となる．

(3) Suppμ c V', Suppμ'c V'を満たす．

取り方から， fllv11,il'lv" E炉k-qw,(0,n-1)(V", V" ¥ U”)である．このとき，定理4.1で定

めたように， F[μ](z，く）及びF［閏（z，く）を定める．定理4.1と同様にして，条件（1)から
F[μ](z, () = F[μ'](z,〈）とわかる．よって，あとは， F[μ](z，く）が実軸まで連続に伸びるこ

とを U” 上で示し，任意のXEU"に対してfsn-1 F[µ](x , ~)d~ = I(μ)(x)であることを確
かめればよい．

廷町＼｛O}とxEU” を固定して考える． D'をVの開集合で U¥U" c D'を満たす

ものとし， D"を加の開集合でD"= Int(U" ¥ D')となるものとする．積分領域Dを変
形することで積分は次のように書くことができる．

扉 l(z,＜） ＝J w(z-W,(）P,1(w) I¥ dw -ln, W(z -w,(）加(w)I¥ dw 
D1 

~ 1,,, W(z-t,() (L, L::.::;(t,w)) dt 
xはD'の外にあるので，補題3.19から， 1番目と 2番目の積分はxの近傍に解析接続で

きる．また，補題3.20と同様にして， 3番目の積分も D"まで延長できる．よって， z=x,

く＝くとして実軸上の点を考えてよく， F[μ](x,（)をくについて Sn-1上積分すると，補題

3.21より， 1番目と 2番目の積分は 0となる．さらに， V” 上μ=μであることを考慮に

入れ， hn-1 F[µ](x，か） d~=しfv11W(x-t,~)I(µ)(t)dtd~ 

となる．補題3.20と3.21から，これはI(μ)(x)と等しい． 口

補題 4.7.f Eび(U)に対して， l（f)の代表元でμE汐k-qw,(O,n-1)(V, V ¥ U)となるも

のが存在するならば， Iol(f)＝ fとなる．
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証明． XEU" cc U'cc uとして U',U" E Op(M)をとり，心 EC0(U)をU” 上で
は1,U¥U'上では 0となるように定めるまた， U"cc U'cc Uのある複素近傍をそ

れぞれV"cc V'cc Vとする．補題A.lより， L(匂f)の代表元iを， V” 上でμ=μか
つV¥V'上でμ=0を満たすように取れる． L(ゆf)E勿v,(U)であることと定理4.1を利

用すれば，
扉）（x）＝ J 扉］（パ） d~= ゆ(x)f(x)

sn-1 

が成り立つ．補題4.6の証明と同様にすれば， XEU"に対しI(μ)(x)= f(x)とわかる． ロ

補題 4.8.u E &J(U)に対して次は同値である．

(i)ある fEび(U)でu=L(f)となるものが存在する．

(ii) uの代表元μでμE汐k-qw,(0,n-l)(v,V ¥ U)となるものが存在する．

証明．まず，（i）⇒(ii)を示す． XEU'cc uとなるような U'を，ある局所座標系の
中で開区間の積 (a1,bリX・ ・ ・ X (aか加）と書けるように取る．任意の i= 1, • • •,n に対
し，（ai,bi)の複素近傍を v:と書くと， v'=v{ x... xv~ は Stein 開集合で， U' の複素

近傍となる．ここで，バま層の射なので， U＇で示せばよい．よって， l（f)|u，の代表元μで，

μE汐k-qw,(O,n-l)(V',V'¥ U'）となるものが存在することを示す．

本多伊澤諏訪［1] の ~xample 7.~6 から， Dirac のデルタ関数の代表元として，

（冗加）＝（0，(n-1)！如1̂  ・ • • A8五—1) が取れる．ただし E c00(v' 
(21r✓可）n 釘．．． Zn

, l.f)i E C00 (V'¥ U') (i = 

1,...,n)は次のように構成する：

｛ふ｝いを， sn-1の単位の分解で， i= 1, • • •,n に対して，（0,・ ・ ・, 1, ・ ・ ・,0)の近傍

で仇＝ 0となるように取る．このようなちにより 'Piを， 'Pi(x+《コ五d)＝ふ(w)
(x E U',r > 0,w E 5n-l)と定める．

ここで， 'Piはyの動径方向rについて定数であることに注意しておく． l（f)の定義から，

代表元μ = (μ1, μ01)は， μ1= 0及び

μo1 = (n -1)！ 8'P1A.．．A 8'Pn-1 J 0(z-t, t)f(t) dt 
(27rご）n Ju, (z1 -tリ・・ •(zn -tn) 

で定められる (0(z,t) E C00(X X U'）は定義3.25の条件を満たすもの）．

z=x+ ✓コrw EV'¥ U'として， rE (O,oo), w = (wl,"',wn) E sn-lをとってく

る．ここで，行列 jtを，行列 (O¢JO凸）l:','.i:','.n から第i行目を除いた (n-1) x (n -1) 
1<j<n-1 

の小行列とする．このとき， L(μo1)(x,w)ーの1系数は，

1 
n 

lim L(-1)i十□detJi 0(x + Arw  -t, t)f(t) 
dt 

r→+0 (-2)n-1 t=1 Ju (m ＋にTrwl-t1)・・・（％＋にTrwn-tn) 
と書ける．各'Piはrに依らないので， deti;もrに依らない．さらには， 8'P1A.．．A8'Pn-1 
は各Yi軸の近傍で恒等的に0となり， deti;もそこで消える．
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以上の考察から，どのi= 1,・ • •,n に対しても Wi -/= Qとなるような z=x+《コテWE

V'¥U'に対して，極限 limJ 0(z -t, t)J(t) dtがU'＋yCisn-l上の連続関数
T→+O Ju, (z1 -t1) ・ ・ ・ (zn -tn 

に広義一様収束することを示す．この積分については，部分積分

J 0(z-t, t)f(t)J 加 (O(z-t, t)f(t)） 
dt = / ~ log(z1 -t1) ・ ・ -log(zn -tn)dt 

U'(z1 -t1) ・ ・ ・ (zn -tn)-- Ju, 8t1 ・ ・ ・ 8tn 

を考えると， r→十0とした時U'+《コsn-1上連続になることが言える（これは金子 [3]

の系2.3.2の証明と同様の手法である）．最後に， k= ooの場合は， fがCCX)級であること
に注意して部分積分を繰り返せば， L(μ01)がU'＋《コ：sn-1上の CCX)級の微分形式であ

ると示せる． n:Sk<ooの場合は， L(μo1)が連続，つまり，積分可能であることがわかっ

たので，補題4.6の証明と同様の議論ができて， Ioi(f) = fとなり結論を得る．

次に，（i)-¢::: (ii)を示す． U'cUをxの十分小さい開近傍， V'cVをU'の複素近傍

とする． Xu1をU'の定義関数として取る．つまり， U'上では 1,その外では0の関数であ

る．バま層の準同型であることに注意して， I(μ)の代わりにXu1I(μ)を用いることで，

l O I(μ)lu, = [ (L, (0T1 + aze八Tm)(z-t, t)I(μ)(t)dt, L, (0加）（z-t, t)I(μ)(t)dt)] 
と，積分領域を U'上に制限して考えられる．さらに， Diracのデルタ関数の代表元(T1汀01)

として， bu（戸Jr;nsn-1W(z,(）dC)を持ってくる．ここで， buは定義3.13で定められた

写像で，戸l'jnSn-lW(z，砂） d~ は Cech 表示における Dirac のデルタ関数の代表元になっ
ている． V＇は十分小さく取って良いので， 0をV'xU'上で(T1汀01)＝ （O町十8』八To1,0加）
となるように取っておく．加えて， buを具体的に考察するため，例3.12で構成されるよう

な1の代表元を用いた加の記述を考える．証明の前半部分でやったように，約を yに依

らないようにして，これを例3.12のもとすると，次のように書ける．

LOI(μ)|u = ［bu にl;ns•-'L W(z -t, OJ (μ)(t) dt~ 
:-JI'~nsn-1 JU' )] 

補題4.2により， I:jbu+✓コq(F[•](z ， rj)) = id(•) であるので， Cech 表示において，

(4.1) ［こ扉］（z，閂）］ ＝ ［こJ J w(z-t，/.)I(μ)(t) dt d/. 
j 

:-Jr0nsn-1 JU' 
] on U' 

を示せば良いこととなる．ただし， F[μ](z,r;）は次のように定義された：

糧］（z，打） ＝lr'Jnsn-1 (l W(z -w，瓢（w)I¥ dw -laD W(z -w, ~)flo1(w) I¥ dw) d~ 
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等式 (4.1)は，補題4.6と同様にして，領域 D を変形することで示すことができるので補

題が示される． ロ

付録A.

補題 A.1（台がコンパクトな代表元）． M はn次元実解析的多様体， XはM の複素化

とする．また，相対コンパクトなM の開集合Uとその複素近傍VEOp(X)を取る．佐藤

超関数の代表元μEぷ(o,n)(V, V ¥ U)に対して，ある代表元μE汐(o,n)(X, X ¥ M)であっ

て， V'上でμ,X¥ V” 上で0となるものが存在する．ただし， V'ccV cc V”である．

証明．妥は脆弱なので，あるuE勿（M）で， 0|u＝ ［μl, a|M¥万=0となるものが存在
する．よって， μoE忍(O,n)(X,X¥M)で， μolv＋叶＝μかつ μolxw＋缶”＝ 0を満た
すものが取れる．ただし， T1E汐(O,n-l)(v,V¥U), T11 Eぷ(O,n-l)(X¥V, (X¥ V)¥(M¥U)) 

である． vti及び胄を v'ccv6 cc v cc v6'cc v"となるような Xの開集合とし

て， X上の台がコンパクトなcoo級関数似，cp"を，それぞれ，中＇は V'上で 1かつX¥v。
上で 0 となり，¢”は X\V~ 上で 1 かつ V” 上で 0 となるように取る．以上の準備の元で，
μ = μo + rJ(cp1T1) + rJ(cp11T”)と定めればよい． ロ

補題 A.2(Bochner-Martinelliの公式）． DCenをび級の境界を持つ有界領域とす

る．任意の zED及びgE C1(D)に対して，

n(n+1) n(n+1) 

g(z) = (-1)~ laD g(()(3（＜ -z) I¥ dく一 (-1) 2 JD 8g(＜） A (3（〈 -z)I¥ d( 

が成立する．ただし， Bは次のような (0,n -1)形式である．

(3 (z)=(-1)~ 
~ (n -1)! 1 

(21rAr llzll2n 
区—1)t-1ぇdゑ．
i=l 

Bochner-Martinelliの公式については， Krantz[7]が参考になる．

注意．本稿では， Cnの正の局所座標系を (Y1,・ ・ ・, Yn心1，・・・，％）としている．通常の

向き (x1,Y1,...'...,xか珈）とは異なるため，（ー1)
n(n+l) 

2 という定数倍が掛かる．
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