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§1.序

マクロなレベルでは輸送現象は現象論的法則によって記述される｡特に (線形)拡散では

粒子流 (∫)が密度勾配 (∇C)に比例するというFidの法則が成り立つ.

J=-DVC. (1･1)

とこでかは拡散係数である｡この場合､周知のように､棒状の領域の両端で一定の密度差を

保つという境界条件の下では-様な密度勾配を持つ状態が自発的かつ非可逆的に形成される｡

ミクロな力学法則に基づく現象論的法則の導出､輸送係数の計算に関しては､これまで活発に

研究が行なわれ､久保らによる線形応答理論1)など数多くの理論が提出されている｡また適当

なスケ11)ング嬢駅をとることにより直接ミクロな力学法則から輸送現象のマクロな側面を

捉えようというアプローチもある2)｡しかし､輸送現象に付随するミクロな状態に関してはあ

まり知られていなし､｡

他方､拡散を示す純力学的カオスモデルは､近年いろいろと提案され､その性質が研究され

ていが -ll)｡とりわけ､ベルヌーイ写像を空間的に砿張したモデル517)やバイ.こね変換を空間

的に拡張した保存的なモデル9-ll)では､平衡への接近を特徴付ける減衰モードおよび減衰率が

密度分布関数の時間発展演算子 (nobenitLS-Perron演算子)の一般化された固有歯数および対

応する固有値として計算されることが示されている｡この固有値 (の対数)はPoQPott-Ruene
の共鳴12･13)に相当している｡非可逆性と分布関数の時間発展演算子の間にあるこのような関

係の存在とその一般性は､Prigoか eら14~18)によって主張されている｡その理論では､(通常

は現象論的方程式やマスター方程式を通.して得られる)熱平衡への接近を特徴付け畠減衰率･

減衰モードが､分布関数の時間発展演算子 (Li｡W血e-yonNeumann演算子)の一般化された

固有値･固有関数として計算される｡

与こでは､多重バイこね変換という保存的な決定論的拡散モデルにおいて､非平衡定常状

態を厳密に構成し､そこでフラクタル的な特異測度が重要な役割を演じていることを示す｡2

節やモデルを鋭明し､3節で累積分布関数の発展方程式を導く｡4節では累積分布関数の発展

方程式の定常解として非平衡状態を構成し､付随する流れの性質を論じる｡ 5節では､両端の

密度差が一定に保たれるようにした有限長の多重バイこね変換の時間発展を調べ､両端での

分布が一様Lebes即e測度の場合､定勾配を持ちFld の法則に従う状態が自発的に生成され

ることを示す｡詳細は文献31-32を参照されたい｡
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｢多自由度の力学系と幾何学｣

§2.多重バイこね変換

一次元の酔歩では､一次元格子上を動く粒子が各時間ステップに一つの格子点から左右両

隣の格子点にそれぞれ1/2の遷移確率で移動する.格子点を単位正方形で､両隣への振り分
けをバイこね変換に置き換えることにより､酔歩に類似した可逆な力学系が構成できる｡これ

が､次のように定義される多軍バイこね変換βである｡

B(n,I,y)-
〈

(n-1,2C,掌),

(n+1,23-1,牢 ),

0<_=<1/2

1/2≦=≦1
(2･1)

ここで､整数nは､単位正方形のラベルであり､実数の組(C,y)(o≦C≦1,0≦y≦1)は･
各単位正方形内での座標を表わす｡図11羊､写像 B を模式的に示すo容副 こわかる様に､写

像Bは､(Lebes即e測度について)保測かつ可逆で時間反転不変である｡事実､変換

I(n,I,y)=(n,lly,1-I) (2･2)

に対して

Bll-zBt, (2･3)

である｡また､多重バイこね変換 Bは､一様に双曲的であり､その最大Lyapunov指数はh

2である｡

§3.測度の時間発展

統計力学の通常のアプローチでは､考えている系の状態は分布関数によって指定される｡

分布関数はLiouyine測度に関して絶対連続な測度を定め､逆にそのような測度は分布関数を

定める｡つ まり､系の状態は､相空間上で定義された測度により表わされている｡今､測度の

時間発展を直接考えると､必ずしもLi011vine測度に関して絶対連続でない測度も含めること

ができ､より一般の場合も扱える｡

l
図1:多重パイこね変換B
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多重バイこね変換の場合にこれを実行しよう｡一般性を損なうことなく測度〝をBoTd測

度に限ることができる｡この時､任意の〝-可測集合は､次の様な半開矩形の可算個の和集合と

して表わされる｡

(lo,I)×【O,y))., (3･1)

ここで添字nは､矩形【0,I)×【0,y)がn番目の単位正方形の部分集合であることを示す｡従っ

て,測度pは,累積分布閑数G:

G(n･3,-y,≡.p(([0･C,xl0･y')n), (3･2'
により完全に指定される｡測度JLの時間発展方程式は､Liouvi11e方程式と同様に導出される｡

ILt+1(A)-ILL(B-1Jl), (3･3)

ここで､IL̀は時刻 tでの測度を表し､Aは任意の可測集合である｡矩形 (【0,3,)×【0,州 n･の逆
像が

B-1([0,-0･y))～-
('(0,号)×【0,2y)L l, 0≦y≦1′2

(【0,普)×【0･1))叫

車 ,早 )×【0,2y- 1)L l , 1/2<y≦ 1
と与え られるので､累積分布関数βの発展方程式は結局

Gt(n+1,号,2y),
Gt+1(n,3;,y_)-

0≦y≦11/2
Gt(n+1,号,1)+Gt(n-1,守,2y-1)

-Gt(n-1,圭,2y-1),0≦y≦1/2

となる?ここでGt(n,缶,y)≡pt

(3.5)式で〇-1,y-1と置くと
((【0,- y))n)

(3･5)

は時刻tでの測度の累積分布関数である｡

Gt+1(n,1,1)-αn+1.tot(n+1,1,1)+(1-an_1.I)Gt(n-1,1,1), (3･6)

成立すーるので､(3-･6)声は､時刻tのサイトhから(nLl)への遷移確率がαn.tである様な酔歩
を表わしている｡αn.tは選んだ測度に依存して様々な値を取り得るが､これは多重パイこね変

換という力学系が無数の確率過程 (酔歩)を含んでいることを意味している｡
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§4.非平衡一様定常状態 :流れの性質とフラクタル性

前節では､均一な分布状態への駿和を論じたが､この節では､(3.5)式の一様定常解を構成

しその状態における ｢流れ｣を調べ､厳密にFid の法則に従う状態が可能であやことを示す.

4-1.一様定常状態の構成

一様定常状態はa)(3･5)式の定常解で､b)T前節で定義したαn≡a(n,1/2,1)/a(n,1,1)が
サイト座標 nによらないものとして特徴付けられる｡さて､多重バイこね変換は､C方向をC

方向に､y方向をy方向に写すので､両方向は独立であると考えられ､積測度 (累積分布関数が

3,の関数とyの関数の積に書ける測度)で表される定常状態が存在することが示唆ざれる｡国

に､一様Lebesglle測度は不変測度で､かつ積測度である｡ このとき累積分布関数は次の様に

置ける｡

G(n,3,,y)-a(n,1,y)F(n,C), (411)

ただし､F(n,1/2)-αはnによらない｡(4･1)を(3.5)に代入LFに関する条件を使うと次の
方程式が待られる｡

LG(n,1,y)=(TIOlnaTGl(,nl,_2y1㌧,2y_1).｡G(n.1,i,1),:/:y<5,崇 (4･2a)

F'n,可 TIFlna;Fl''n2I.'1',23-1'..a･:/崇<1≡_崇 (4･2b'
関数方程式(4.2)はdefula皿 の関数方程式19~21･7)と同様の形をしている.(4.2a)はG(n,1,1)
が定まると､(4･2b)はそのままで唯一の解を持つ31,32). a(n,1,1)は(4.2a)でy-1と置い
て得られる漸化式

I

から境界条件を与えるととにより定められる｡(4.3)は右から左への遷移確率がαである酔歩

の定常分布を定める式であり､前節と同様､異なるパラメータαが異なる酔歩に対応している

ことが分かる｡

因みに､方程衰(4.1-3)によって定められる測度pt多重バイこね変換Bの組は､Omsteill

の意味25)で確率的 MaJkov鎖と同型である32).遷移確率P.･jとそれから計算されるKSエン

トロピIhKSは次式で与えられる.

P.･)･-
i- i+ 1

-_α, i- il l
, その 他の場合
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hKS--αhα-(11α)h(1-α)･ (4･5)

遷移確率(4.4)が再び､右から左に確率αで移動する酔歩のものと一致することを注意しておく｡

さて方程式(4.2)に戻ろう｡(4.2b)の唯一の解はdeR血am の関数方程式(4.1)の解 faに等
しい｡

F(n,3,)-fa(3,)･

-a(n,1,y)については､a(n,1,1)の漸化式(4･3)の解が

∩

a(n,1,1)-∑
と=1

(4･6)

(a(1,1,1)-a(0,1,1))+a(0,1,1), (4･7)

と与えられるので､二つの場合が区別される｡

ア1α≠1/2､0<α<1の場合

このとき,走数ム AJを

A-蕊 (a(1･1,1)-a(1,1,0)), A′-

と置くと､

(1-a)a(0,1,1)-aG(1,1,1)
1-2α , (4･8α)

a(n,1･1)-=^(? )n･A,I
(4･8b)

である.a(n,1,y)がG(n,1,1)と同様のn依存性を持つと仮定して(4･2a)を解くと次式が得
られる｡

G(n･C,y)=fa(3)a(n･1,y)-fa(r)(A(憲 )nf1-a(y)･A･fd(y))･ (4･9)
図2(a),(b),(C)のそれぞれに(4.9)のn,3',y依存性を示す｡

イ1･α=1/2の場合

このとき､定数B､Blを

B-a(1,1,1)-a(0,1,1), B'-a(0,1,1),

と置くと､

G(n,1,1)-nB+B'

である｡ア)の場合と同様にして

G(n,I,y)=cG(n,1,y)-ClB(ny+T(y))+B'y]I
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｢多自由度の力学系と幾何学｣

州

此

(T
tT
.tZ)9

0

10

8

言 6■■
▼･.■
白ヽ._.′
O 4

2

0

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y

囲え:累積分布0(n,3,,y)のふるまい
(a=2/5) (a):0(n,1,1)V.S.n,
(b):a(5,a,1)Y･S･I,(C):a(5,1,y)V.S･y

(
h
7-
日iZq
(〕

-463-

6

5

4

3

2

1

0

0 5 10 15 20

m

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

o o.2 0.4 0.6 0.8 1

y

図3･･累積分布G(n,3,,y)のふるまい
(α-1/2,Fid状態)(a):a(n,1,1)V.S.n,
(b):a(5,工,1)V･S･I,(C):a(5,1,y)Y･S･y



研究会報告

ここで､関数T(y)は次の方程式の一意解として定義される｡

･(y,-借 …yy'_'1;ll_,.:/:y<5,崇 (4･12,

(4.ll)のn,正,y依存性をそれぞれ図3(a),(b),(C)に示すo関数T(y)は､高木26)tこより､連続
でいたるところ有限な導関数を持たない関数の例として考えられ､高木関数と呼ばれる (図4

参照)｡高木関数とそれに関連した関数の諸性質は畑､山口20･21)により詳しく調べられている｡

ウ1時間反転状態

2節で示したように､多重バイこね変換βは時間反転Jのもとで不変である｡上述した状

態にこの変換を通用したもIQ)も定常状態である｡α≠1/2の場合､この操作によって新しい状

態は作られない｡しかし,α-1/2の場合には,次の状腰が得られる｡

e'n,I,y･'=p(I'[0,3ixlo,y'}n)-ylB{nx'-T'小 B,C]･ '4･13'

以上の結果より､α-1/2かつB-0の場合を除き､累積分布関数は､特異関数を含む｡

従って､対応する測度は､LebesgⅦe測度に関して絶対連続ではない｡つまり､これらの累積

分布を通常の密度分布関数 pn(訂,y)を用いて表わすことはできない :

a(n,I,y)汀 血 ′Lydy,pn(ェ.,y ,) I

0 0.2 0.4 0.6

図4･･高木関数T(y)
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｢多自由度の力学系と幾何学｣

パラメーターαの住着性から､与えられたG(n,1,1)に関する境界条件に対し､非可算無限
個の定常状態､従って不変測度が存在することが解かる｡しかし､すべての不変測度が物理的

に実現可能ではない27-29)｡この点に関しては次節で議論する｡

4-2.定常状態における流れとその性質

ここでは､一様定常状態における流れを調

べる｡n番目とn+1番目の正方形の境界を考

える｡図5に示す様に､一回の多重バイこね

変換.別こより､n番目の正方形の右半分が右に､

n+1番目の正方形の左半分が左に移される｡

従って､この境界を左から右へ横切る流れは､

n番目のセル中の【1/2,1】×【0,1】という領域の

測度とn+1番目のセル中の【0,1/21×【0,1】と
いう領域の測度の差である:

n血ceu (n+1)血ceu

図5:nlとn+1番目の境界を横切る流れ

Jn.n･1-P((li,1･×.0,1】).～)-p(([0,掴 0,1】)n･1)
-a(.n,1,1)-a(n,i,1)-a(n+1,i,1)･

ア1α.≠1/2､0<α<1の場合

このとき､(4.9)式より

(4･15)

Jnln+1-(1-2a)̂', (4･16)

となる｡つまり､この時はセル座標nに依存しない部分から流れが生じる｡ これは次のように

理解できる○まず流れの表式(4･15)をG(n,i,1)/a(n,1,1)-F(n,喜)-αを用いて書き換え
ると し

Jn(～+1-(1-2a)
a(n+1,1,1)+a(n,1,1)

喜(a(n･1,1,1ト G(n,1,1)), (4･151)

となる｡この第-項は各セルの右半分と左半分の重みが異なる (両者の比は(1-α):α)こ

とから生じる弾道型流れを表わし､第二項は拡散係数β-1/2の拡散流を表わす｡今の場合､

セル座標nに依存する部分から生じる両流れは互いに打ち消しあうのであるo

イ1αFl/2の場合

このとき､(4.15')-の第-項は存在せず

Jn.n.1=-;--i(a(n･1,1,1)-a(n,1,1)),
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となる｡前の場合と異なり､流れはセル間の測度の差により引き起こされる｡ さらに､拡散係

数Dが1/2なので､これはFickの法則を表わしている ‥

Jnln+1- -D(a(n+1,1,1)-a(n,1,1))･ (5･171)

Fid の法則は明らかに時間反転対称性を破っているが､時間反転対称な多重パイこね変換の

定常状態七してこのような状態が得られることは興味深い｡

ウ1時間反転状態

(4.13)式の状態は次の流れを持ち､予想される様に ｢反｣Fid【の法則に従う｡

Jnln.1=書-毒tG(n+1,1,1)-a(n,1,1))
-DtG(n+1,1,1)-a(n,1,1))･

(4･18)

§5.状態の選択 :有限長多重バイこね変換

513.

パラメータαに応じ異なる定常状態が得られ､それぞれ異なる輸送過程に対応しているこ

とを見てきた｡どの状態が物理的に実現し得るかを吟味するには与えられた境界条件の下で

の系の時間発展を追跡すればよい｡ここでは､図6に示す両端が自由運動に相等する写像に接

続した有限長の多重バイこね変換のダイナミックスを考える.サイト座標が1≦n≦N-1

の時は多重パイこね変換(2.1)に従って変換され､サイト座標が11≧nまたはN+2≦nの
時は自由運動に相当する

BE(n,3,y)-(((nn言,;:;));:/:≡:崇 (5･1,
で変換され､n- -1,0,N,N+1の所で全体が可逆な写像になるように接続されている｡初

･･･配配EI:LⅧ間 ･･･l
-･配配配;■留 ･･･
13.,2-1!01

I
tltg‡t]B]a]-1
留留:.田町K]-･
N-IN!N･lN･2N･3

図6:有限長の多重パイこね変換 :破線の外は自由運動部B'
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図7:不完全高木関数Tn(y).長さN+1-11の有限長多重バイこね変換の場合｡
TTs(y)は高木関数T(y)とほぼ同一｡
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期条件としては､多重バイこね部には累積分布関数G.(n,3,y)が伸びる方向芯について二回
連続微分可能であるような測度を与え､自由連動部分には次のように一棟Lebesglle測度を与

える｡

(GOO:(nn:;;yy))==:二;yy,'nn≡言.1 (5･2)

ただし､多重バイこね部両端の密度差p+-p_は零でないとする.この初期条件は､密度差を
一定に保つという境界条件に相当している｡

この初期条件下での時間発展は解析的に追跡することができる32)｡その結果次のようなス

テップで定勾配状態に漸近していくことが兄い出された｡

i)伸びる｡方向への分布の一様化｡これはLyaptLnOV数から決まる時間依存性(1/2)tを持つ｡

ii)セル座棲nについて一定の勾配を持つ分布への漸近｡この変化は拡散に駆動され､対応し

てtcos(赤 )Itという時間依存性持つo

iii)縮むy方向の分布の終状態への接近. これはC方向への一様化と同様(1/2)tの時.間変化を
持つo

終状態は(4･11)に類似した形をとる :

GJn,C,y)-3持芳【(n･1,yiTn(y,]･p-y)･ (5･3,

ここで関数Tn(y)は(4.ll)の高木関数に相当し､図7のようになる. 図より境界から十分離
れたところでほは高木関数に一致することが分かる｡

この考察からFid状態が安定であることが示唆される｡ この安定性は次のようにも説明

できるo まずFid状態が伸びる方向に一様であるのに対し他の定常状態は伸びる方向に特異

的である｡他方､多重パイこね変換による引き伸ばしの1=め分布は伸びる方向に沿って一棟化

される傾向がある｡従って､伸びる方.向に関して特異的な分布が終状態として実現するには伸

びる方向に自己相似的な初期分布から出発しなければならない｡このような分布は､準備をす

るのにfinetunhgが必要であり､不安定であると考えられる.

ところで､KSエントロピーはFid状態､｢反｣Fid状態の双方で最大値 hxs=h2をとる

((4.5)式参照).うまり､KSエントロピーはFick状態と｢反｣Fick状態を区別しない.これ

は一般論から結論することもできる.事実､Fid状態Gと多重パイこね変換Bの組､(a,B)
は､｢反｣刑止 状態Bと逆変換B-1の組 (a,B~1)と､し時間反転 ∫により同型であるから､両
者は等しいKSエントロピーを持つ30).他方(a,Bt)のKSエントロピーは(a,B)のそれの
ttt倍であるから30)､結局(a,B)と(a,B)のKSエントロピーは一致するのである.

§6.結語

多重バイこね変換において､特異測度を用いることにより空間的に-様な非平衡定常状態

を厳密に構成した｡各セルの右半分と左半分の重み (それぞれ1-α､α)が異なるか等しい

ー468-



｢多自由度の力学系と幾何学｣

かに応じて､それぞれ指数的なセル座標依存性を持つ分布あるいは線形なセル座標依存性を

持つ分布が定常分布として得られた｡この状態は､右から左への遷移確率がαである酔歩の定

常状態と正確に対応 している｡同様のふるまいは武末33)によるセル ･オートマトンにおける

熱伝導においても兄い出されいる｡この場合､指数型定常分布と線形定常分布がオートマトン

のルールに応 じて得られている｡

4節で見たように不均一な定常状態を構成する際にフラクタルな特異関数が重要な役割を

担っている｡これは次のように理解できる｡一つのセルに注目すると変換によって縮む方向に

圧縮された両隣のセルの一部が流入するので､すべてのセル内の分布が同一でないかぎり､分

布は縮む方向に細かく変動するようになる｡ つまり､均一なセル上分布を持たない非平衡定常

状態では必ずセル内分布は特異的になるのである｡さらに今考えている写像は一様Lebes即e

測度に関してエルゴード的であり8)､Lebesglle測度について絶対連続な測度から出発する限

りLebesgtLe測度に漸近する｡よって一棟Lebesgue租甘皮で表わせない定常状態に対応する測

度は特異測度でなければならない｡これらの考察から､一般にもカオス的保存系における非平

衡状態の記述に特異関数が重要な役割を演じていると期待きれる｡
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