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一様な測度を持つ粗空間上の Ponzischemeについて

東京大学大学院数理科学研究科宮内俊輔
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Graduate School of Mathematical Sciences, The University of Tokyo 

概要

Block-Weinbergerは1992年に Ponzischemeという関数を用いて有限生成離

散群の従順性を距離空間に対して拡張した．これは粗幾何学的な観点からの従順

性の一般化である．本稿では， Ponzischemeのアナロジーである μ-PS(μ-Ponzi

scheme)とWinkel(2021)の従順性の関連について考察する．

1 序

局所コンパクト群の従順性は 1929年に von-Neumann[3]によって定義された概念であ

り，当初は Banach-Tarskiのパラドックスを説明するために導入された．その後，特に

有限生成離散群はある意味での粗同値不変な性質を持つということから，粗幾何学の観点

から Block-Weinberger[l]およびRoe[2],Winkel[4]によって粗空間の従順性が定式化さ

れた． Block-WeinbergerとRoeはPonzischemeという関数の非存在によって従順性を

定式化し（定義4.2),Winkelはある条件の満たす線形作用素が存在することで定式化を

行った（定義5.1).

本稿では Winkel[4]によって与えられた‘測度の一様性＇という概念を用いて， Ponzi

schemeの再定式化（本稿ではμ-PSと呼ぶ，定義4.1)について考察する． ここで， Ponzi

schemeは粗空間のみを用いて定義される概念であるが， μ-PSは粗空間と一様な測度を用

いて定式化される概念である．

本稿の主結果は以下の定理である．

定理 5.3.粗空間Xが一様な測度μを持つと仮定する．このとき，以下の 3条件は同値

である．

1. XはPonzischemeを持つ．



99

2. X はμ-PSを持つ．

3. X はWinkelの従順性条件を満たす．

この定理により， Block-Weinberger,Roeの定式化と Winkelの定式化が同値であるこ

とがわかる．第 5章ではこの定理の証明の概略を述べる．

2 粗空間

この章では，粗空間の定義とその間の写像について復習する． X を集合とする．以下

のように記号を約束する：

•集合 EcXxX に対して， E の転置集合 ET を ET:= {(x',x): (x,x') EE}で

定める．

•集合 E1,E2 c XxXに対して，集合の合成E戸恥をE10E2 := {(x, z): (x, y) E 

麿 (y,z) E恥なる yが存在する｝で定める．

•集合 EC Xx  X,K C X に対して， E[K]:= {y EX: (x,y) E E,x EK}と書

＜．特に， Ex:=E[{x}]と書き，これを xのE近傍と呼ぶ．

• △xを対角線集合，すなわち△X = {(x, x): XE  X}とする．

•写像 cp: X→Y，集合EcXxXに対して， EのcpX cpによる像を (cpxcp)*(E):= 
｛（cp(xi),cp（四））： （m，四） EE}と書く．

定義 2.1.([2, Def. 2.3, Prop. 2.16]) 

l. X xXの部分集合族Eが粗構造 (coarsestructure)であるとは，以下の条件を満

たすときをいう：

(a)△xE£ 

(b) E c E'でE'E£ ならばEE£ である．

(c) E1,E2 E £ならばE1U E2 E £である．

(d) E1,E2 E £ならば凡 0E2E £である．

(e) EE£ ならばETEEである．

また， 8の元のことを制御された集合 (controlledset)と呼ぶ．粗構造5を持つ集

合Xのことを粗空間 (coarsespace)と呼ぶ

2.粗空間 X の部分集合 Bが有界 (bounded)であるとは制御された集合 E と元 x

が存在して BCExを満たすことをいう．
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粗空間の間の写像を考察するために，以下の概念を導入する．

定義 2.2.([2, Def. 2.14, Def. 2.21]) 

1. Xが粗空間で Sが集合とする．二つの写像凸,'P2:S→ Xが近い (close)と
は集合｛（四(s)，四(s)):s E S}が制御された集合であるときをいう．このとき，

m ~ <.p2と書く．
2. r.p: X→Yを粗空間の間の写像とする．
(a)写像ゃがボルノロガス (bornologous)とは， X上の任意の制御された集合E

に対して，（<.px <.p)* (E)がY上で制御された集合になるときをいう．

(b)ボルノロガスな写像 r.p:X→ Yが粗同値 (coarselyequivalent)であるとは
あるボルノロガスな写像心： Y → Xが存在してゆ or.p ~ i.d.x，<.p 0心～ i.d.y
が成り立つときをいう．

一つ粗空間の例を挙げよう．

例 2.3.([2, Ex.2.5]) (X, d)を距離空間とする．距離から定まる有界粗構造炉を [d:= 

{EC Er: r > 0}と定める． ここで， ErはEr:={(x,y): d(x,y) ≪; r}で定義される集

合である．

3 測度の一様性

この章では粗空間の可測性と Winkel[4]によって導入された測度の一様性について議論

する．以下， Xを集合， BをX上の a加法族， EをX上の粗構造とする．

定義 3.1.粗構造5が可測であるとは，任意の制御された集合Eに対して，積空間XxX

上で可測でかつ制御された集合方 E(Bx B) n £が存在して＊1，Ee Eを満たすことを

しヽう．

注 3.2.Winkel[4]も粗構造の可測性について定義しているが，上の定義とは異なる．

実際，股 X尺上の可測集合E'で第一成分への射影がBorel可測集合ではないものが存

在する．集合E:= E'n [o, 1] x [o, 1]は定義 3.1の意味で股上の可測な制御された集合で

あるが， Winkel[4]の意味では可測な制御された集合ではない．逆に， X=Map（股凪）

に離散位相を入れたものについて，対角線集合△xはWinkel[4]の意味でX上可測な制

*1 BX Bは矩形集合全体 {ExF:E,FEB}を含む最小のぴ加法族のことである．
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御された集合になるが，定義 3.1の意味では可測な制御された集合にはならない．

定義 3.3.([4, Def. 3.6]) 

1. X上の測度μが粗構造Eに関して一様有界 (uniformlybounded)であるとは任

意の可測な制御された集合Eに対して，

sup μ(E砂<OO 
xEX 

が成り立つことをいう．

2. 可測な制御された集合 E がµ—太い (µ-gordo) とは

inf μ(E砂＞〇
xEX 

が成り立つことをいう．

3. μが粗構造£に対して一様 (uniform)であるとは，一様有界であって，μ-太い可

測集合が存在することをいう．

例 3.4.(X, d)を可分な距離空間とし， X上のボレル集合全体Bで可測構造を定める．

このとき，有界粗構造戸は可測になる．

また， X上の測度μが一様有界であることと，任意の r>Oについて supμ((Er)x)< 
xEX 

OOが成り立つことは同値である．μ-太い可測集合が存在することと，十分大きな R>>O

について inf_μ((E砧） ＞〇が成り立つことは同値である．
xEX 

4 μ-PSとPonzischeme 

本章ではμ-PS(μ-Ponzischeme)を定義し， Ponzischemeを復習する．以下，μは粗

構造に対して一様有界であることと，測度空間 (X,μ)がぴ有限であることを仮定する．

定義 4.1. 1.関数f:X→民がμ-0チェインであるとは，測度空間 (X,μ)上の本質

的有界関数であるとき，すなわち fE L00(X,μ)であるときをいう． x上の μ-0
チェイン全体の集合を Co(X,μ)と書く．＊2

2.関数Fがμ-1チェインであるとは積測度空間 (XXX,μRμ)上の本質的有界関

数であって，ある可測な制御された集合EFが存在して suppFC Epを満たす，

*2 L00(X,μ) = Co(X,μ)である．
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つまり

J |F|dμRμ= 0 
XxX¥EF 

であるときをいう． x上の μ-lチェイン全体の集合を C1(X,μ)とかく．
3.境界写像 (boundarymap) 8: Co(X, μ)→凸(X,μ),F→ 8Fを以下で定める：

叫）＝ fxF(y, x)dμ(y) -i F(x, y)dμ(y). 
X JX  

4. μ-lチェイン Fがμ-PSであるとは，ある c:>0が存在してμに関してほとんど

至るところ 8Fこeを満たすときをいう．

μ-PSの言葉を用いて Ponzischemeを説明してみよう．

定義 4.2.([2, Def. 3.27-Def. 3.32],[1]) 

1. Ac  Xが擬格子 (quasilatice)であるとは下記の 2条件を満たすことをいう：

•ある制御された集合 E。に対して LJ (E。)入＝ Xを満たす．
入EA

•すべての制御された集合 E について sup#(Ex n A) < ooを満たす．
xEX 

2. w: XxX→記がPonzischemeであるとはある擬格子Aが存在して， supp¥[JC 
AxAで屯がA上の #-PSであるときをいう．

Ponzi schemeは以下の意味で粗同値不変性がある．

事実 4.3.([2, Prop. 3.35],[1]）粗空間X とYが粗同値で， XがPonzischemeを持つと

き， YもPonzischemeを持つ．

以下に μ-PSとPonzischemeの例を挙げる．

例 4.4.Xがポアンカレ円盤でdをポアンカレ計量から誘導される距離μを不変測度と

する．このとき，以下で定義される関数F:XxX→股

F(z, z') := { ~ 
はμ-PSである．

(d(z,z'）さ 1& d(z, 0) 2: d(z', 0)) 
(otherwise). 

例 4.5.([2, Ex. 3.46]) 2元生成自由群凡＝〈a,b〉上の Ponzischemeとして以下の屯

が取れる（有限生成離散群では擬格子として自身をとれることに注意する）．

w(g, g') := { ~ (d(g,g'）さ 1& d(g, e) 2: d(g', e)) 
(otherwise). 
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以下の事実によって Ponzischemeの非存在は従順性の一般化とみなせる．

事実 4.6.([1]) Gを有限生成離散群とし， dを語距離とする．このとき， Gが従順群であ

ることと粗空間 (G，炉）がPonzischemeを持たないことが同値である．

よって，事実4.6と事実4.3により，有限生成離散群について従順性は粗同値不変であ

ることがわかる．

事実 4.7.有限生成離散群G,G'がそれぞれの語距離について粗同値であると仮定する．

このとき， Gが従順群であることと G'が従順群であることは同値である．

5 主結果

本稿の主結果（定理5.3)に出てくる概念の定義を述べ，証明の概略を与える．なお，本

章では粗空間X上の測度μに対して一様性条件，すなわち，μが一様有界であることと

Xがμ太い可測集合をもつこと，を仮定する．

定義 5.1.[4] 

l. Xの可測集合族{Aふがブロック形 (blockingcollection)であるとは以下の 3条

件を満たすことをいう：

•んがそれぞれ互いに交わらない集合である

• LJi Ai Xんが制御された集合となる

•ある正数 c>O が存在してすべての i について µ(Ai)> Eが成り立つ

2.一様な測度μを持つ粗空間がWinkelの従順性条件＊3をみたすとは以下の 3条件

を満たす L00(X,μ)上の線形汎関数中が存在するときをいう：

. μに関してほとんど至るところすべて非負の値をとる関数fE L00(X, μ)につ

いて， cp(f)2: 0が成り立つ．

.x上の定義関数lxについて， cp(lx)= 1が成り立つ．
•関数 f E L00(X, μ)とブロック形の可測集合族 {Aふについて，すべての iに

ついてIA;fdμ = 0で， UiAiの外では f三 0となるとき， cp(f)= 0となる．

Winkelの従順性条件は以下の意味で従順性の一般化とみなせる．

*3 Winkel[4]はこれらの条件を満たす（一様な測度μをもつ）粗空間X を単に amenableであると呼んで
いる．
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事実 5.2.Gを有限生成離散群とし dを語距離とする．このとき， Gが従順群であること

と(G忍）を数え上げ測度つきの粗空間として Winkelの従順性条件を満たすことは同値

である．

ここで本稿の主結果である定理5.3を再掲しよう．

定理 5.3.粗空間Xが一様な測度μを持つと仮定する．このとき，以下の 3条件は同値

である．

1. X はPonzischemeを持つ．

2. X はμ-PSを持つ．

3. X はWinkelの従順性条件を満たす．

この定理の証明の概略を述べる．条件 1.と条件2.の同値性を示すために以下の補題を

用意する：

補題 5.4.測度μが粗構造に関する一様性条件を満たすとき，以下の 3条件を瀾たすよう

な擬格子Aと互いに交わらない可測集合族{E入｝入が存在する：

1. LJ広 x広はX上の制御された集合である．
入EA

2. X = lJ瓜
入EA

3.ある正数c>Oが存在して，任意の入 EAに対して， μ(E入） ＞eが成り立つ．

この補題によって，測度μを持つ粗空間と（数え上げ測度をもつ）その上の擬格子を

‘粗い意味で同一視’でき，このことを用いて， Ponzischemeとμ-PSを互いに構成しあう

ことができる．ここで，同じ粗空間上の擬格子は互いに粗同値であるので，必要であれば

擬格子を上の条件を満たすものとして取り直してよいことに注意する．

背理法を用いて直接計算すれば，条件3.から条件2.を導くことができる．条件2.から

条件3.を導くために Hahn-Banachの拡張定理を用いる．
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