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1.導入

力学系のカオスの研究は,(1)力学的エントロピー,(2)リアプノフ指数(3)フラク

タル次元(4)エルゴ-ト理論 (5)分岐構造 などにより行われているが【2,3,9,17],これ

らは,それぞれの対象に対して個別に使われていることが多い.こうした状況の中

で,様々な分野における力学系のカオスを統一的に扱うために,様々な複雑さと状

態変化の力学の融合した理論が情報力学(ID)である[20,ll,23,22].

力学系のカオスの度合いを測る,カオス尺度は,情報力学における2つの複雑量を

用いて定義される.今までに,このカオス尺度によるいくつかのカオス現象の解析

が試みられ,その有用性が示されている[24,12,14,15】.さらに,IDは状態変化の力

学を扱うから,古典系ではKolmogorov-Sinaiによって定義され,量子系ではconnes-

stomerによって始められた力学的エントロピーを複雑量の立場から定式化できる

【1,16,21】.

この論文では,IDの定義の説明から始め,IDにおける複雑さとは何か,カオ

ス尺度はどのように考えられるか,それらの数学的側面を中心に説明する.

2.情報力学
情報力学はさまざまな領域を統一的に扱う一つの方法として考え出された理論で

あるが,その背景と他の数理科学との関わりは文献【22】を参照していただくことにし

て,ここではIDの数理的な部分を簡単に説明しよう.

自然科学の対象となる様々な系の在り様は, "状態"という概念によって記述さ

れ,系の力学は状態の変化によって記述される.こうした系の状態変化の基本は次

の一次構造であると考えてよい.

図1.状態変化
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上の(Ⅰ)(=A+B)を入力系,(ⅠⅠ)(=B+C+D)を変換(チャネル)系,特に(C)を実変換系,

(ⅡⅠ)(=D十E)を出力系と呼ぶ.

この一次構造が階層をなすと,様々な系ができ上がることになり,そうしてでき

た高次構造に複雑さを付加した理論がIDである.

入力系は,準備された状態,シグナル,符号化されたシグナルなどと呼ばれる状

態,いわゆる, "裸"の状態を人為的に加工したり,制御したりして目的に応じた

ものに作り替える系で,こうして作られた状態を "衣を着た (入力)状態"あるい

は "準備された状態"と呼ぶ.この衣を着た状態が意図的には制御できない実変換

系で外的変化を受け,出力状態として取り出されるのである.なお,最も基本的な

構造は,BとDを除いた ｢A-C-E｣であることは断るまでもないであろう.

そこで,系の研究は次の三つ組(A,6,α(G))を適当に定めることによってなされて
いるといえる.

(1)系において考察の対象 (観測量など)となるものの全体A
(2)Aの元になる科学的量 (観測値など)を対応させる処方茎 (仕方)の集合6
(3)Aの元や6の元の変化を表す,g∈Gをパラメーターにもつ写像α(G)
それゆえ,

｢(A,6,α(G))に数理構造を与える･⇔系を記述する理論が決まる｣
ということになるのである.

さらに,入力系と出力系をおのおの形式的に(A,6,α(G))と(A′,6′,α′(G′))で表し,
6から6′への変換〟それ自体を以下チャネルと呼ぶ.これはαが系の内的変化を
与えるのに対し,〟は人為的な変化も含めて系全体の変化を記述するものである.

その意味で,αは〟の一部と考えることができるものである.

さまざまな力学が上の(Ⅰ)～(ⅠⅠⅠ)のスキームで説明できるが,ここでは省略する

【11,22】.

ところで,上の(ⅠⅠ)に対応するチャネルは他の系を包含する階層性をもっていると

いえる･例えば,第三の系(β,氏 ,β)と(β′,(訂,β′)が入出力系に影響を及ぼす次の形
もその一例である.このような変換もチャネルである.

6ぅ6⑳6)う6′⑳(琵16′

この例は物理学でよく出くわす,いわゆる開放系の構造を有しているものでもある.

なお,6全体でなく,6の一部であるSの中で考えることが必要になることがある.
このときSを基準系と呼ぶ.
"情報力学"の "力学"に次ぐ "情報"の意味は,シャノンがエントロピーを情

報の量的表現になっていることを兄い出したことに由来する.

従来から,エントロピーはある物理系のもつ複雑さとか混沌さ,不確定さといっ
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たものを表す量であると考えられてきたが,シャノンは

｢系のもつ情報量-系から得られた知見-系の複雑さ｣

と考え,系のもつ情報をエントロピーを用いて量化し情報を科学として扱う一つの

方法を見出したのである.

このように,情報という概念は暖昧さ,混沌さ,複雑さといった考えと深く関わっ

ているが,この情報という概念を頭において,他の複雑量も絡めて,新たに抽出し

た複雑量を系の力学に付加したものが情報力学である.

情報力学の系の複雑さには2種類のものがある.一つは,ある基準系Sから見た

状態q,自体の有する複雑量C(q))であり,もう一つは状態q)が他の状態Vへ変化した

とき,q)からVへ伝達された複雑さT(q),y)(以下,伝達複雑量と呼ぶ)である.特に,

q,がチャネルA'によってy=̂'pと変換されるとき,この伝達複雑量はTS(p;A')と表
すことが多い.これらの複雑量は,系の有する不確定さを表すものを含まなければ

ならない.しかも,力学系のカオス的な振る舞いの記述も可能にするものでなけれ

ばならないから,少なくともそれらは次の性質を有していて欲しい :(A,6,α(G))と
(A′,6′,α′(G′))を二つの力学系とし,それらの合成系を(A,6 ,で(K)),A,=A⑳̂ '
としたとき,二つの複雑量の満たすべき条件は次の(1)～(5)である【20,ll,23】.

(1)正価性 :考察の対象となる∫=βに対して,
cs(q))≧o

(2)不変性 :素な状態の集合ex6からex6(6上の全ての端点の集合)への仝単

射jtこ対して,

cs(q,)-cj(S)(i(q,))

TS(q,;A')-Tj(S)(i(q,);A')

(3)加法性 :◎=q'⑳V∈S,,q'｡S,V'∈S- に対して,
cs,(◎)≡cs(1))+CS(V)

(4)基本不等式 : o≦TS(q,;A')≦CS(q,)

(5)複雑さの保存 :TS(1);id)=CS(q))(なお,idは恒等変換を表す･)

特に,∫-6であるときは,Cぶ,r∫を単にC,rとして略記する.
これらの複雑さの例として,以下,本論文で用いる古典と量子系のエントロピー

及びC系のエントロピー型の複雑量を挙げておく.

例 1 (古典系のエントロピー)

q,-(pi)-∑iPiS.･:確率分布
-318-



｢第6回 『非平衡系の続計物理』シンポジウム｣

A'-(p(jLi)):遷移確率行列
C(q,)-C(p)--∑,･p,･logpi:シャノンエントロピー

･(p;A')-I(p;̂')-∑･･JP(jli)pt･log輩 :相互エントロピ一

例 2 (量子系のエントロピー)

q)=p:ヒルベルト空間上の密度作用素
C(甲)-S(p)=-trplogp:フォン･ノイマンエントロピー

T(p'A')-I(p;A')-supt∑kAkS(A'Ek,̂'p);tEki‡:量子相互エントロピー
ただし,S(･,･)は梅垣の相対エントロピー,supはpの全てのシャツテン分解(EkIに
対して取っている.

実際,∫とJが複雑さの条件を満足することが分かる【231.

例3(C書系のエントロピー型の複雑量)

(A,6(A),α(G)),(A′,6(A′),α′(G′)):C'力学系
S:6(A)の弱*-コンパクトかつ凸な部分集合

や-Jsa,dp:甲∈Sを重心とする端点 (純粋状態)分解

MQ(S):p-Jsodpを与えるS_上の最大測度全体
Fp(S):q,の重心分解を与える有限な台を持つ測度全体
とする.

このとき,荒木【5]やウールマン(Uhlman)[28]の相対エントロピーS(･,･)を用いて

TS(p;A')=sup(Jss(A'W,A+p)dp;p∈Mp(S))

･25(p;A･)=sup〈S(Jsw㊨A･odp,甲⑳ '̂p);P∈Mp(S))

･,S(p;A')=suptJss(A'O,A'p)dp;p∈Fp(S)i
c,?(q,)≡TjS(qu'd),(j-1,2,3)

を定めると,これらの各ペアー(C,?,TjS)はIDの複雑量と伝達複雑量になることが
分かる[23】.

また,これらは量子エントロピー論におけるS一混合エントロピーsS(q))[19]およ
びコンヌ ･ナ-ホッファー ･チリング(Connes-Namhofer-Thiming;CNT)エントロピー

Hp(β)(βはAの部分代数)と関わっており【8],さらに,力学系の分類に役立つ力
学的エントロピーの一般形が次節で見るようにこの伝達複雑量を用いて定められる.

上の3つの他にも,チャイテン(Chaitin)の複雑量,ファジーエントロピー,ある種

のフラクタル次元などがIDの複雑量になっていることが分かっている【23].

このとき,情報力学は次のように定義される.
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[定義2.1]情報力学とは,級

‡A,6,α(G);A′,6′,α′(G′)'A';CS(p),TS(p･,A')'RI

のことをいう.ここで,Rは操作 (観測)に関わる各要素間の "関係"を表す.

上の定義では,入力系と出力系は一般に異なるものとしてあるが,当然同じもの

でもよいことに注意しておく.例えば,A′=A,6′-6の場合も物理系ではかな
り多いのである.このとき,情報力学は組

‡A,6,α(G);A';CS(p),TS(p;A');RI
で与えられることになる.

したがって,各系において,その系を数理的に取り扱うためには,

(i)(A,6,α(G);A′,6′,α′(G′))に数学的な構造をあたえること;
(ii)チャネル〟を決め,その特質を調べること;

(iii)二つの複雑量cS(q,),TS(q,;A')を克め,それらを用いて系の様相を記述すること;
がまず必要になる.

対象となっている系に応じて,上の(i)(ii)(iii)を決めることによって,その系を論理

的に扱う素地ができ上がるのである.情報力学によって様々な系が同じ土俵の上で

議論できるが,IDそのものの持つ数理構造,例えば,状態の集合とチャネルの集

合上に定められた実数値を取る関数である複雑量の特徴付けなどの研究はこれから

の大切な課題である.

31 カオス尺度
微分方程式で記述される力学系の解の振る舞いを調べる従来のカオスの研究では,

カオスの判定を行う量的な尺度としてリアプノフ指数がよく用いられている.この

指数は,解の収束や発散の度合い(速さ)によって解の軌道の安定性を測る尺度である.

しかし,リアプノフ指数は負の値や--を取ることや計算が難しいときがあり,力学

系によっては,扱い易いとは言えない場合がある.

また,昨今,古典カオス力学系を量子化して,量子系でどのように振る舞うかや

古典系でカオスを生じる原因が量子力学のレベルでどこにあるのかといった量子カ

オスの研究がなされている.これらの研究は,従来,量子準位統計,ランダム行列

請,グッツピラーの跡公式などの研究として行われているが [4,6,7,10,27],その研
究の基礎となるのはエネルギーと波動関数に対応するシュレディンガ-方程式の固

有値と固有関数である.

そこで,文献 【12,24,25]では,古典系における差分方程式系の写像をもとにして状

態の確率分布を作り,シャノンエントロピーと相互エントロピーから構成されるカ
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オス尺度を用いてロジステイク写像,2進変換(ベルヌーイシフト)やパイこね変換,

ティンカーベル写像のカオス尺度を計算して,これらの写像のカオス的振る舞いを

調べた.また,量子系では,その複雑さとしてフォン･ノイマンエントロピーと量

子相互エントロピーを用いてカオス尺度を構成し【26】,密度作用素として表される量

子状態自身のスピン系の非線形な変換の下での一般的振る舞いをカオス尺度を用い

て考察を行った【25,15]. (外磁場の影響の下でのスピン1/2系の振る舞いについては

論文[13,14】を参照して頂きたい.)

[定義3. 1(カオス尺度(CD))】状態q)とチャネルA'に関するカオス尺度(cD)は

D(q,;A')-C(̂'q,)-T(q,;A')
で与えられる.

カオス尺度は対象としている系に依存して構成される.このカオス尺度を使うと,

力学系がカオスであるかどうかを以下のように判定することが出来る :

､β>o⇒力学系はカオス的である.

β=o⇒力学系は安定している.

古典系におけるカオス尺度

この節では,差分方程式系の代表的なモデルであるロジスティック写像,2進変換

(ベルヌーイシフト)やパイこね変換,リアプノフ指数の計算が困難であるティンカー

ベル写像に対し,カオス尺度を計算し,その軌道の振る舞いを考察する.

以下では,時刻nでの写像点をその次元に合わせて,次の形で記述する.

xn (1次元の場合)

xn-(xl'n',I-,Xi,n') (2次元以上の場合)

古典系におけるリアプノフ指数

決定論的カオスの研究において,リアプノフ指数はその挙動がカオス的な振る舞

いをするかどうかを判定する量としてよく用いられている.この量は軌道の指数関

数的な発散や収束の度合い(速さ)を測る尺度で,その値が正であるとき,軌道がカオ

ス的な振る舞いをしていると判定する.滑らかな1次元写像Jに対してそのリアプ

ノフ指数は

棚 -ill-Jn(f)W )-三iloglg(xk)
で定義され,一般のm次元写像f=(i,･-jm),fJ≡fJ(xl,-,Xm)(j=1,･-,m)で系の力学
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が,x｡∈Rmを初期点とし,xn=f(xn_】) (n∈N)とする.このとき,
f(x),Ⅹ≡(x.,-,xm)のヤコビ行列J(Ⅹ)は

J(x)=Df(x)=
A (x)･･･A(x)

普 (Ⅹ)- 告 (Ⅹ)

で定義される･そこで,初期値X｡で時刻nにおけるヤコビ行列J(Ⅹ｡)=prm(Ⅹ｡)とな
り,行列はJn(x.)Jn(X.)Tのk番目に大きい固有値の平方根をFLkntする･このとき,初
期値X.に村するリアプノフ指数 (̂f)は

1
(̂f)-log拓,p-A=!llmJFLkn);(k-1,2,-,m)

で与えられる【31.

古典系のエントロピー型カオス尺度の計算アルゴリズム

I=la,b]m,FをIからIへの滑らかな写像 (Xn..=f(Ⅹn)(差分方程式))とする･
このとき,カオス尺度Dcを計算するアルゴリズムは文献【26,25,12,241において次の

ように与えられている :

(Ak)をIの有限分割

I-ソAk(4nA,-玖i≠力
差分方程式によって決定される軌道の状態q,'n'Cま確率分布(p,(n')によって定義され
る･すなわち,q,(A)-∑p,fn)8iである･ただし,SiLま(i,i)成分のみが1である正方行列

∫
であり,初期値x∈Iと定義関数IAを使って,

p･"=よ茎lA.(fkx)

で表される.初期値xがJ上の測度Vに依存しているときは,

p･"=よJIをAL･(fkx)dv

で与えられる･また,時刻nと時刻n+1の同時確率分布(貯+l')は

-よkmfmnlA･(fkx)lA,(fk･lx)貯+I)-
または,
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llZ+A
一志llk;mlA,(fkx)1AJ(fk'Ix)dv軒ー1-≡

で定義される.このとき,時刻nでのチャネル '̂nは

ラp(A+1)-^'nq)(n)

で決定される.エントロピー型カオス尺度は以下で定義される.

Dc(p(n,;̂･n)-‡p･"S(̂･nSt･)-∑p･,･nJ,n･1,10g掌 ･1 i,j
このカオス尺度を3.3節～3.5節で著名な写像に適用し,カオス尺度の有用性を議論

する.

ロジスティック写像のリアプノフ指数とカオス尺度

ロジスティック写像faは,

fa(xn)=axn(1-x〝),xn∈【0,1], 0≦a≦4

で定義され,パラメーターaの値によって安定解を持たない場合が生じ,以下の図の

ような分岐構造を持っている.

Xn

3.2 3.4 3,6 3.8 4

図1.ロジスティック写像の分岐図

図2,図3は,3.0から4.0までの1000個のaについてn-10000ステップの写像を用い

てリアプノフ指数Anとカオス尺度Dcを計算した結果である【25,24].
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図2.ロジスティック写像のリアプノフ指数

Dc

0.7
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P)‖

0
3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

図3.ロジスティック写像のカオス尺度

リアプノフ指数が負の所はカオス尺度はO,正の所はカオス尺度も正となり,カオス

尺度とリアプノフ指数が1対 1に対応している.

パイこね変換のリアプノフ指数とカオス尺度

2次元カオスの一つであるパイこね変換のカオス尺度を計算しリアプノフ指数と

の比較を試みる.ここでは,パイコネ変換foとして

j:(x n)=fo(x.(n),x!n))-- (2 - 1'n'車') (o≦xl'n'≦0･5)

(a (2xl'n'-.)i a(xtn'･1)) (0･5<xl'n'≦1)
ただし , (xl'n',X!n')∈ 【0,1]xl0,1],, 0≦a≦ 1･

を考える.以下はαによる軌道図の変化を表したものである.
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図4.パイこね変換の軌道図

図5,図6はパイこね変換に対するリアプノフ指数とカオス尺度を計算した結果で

ある【12】.
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図6.パイこね変換のリアプノフ指数

2進変換とパイこね変換に対して,0≦α≦0.5のときは,リアプノフ指数は負の値,

カオス尺度はOの値を取っている.0.5<α≦1のときは,リアプノフ指数とカオス尺

度は共に正の値を取りその挙動が一致している.しかしながら,α=Oでは,リアプ

ノフ指数は一切の値を取ってしまっていることがわかる.

ティンカーベル写像のカオス尺度

この節では,パイこね変換より複雑な挙動を示すティンカーベル写像(Tinkerbel

map)をカオス尺度を用いて考察する.

ティンカーベル写像は

f(xn)-f(xfn',x!n')

-((xl'n')2-(x!n')2･CIX.'n'･C2X!n',2x.'n'x!n'･C,xl'n'･C4Xin')
で定義される写像である.ここでは,
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fa(xl'n'･X!n')-((x.'n')2-(x!n')2佃 .'n'+C2X!n'･2x.'n'xtn'･C,xl'n'･C4Xin'),
fb(x.'n'･X!n')-((x.'n')2-(x!n')2IcIXl'n'･C2X!n',2x.'n'xtn'･bx.'n'･C.x!n')･

I=[-1.2,0.4]xl-0.7,0.3],
-0.4≦a≦0.9,1.9≦b≦2.9,

(cI,C2,C,,C.)-(-0･3,-0･6,2･0,0･5),

(xfo',x!o')-(o･1,0･1)

に対してカオス尺度を計算する･1001≦n≦4000のnに対して,写像点(xP,x!n')をプ

ロットしてみよう･軌道が安定しているときは,(xP,x!n')が周期的に同じ点に折り
重なるため,写像点の数が有限になる.図7,図8は軌道が安定している場合の亮
とfbの軌道図である.

"y.

A+ ●rLJ

j -1 ▲▲-L一 ■■ -AJ I▲J J.I●■O-LI
-L4.-LJ

-～_t
●1■
-tJ

一1■

図7.亮の軌道図(α=0.243) 図8.jiの軌道図(b=2.65)

それに対し,軌道が不安定(カオス的)になる場合は,時刻〝に関してランダムな挙動

を示し,軌道が複雑になる.図9,図10は軌道がカオス的になる場合のfaとfbの
軌道図である.

図9.faの軌道図(a-0.670) 図10.fbの軌道図(b=2.8)

図11,図12はティンカーベル写像faとfbに対するカオス尺度を計算した結果で
ある【121.
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図12.fbに対するカオス尺度

4..量子系におけるカオス尺度

この章では,量子系において,vonNeumannエントロピーと量子相互エントロピー

を用いて定義されるエントロピー型カオス尺度を用いてスピン系の非線形な変換の

下での一般的振る舞いを考察する.

4.1.量子系のエントロピー型カオス尺度の計算アルゴリズム

ここでは,状態が密度作用素pとして記述される量子系のエントロピー型カオス

尺度について説明する【26,15].F'をある状態を他の状態に写すチャネルとし,pを

初期状態とする.時間m後の状態はF'mpとなる.そのシャツテン分解 (1次元スペ
クトル分解)が∑ (̂km)Eim)8こよって記述されているとし,⑳汁t上のチャネル '̂nを

A

A'n6-6⑳F J⑳-･⑳F (n-I)cr,6∈6(71)

で定義する･このとき,エントロピー型カオス尺度Dqを
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Dq(p･,A･n)-inf〈新 ,S(̂･nEn･･(ELM,))
によって定義する.

4.2.量子スピン系のカオス

スピン1/2系の状態pは,lLkIL-
して,

x12+x22+,,2≦1を満足する妥=(xl,x2,X,)I∈R3に対

p-喜(I･6･k)

で与えられる･ここで,6=(C,.,62,63)Eで

Jl- (? A),6 2- (冒 -.i),6 3- (三 _ol)

である.このとき,以下の補題が成り立つ【15】.

<補毘4.1>スピンl/2系の状態βのシャツテン分解は

p-∑AaEa(α-±l)α

で潮 えられる':laf:i''l･α剛 Ea-ilI･aW )･
いま,f:R3→R3をILf(i)lI≦1を満足する3次元写像であるとする･このとき,このf
を用いて,量子スピン1/2系の非線形変換A'f:P→A'fPを

A'fP-i(I十6･f(i))
で定義する.このとき,以下の定理が成り立つ.

<定理4･l>:A'fjpのシャツテン分解が '̂J,'p-(̂'f))'p-∑ '̂aj'Etj',A'fJ-Eim'の
α

シャツテン分解がA'fJ'Eim'-(A'f)jELm'-∑鴫 j'F&m･j)で表されるものとする･このとき,
β

任意のJに対して,ある定数肌のカオス尺度は
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Dq(p;A"-inf(-ii ㌢ (opa )'k'log(opa)'k';E - (E1-,))
で与えられる.ただし,

･'p-'-喜(lIallfm(i)ll)

β十日目

′L
I
一2ニ
Si叫の α

′し
.∫r
J

何〟fJ

何れrJ

ここで,次のようなパイこね型変換写像を定義する.

[定義4･l](xn,yn,zn)t∈R3に対して,

f(xn,yn,zn)=

ーヽ

ノ

-ヽ

.一ノ

f.(xn,yn,zn)(浅≦xn<o)

f2(xn,yn,Zn)(0≦x亮 )
ただし,

fl(xn,yn･Zn)-(27(xn･去 )-,i ia(yn･去 )一志,o)
f2(xn,yn,Zn)-(2a(xn･i )-Jia一志ia(yn･弁 蓋 a一志,o)
もし,ま くIxnlsl(去<lynlsl)ならば･- o(yn-o)である･

以下の図は,x｡=y.=Z｡=o･3,m=100,n=200のときのカオス尺度Dqのaに関する
推移を表している.

Dq
0.6

0.5

0.4

0.3

02

0.1

0

0.0 0.1 0,2 0.3 0.4 03 0.6 0.7 0.8 0.9

図13.パイこね型変換のカオス尺度
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