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§1. まえがき

多数の著# 卜(8)によって, delta-fun.ion｡｡t｡ntialによる相互作用をもつ 1次元同種
(6)

fermi｡n系又は boson系の問題が厳密に扱われた｡とくに,CIN･Yang およびB･Suther-
(7)

land は,斥力 potential(C>0)をもつN個の同種フェルミオンおよび同種 bosonの

一般の体系について厳密解をうる方法を確立した｡更に,M･Takahashi(7)はYang-Suther-

1and理論を拡張 して,引力 potential(C<0)をもつ同種 fermion系の一般の場合に

ついて厳密解をえた｡･

本論文では, Yang-Sutherland理論を斥力 delta-functionpotential(C>0)による

相互作用をもっ 1次元異種 fermion混合系の場合に拡張する｡ boson系の場合は, §3

で述べるように異種混合系-の拡張がむつかしい｡

§2. 1次元異種 fermion混合系

1例として, fermionFl(質量ml)のNl個 (spinすべて同じ向き )とfermionF2
辛

(質量 m 2)のN2個 (spin上向きものN;個,下向きのものN20個 )との混合系を考察する.

一般にml≒ m2とする.また

N.+N2-N , N;+NZ-N2 .

(1) Hamltonian

N.∑
･I

旦
独

ニ】1tt +
"-
1吋

Z(

-).I,
ll

I-.-

!:i:
2cl∑ ∂(Ⅹi-Xj)
i<j

(i,iともFl)

+2C2∑∂(xi- Xi)+2clZ∑8(xi- Xi) ,
i<j i<j

(i,jともF2) ( i,jのうち1つはFl,1つはF2)

(ct> O, C2> 0, cl2> 0).

波動関数両ま,Y｡｡㌔ )等にならい, Beth｡仮説を用いて

少-∑〔Q,P〕exp i〔ppIXQ.十∴+ ppNXQN〕P

(1)

(2)

(3)

串 本論文の諸記号の意義の詳細についてはY｡最 6主5よび Suth｡rl｡nd(7)の論文を参照して頂きたい｡
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とおく｡ こゝに,

ppl,-,PPN:unequalnumberの set,

0< xQl< xQ2<･･･<xQN<L ,

p -〔Pl,･･･,PN〕,Q〒〔Ql,･･･,脚 〕 : integer

l,-,Nの2組の permutation･-

(A) dalta-function potentialは次の境界条件でおきかえられる.

‡[(古 瓦 -読 )+xi=Xj･

∂

- (志 ‡ 一志 孟 )+xi= Ⅹj - ]-叫 二Xj･

(4)および xi- Xjにおける少の連続条件から

(i) i,jともFlの場合 ;m(i)-m(i)-ml,C.- Cl,

icl* * 2ml

xij = pi-pj , Cl=｢F Cl '

(ii) i,jともF2の場合 ; m (i)- m (i)- m 2, C-C2,

ic2*

Pi~Pj

* 2m2

C2=~膏~C2,

(4)

(5)

(5′)

(iii) i,jのうち1つはFl,1つはF2の場合 ;m(i)-ml,m(i)-m2又はm(i)-m2,

m(i)-ml,C - C12(- C21),

ic12* * 2 2m1m2

Xii=pi-Pj , C12= 音 ●J m2C12 '

(敬) 周期的境界条件から

Ii(p;C;Rlか)fo-X(i+1)jX(i+2)i-XNj

(5')

･Xlix2j･･.X(i-1)jEo, j-1,-,N (6)
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li(p;C;Rサ)-eXP(ipjL),

Xij
1-XijPij

1+xij

-
･

-

･亜1亜
群

こ こ に

Pij:QiとQjとを交換するoperetor,

Ⅹij:(Qi,Pi)と (Qi,Pj)とを交換するoperetor,

E｡:(3)におけるmatrix〔Q,P]のcolumn,

Rや:N個の座標 xiの permutationgroupSNの irreduciblerepresontation･

(Ⅳ)

pj(p;C;RQ)め-lX('3.1)jX('j.2);-XN'j

xxl′j･･･X('j,-.)j¢ , j-1･-,N

xi'j
1+XijPi;

1+Xij

Pi;--Pij ,

′ヽ■.′
RQ:R少の conjugaterepresentationRや ･

i,jが同種 fermion で同じ向き spinの ものについては Pi;- 1,Xii-1･

〃j(p;C;Rd)ニスj(p;C;R少)-eXP(ipjL)･

¢はB｡th｡-Yang仮#)を用いて

¢-事 〔Q,P]F(Apl,yQl)- F(ApN2,yQN-),
*/

ipj-iA-cl2

i-ilPi.I-iA+cl:I
F(刀,y)=甘

(†)

*′ 1 *

cl2= ~T C12 ･
⊥J

ya(A i-C2 ;RQ)と1)-x(I;.1)aX(I;+2)α-XJya
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＼"I,'7-

･xl"a･･･X(I;-1)｡ Cと1㌦ a = 1,･･･,N2

1+xaJgPab 1+xap

1-X｡β 1-Ⅹαβ
Xa'p'

. *
1C2

x ap=五三を '

co(1):(13)におけるmatrix〔Q,P〕の column･

(13),(14)を用いて (15)から

‥ _ E iAa- 1Pi+cl2*′
i/a- n
-u j=liAα-1pi- C12*′

(16),(17)を用いて (15)から

N2 iA｡-i布 + C2*
ya--ya'･n

illiAa-iAp- C2*

Pa′(A;C2;R{浩)IL1'-x～a.1)｡X('a.2)a･･･Xk'a

xxl'a.･･X(i-1)aC!1)･

こ こ に

メ

α-1,- ,N2

(Ⅵ) 再び,B｡th｡-Yang鰯馳用いて

(三1'-∑〔Q,P]G(kpl,ZQl)･･･G(kpN;y,ZQN2"),P
Z二liAα- ik-C2*′

G(k,Z)エ ロ *′
･=l iAa+rik+C2

(21),(22)を用いると(20)から

, N:
i/C(-∩

iAα- ikb-C2

b=l iAa- ikb+ C2*'

*′ 1 *,

C2 =~す C2 .

ー 2 70-

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)
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ya(k ;- C 2 ;R {il,)Ci2)-x z'L l)aX '(I:･2 ) a ･･.X';;ya一一

×x:Ta-Ⅹ'Z'a_1)aI(.2), a-1,･-,N: (24)

Ⅹ:b-

Xab=

x｡'b-

1+xabPab' 1+xab
1-xab 1-xab

. *
1C2

ka- kb

1+XabPaこ
- 1

xa'b, (25)

(17′)

(26)

(Ⅶ)

1+ xah

{(.2):(21)におけるmatrix〔Q,P〕の column･
(21),(22)を用いて (24)から

N2 ika- iノ毎 +C2
va-∩
J9=l ika- i/わ- C2

*/

(25),(17′),(26)を用いて (24)から

N2 ika- ikb+ C2*
〝

i/a- 一口bl=ll ika- ikb- C2

(潤 ) (9), ( 13), ( 1 4 ), ( 12) か ら

*/

___/._T､ A2 ipj- iAp- cu
exp(ipjL)-∩.つLAP＼Af'j]ノ~⊥▲

担 ipi-idβ+ cl…′

(18),(19),(23)から

N iAα-i∩ */
j=liAα-1Pj-C12

=一口

j-1,-,N

R2 iA｡-iAp+C2

p=liA｡I iノわーC2

× H

*/

Ni'iA｡- ikb- C2*′

b=liAa- ikb+ C2

- 2 7 1 -

*/

(27)

(28)

(29)

α- 1 ,-,N2 (30)
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(27),(28)から

N2 ika-idβ+C2*′TTIl
p =l ika - iAp-C2

*/ ∩
N2nika- ikb+C2*

b=l ika- ikb-C2

(Ⅸ) (29),(30),(31)の対数 をとると

Lp-27TIp+∑ 012(2p-2A),
A

こ こ に

a-1,-,N;I

∑ 02(A-A')-27rJA+∑012(2A-2p)+∑02(2A-2k),
｣′ p

∑02(k-k′)-27rKk+∑02(2k-2A),
k/ .∫

012(x)=-2玩 l与 ,
C12

02(x)--2tan上 宝 ,
C2

(31)

Ip,Ⅰ〟,Kk:interger又はhalfinterger.

groundstateに対 しては,例えばNl,N2',N2"が何れもodd(N2-even,N-odd)
の場合には

･p:-i (N-1)から÷ (N-1)までの間のN個の integer,∠J

JA: - i (号 寸 ) か ら孝 一÷ までの間のN2個の half integer,_ ー ▲一 ▲.一 ▲一

Kk:-÷ (N2"-1)から÷ (N2"-1)までの間のN細 の integer･

(‡) N,N2,N2"→ - (上記の比例関係を保って )

p主 2打 f+I_BBO12 (2p- 2A) a (A)dA,

!:02(A-A')a(A')dA'≧2打gH QQo12(2A-2p)p(p)dp

･!R% 2(2A-2k)T(k)dk,

!RRo2(k-k′)I(k′)dk′-2花畑 ‡:02(2k-2A)a(A)dA,

df dg de

- =p,TA=0, 丁五 = T･dp
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(xE) (29つ,(30"),(31つ をそれぞれ p,A,k こご微分して

2打p-1.IBB

4cl2*odA

cl2*2+4(p-A)2

4C2*pdp

cl;2+4(〟-p)2

- 2打a H BB

4C2*odA

C2'2+4(k-A)2

4C2*2rdk

C2*2+4(A-k)2

2C2㌦ dA'

C2*2+ (A- A )2

2C2*T dk′

C2*2+(k-k′)2

昔 -I:pdp,苦 〒‡BB OdA,普 -(≡T dk･

groundstateenergy.E は

‡ -‡ ･忘 ,(莞 + 慧 )!:p2pdp･

(28′)

(30"I)

(31")

(32)

(33)

/// //′ /// 〟
CXn) (29),(30),(31),(32),(33)の結果は,m1-m2-m,N2-M,N2-Ml,

cl-C2-C12-C (-Cl*-｡2*-｡l芸)とおけば S｡th｡rlani7'O,結果 (ぷ=3)と完全に一

致する｡

(X岨) 上例の場合を, fermion が3種以上の場合,各種について spin の向きが2つ以

上の場合の一般の混合系に拡張することは容易にできる｡

§3. 1次元 boson系

同種 boson系についてのYang-Sutherland理論から

exp(ipjL)-15(p;C;R中)

n ⊥ニ聖
i≠j 1+Xij

Xij
1-xijPij

1+xij
Xi'3-

･巧 (p;-C;R¢),

1-xiiPij

1-Xij
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(34)右辺 の factor口

つかしい｡

1-Ⅹij

i≠メ1+ Ⅹij
のため, boson系では異種混合系に拡張することはむ
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