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ダブルシャッフル関係式から導かれるバイナリ行列
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概要

多重ゼータ値には膨大なZ上の線形閲係式が存在する。そしてどのような組み合
わせで連立線形方程式を考えても対応する行列のランクは2k-2-dk以上になること

が知られている。ここでKは‘重さ＇と呼ばれる自然数であり、 dkはフィボナッチ数的

な性質「dk= dk-2 + dk-3」を満たす。また行列を＇深さ＇でブロック化した時、各ブ
ロック行列のランクはカスプ形式の空間の次元と関連するという予想がある。

本予稿ではあるクラスの関係式に対応する行列を、成分を mod2して（つまり恥

上で）考察する。具体的には重さが22以下の条件のもと、計算機のガウスの消去法に

よるランクの計算結果を報告する。大域的なランクは2k-2-dkとなりzの場合と一
致する。一方、ブロック行列のランクはカスプ形式ではなくパスカルの三角形と関連

することが観察される。また関係式を一部に制限した場合の行列も扱う。 z上ではラ
ンクが2k-2-dkであっても恥上ではより大きくなる場合があり、 Zと恥では関係

式の間の従属関係（つまり Z上における単因子標準形）が異なることがわかる。

1 序章

多重ゼータ値はリーマンのゼータ関数の特殊値の一般化であり、

〈 (kr) ＝く(kい•.．， kr) := 区
1 
kl k m 

m1>…＞叫＞o 1 ··•m-:.r r 

と書けます。ただし k1,...,krは正整数で、収束のため k1~ 2とします。1値の分類のため

に、 k=柘＋・・・十 krを‘重さ'、 rを‘深さ＇と名付けます。璽さの異なる多重ゼータ値の

線形関係式は存在しないと予想されているため、一般に線形関係式はKを固定して研究し

ます。（予想の背後には特殊値く(2)，く(3),．．．のQ上の独立性の予想があります。）簡略化
のため今後は線形関係式を単に関係式と呼びます。

引数の組み合わせから重さ Kの多重ゼータ値の個数は 2k-2です。しかし多重ゼータ値

が生成する Q上のベクトル空間 Zkの次元の上限は dkであることが知られています。こ

こでdkは

区dk炉＝
1 

k2'.0 
1-（知＋Xり

(1.1) 
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1不等号の順番が逆の定義もあります。その時の収束性の条件は kr2: 2です。
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表 l：ゑの生成元の数2k-2、次元の上限dk、ランクの下限rk= 2k-2 -dk 

k 2 3 4 5 6 7 8 ， 10 1 1 
2k-2 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 

dk 1 1 1 2 2 3 4 5 7 ， 
rk 

゜
1 3 6 14 29 60 123 249 503 

k 12 13 14 15 16 17 

2k-2 1024 2048 4096 8192 16384 32768 

dk 12 16 21 28 37 49 

rk 1012 2032 4075 8164 16347 32719 

k 18 19 20 21 22 

2k-2 65536 131072 262144 524288 1048576 

dk 65 86 114 151 200 

rk 65471 130986 262030 524137 1048376 

で決まる整数であり、フィボナッチ数のように「dk= dk-2+dk-3」を満たします。実際の値
を表1に載せます。次元の上限がdkということは、 Q上独立な関係式がrk= 2k-2-dk個以
上存在することを意味します。つまり多重ゼータ値の関係式を線形連立方程式と捉えた時、

任意の関係式の組み合わせに対応する行列のランクはrK以上ということがわかります。なお

初項の条件を無視して (dk)kの漸化式を (rk)kに翻訳すると「Tk= 2rk-1 +rk-2-rk_3-2rk-4」
となります。次元の上限性（つまりランクの下限性）は既知ですが、次元の下限性（つまり

ランクの上限性）は多重ゼータ値のQ上の独立性と関連し、リーマンの特殊値の場合と同
様に難しい間題です。理論と実践の両側面から「dk~ dimゑ」が予想されています。
本予稿では [4]のシャッフル型の拡張ダブルシャッフル関係式（英語では extendeddouble 

shuffle relations of shuffle type、また簡単に EDS)と呼ばれる Z上の関係式に対応する行

列のランクを、各成分を mod2して計算します。計算には計算機によるガウスの消去法

を使います。また Minh氏等[7]と金子氏等 [5]によって研究された、 EDS関係式の一部分

を制限した行列についても計算します。便宜上それ等の行列をそれぞれ「Mr,Mf:1,Mf」
と名付けます（左から EDS、Minh氏等、金子氏等の関係式に対応します）。実験では成分

をmod2 して計算するので、対応する恥上の行列を「M~,Mr,Mf」とします。
EDS関係式に関する文献は既に沢山あるため（特に [1]がお薦めです）、これらの行列は

既に与えられたものとして今後は話を進めます。その代わりとして行列に関するデータは

多めに掲載します。行列のデータから多重ゼータ値の性質を感じて頂ければ幸いです。
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2 計算の目的

報告する計算結果は二つあります。

［実験3.1]深さでブロック化した時のM塁のランク計算（各ブロック行列のランクも含む）

［実験3.2]且厄』1?』ばのランク計算（ブロック行列のランクは含まない）

手法は改良版のガウスの消去法を使います。計算機の性能限界のため両者とも k：：：：：四ま

での結果です。具体的な計算資源や計算コストは本予稿では触れませんので、詳細は [6]

を参照してください。実験結果は次のセクションで述べることとし、以下のサブセクショ

ンでは実験の目的を説明します。

2.1 実験3.1の目的

次が実験3.1の目的です：

(i) EDS関係式が多重ゼータ値の線形関係の親玉と考えれることの確認

(ii)深さで階層化した時、 lF2上の線形関係に構造が存在することの観察

多重ゼータ値の関係式の空間はQ上のベクトル空間と考えられるので、全ての関係式
を生成する関係式の（一意ではない）組みが存在します。その一組みに対応する行列をM9
とすると、次元予想「dk~ dimゑ」は「rk~ rankM~」と言い換えれます。即ち次元予
想はr叶固からなる関係式の基底（つまり親玉）が存在することを主張します。もしもガウ

スの消去法で

rankMk = rk (• E {E,M,K}) (2.1) 

を示すことができなたら、 Mi:の行に対応する関係式の中に碁底が存在することが予想の
仮定の下で示せます。ここで、行は関係式、列は多重ゼータ値が対応するように線形連立

方程式と行列を同一視しています。等式 (2.1)は各論文 [4,5, 7]で任意の重さ Kで成り立

つことが期待されており、小さいKにおいては計算機で確認されています。合同算術の性

質から rankMr：：：：： rankM［なので、予想下では

でも基底の存在がわかります。2

rankM E — k = rk (2.2) 

従って (2.2)の計算から EDS関係式が親玉と考えられることがわかり、目的（i)が達成

されます。注意ですが(2.2)は他の行列M?』[？の場合は一般に成り立ちません。これが
実験 3.1 が M~ のみ扱う理由ですが、詳しいことは次のサブセクションの実験 3.2 の説明

で述べます。

2予想とは関係なく (2.1) や (2.2) から rankM~ ：：：： Tk、つまり dimZk::; dkはわかります。
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目的(ii)について説明します。線形関係を深さで階層化するとは、行列の列の多重ゼー

夕値の順番を左から深さが大きい順に並ベブロック化し、各ブロック行列を調べることを

意味します。3例えば重さ k=4のEDS関係式の場合は次のようにブロック化されます：

-((2, 1, 1)＋く(3,1)+((2,2)= 0 

く(2,1,1)ーく(3,1) -((2, 2) = 0 

-((3, 1)-((2,2)＋く(4)= 0 

-4く(3,1)＋く(4)= 0 

-1 1 1 

゜行塁墾 Mf = I 1 -1 -1 ゜゜
-1 -1 1 

゜
-4 

゜
1 

mod 2 
⇒ M~= 口 (2.3) 

ただし列の順番は「く(2,1, 1) 1((3, 1)，く(2,2)1((4)」としています。

行簡約階段形にした後の対角線上のブロック行列を Mむ』i~,r (r = k -l,..., 1)とお
きます。（ガウスの消去法で簡約化した後であることにご注意ください。）例えばk=4の

場合は

Mむ＝ （1), Mむ＝ （； ~)'Mむ＝ c/;,

饂＝ （1），麟＝ （口），叫，1= (1) 
となります。ただし0行0列の行列はりとしています。繰り返しになりますが上段のMむ
は(2.3)の表示において行簡約陪段形の操作をした後のブロック行列です。

次元予想の精密化 [3]では関係式の構造がカスプ形式と関連すると考えられており、

I rk,r ~ rank Mf』が期待されています。4ただし Tk,r=（：二[)-dk,rで、 dk,rは

L dk,rX予＝ 1 +E(X)Y 

k,r~O 
1 -O(X)Y + S(X)戸 (1-yり

(2.4) 

3ベクトル空間の言葉では

Zk竺互k,k-1EB... 〶 Zk,l

に直和分解して、各百k,rの構造を考えることに対応します。ここで分解要素は百k,r= Zk,r/Z知ー1で定ま
る商空間で、 zk,rは里さ Kかつ深さがr以下の多重ゼータ値で張られる部分空間です。

ベクトル空間の言葉では dimZk,r c'cc dk,rです。
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で決まる整数です。ここで

x2 炉 x12
E(X) = ~'O(X) = ~'S(X) = 
(1 -X町 (1-Xザ (1-Xり(1-Xり

であり、 S(X)がフルモジュラー群上のカスプ形式の次元の生成関数です。二重数列(dk,rh,r

の生成関数にS(X)が現れるので、多重ゼータ値の背後にはカスプ形式に関連する構造が

あると考えられています。論文[2]ではこの予想がEDS関係式を用いて計算機で確認され

ています（ただしEDS関係式に含まれると予想されている双対公式も使用されています）。

もちろん (2.4)の右辺はY=lとすると (1.1)の右辺と同じになります。

上記のQ上の行列Mむの予想を鑑みると、 lF2上の線形関係の構造は

rankM E — tr (r = k -1,..., 1) (2.5) 

に反映されると考えられます。つまり (2.5)を計算し法則を見つけることで目的(ii)が達

成されます。そして実際に (2.5)の間にはパスカルの三角形の法則があることが、実験3.1

から観察されます。

2.2 実験3.2の目的

実験3.2の目的は

• Mf,Ml;,~いの単因子標準形の対角成分の偶奇性の調査

です。論文 [4,5, 7]で主題となっている関係式の間には包含関係があり、 Ml;はM¢ の

部分行列、 MlfはMl;の部分行列となっています。行数mは、表 2からわかるとおり

「Mf>Ml;> Mむの順で小さくなり、特にMlfの行数は重さが9以降は正方行列とな
るほどに少ないです（行列に変換する際に同じ関係式は省いています）。

行列 Mk(• E {E,M,K}）の成分は整数なので単因子論が適応できます。ランク計算(2.1)

の[5,7]による実験から次の命題が成り立ちます。命題では“適当に小さい重さ k"という

言い同しをしていますが、 [5,7]において実際に実験したという意味で、 [7]ではKさ16、

[5]ではk:::; 20です。今後命題2.1の(2.6)を使うときはKは常に“適当に小さい’'と仮定

します。

命題 2.1([5, 7]）．適当に小さい重さ Kに対して、可逆な正方行列 PEGLm(Z)とQE

GLn(Z)、正整数e:(i = 1,...心）が存在して

•1 

e
 

PM印＝
k
 

•r 
e
 

(2.6) 

゜
が成り立つ。ただし e:|e:+1を満たす。
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表 2: M: の行数 m• (• E {E,M,K}) ※比較用に列数n=2k-2も掲載

k 2 3 4 5 6 7 8 ， 10 1 1 
m E 

゜
1 3 8 20 44 101 220 478 1019 

m M 

゜
1 3 6 15 31 73 160 355 768 

m K 

゜
1 3 6 15 31 63 128 256 512 

| n | 1 | 2 | 4 | 8 | 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512 | 

k 12 13 14 15 16 17 

m E 2178 4602 9736 20472 43031 90102 

m M 1672 3548 7695 16383 34847 73726 

m K 1024 2048 4096 8192 16384 32768 

| n | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768 | 

k 18 19 20 21 22 

m E 188470 393206 819316 1703925 3539188 

m M 155711 327679 688254 1441791 3014911 

m K 65536 131072 262144 524288 1048576 

| n | 65536 | 131072 | 262144 | 524288 | 1048576 | 

対角成分e;の中で奇数の数を rz,odd、偶数の数を rz,evenとおくと（2.1)より
●,odd, _o,even 

rk = rk + r¢ 

です。また (2.6)において mod2することにより

rankM: = r:,odd 

です。

行列M；のランク計算から、 (2.7)と（2.8)を通して

r:,odd, r:,even (• E {E, M, K}) 

(2.7) 

(2.8) 

を求めるのが実験3.2の目的です。実験結果から 7~ k ~ 22においてこれらの値のペアが

互いに異なることがわかります。なお実験3.1からわかる通り、 (r!'odd,r!'even) = (rk, O) 
となります。実験3.2から、（ガウスの消去法による簡約階段形の意味で） Q上では同値
な関係式でも、（単因子論における標準形の意味で） Z上では異なる関係式になることが

わかります。
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3 計算結果

整数ば，rを

で定まる数とし、

1 と晶Xkyr= 
1-（炉＋XりY

k,r::,,o 

迂，r＝ （： _ -：) -4[，r 
とします。

次が本予稿における一つ目の実験結果です。

実験 3.1([6, Experiment 3.2]). kを重さ、 rを深さとする。 1~ r < k ~ 22の時

rankM E _E 
— k,r =r  _k,r 

が成り立つ。特に、 (3.1)でY=1とすると (1.1)に同じになるため

rank且r= rk 
が成り立つ。

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

生成関数の形から二重数列（ば，r)k,rは漸化式「ば，r= 4L2,r-l＋近＿3，r-1」を満たします。
二項係数の漸化式「（；）＝ （；］）＋（口）」を添字のずれに気をつけながら考慮すると

晶＝（k ~ 2r) 
がわかります。二項係数の漸化式はパスカルの三角形に対応していました。従って (3.1)

は行列M訳つまり行に対応する恥上の関係式）の背後にパスカルの三角形の構造がある
ことを示唆しています。それは行列Mr（つまり行に対応する Q上の関係式）のカスプ形
式の構造を示唆している (2.4)とは明らかに異なります。表3に実際の 4!,rの値を載せま

す。下にずれていますが、 0列に 0行目から「1」、 1列に 2行目から「1,1」、 2列に4

行目から「1,2,1」が現れ、パスカルの三角形が見てとれます。比較として dk,rの値も表

4に載せます。カスプ形式との関連を見抜いた人に感嘆するしかないほどの複雑な様相が

見てとれます。

次に二つ目の実験結果を紹介します。

実験 3.2([6, Experiment 3.3]). kを重さとする。 7さKさ20の時

E,odd M,odd k,odd 
rk = rk > rk > rk (3.4) 

が、つまり (2.7,)より

0 = r E,even ~ _M,even ~ _K,even k < r k < r k (3.5) 

が成り立つ。左側の「rf'odd>心1,odd」と「心’even<心1,even」はk= 21,22で成り立つ。
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表 3: d!,rの値 ※行の合計はdkと、列の合計は (ks;7で） 2rと一致

k/r 

゜
1 2 3 4 5 6 7 8 ， 10 1 1 合計

゜
1 

゜゚゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜
1 

1 

゜゚゜゚゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜2 

゜
1 

゜゚゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜゚
1 

3 

゜
1 

゜゚゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜゚
1 

4 

゜゚
1 

゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜
1 

5 

゜゚
2 

゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜
2 

6 

゜゚
1 1 

゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜゚
2 

7 

゜゚゜
3 

゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜゚
3 

8 

゜゚゜
3 1 

゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜
4 ， 

゜゚゜
1 4 

゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜
5 

10 

゜゚゜゚
6 1 

゜゚ ゜゚ ゜゚
7 

1 1 

゜゚゜゚
4 5 

゜゚ ゜゚ ゜゚
， 

12 

゜゚゜゚
1 10 1 

゜゚ ゜゚ ゜
12 

13 

゜゚゜゚゜
10 6 

゜゚ ゜゚ ゜
16 

14 

゜゚゜゚゜
5 15 1 

゜゚ ゜゚
21 

15 

゜゚゜゚゜
1 20 7 

゜゚ ゜゚
28 

16 

゜゚゜゚゜゚
15 21 1 

゜゚ ゜
37 

17 

゜゚゜゚゜゚
6 35 8 

゜゚ ゜
49 

18 

゜゚゜゚゜゚
1 35 28 1 

゜゚
65 

19 

゜゚゜゚゜゚ ゜
21 56 ， 
゜゚

86 

20 

゜゚゜゚゜゚ ゜
7 70 36 1 

゜
114 

21 

゜゚゜゚゜゚ ゜
1 56 84 10 

゜
151 

22 

゜゚゜゚゜゚ ゜゚
28 126 45 1 200 

合計 1 2 4 8 16 32 64 128 

表5に (r:,oddパ'even)の計算結果を載せます。数列（心i,even)kには
M,even __  M,even, _M,even 
rk = rぃ＋ rk-3 + 6KE{7,15} (3.6) 

の漸化式が観察されます。ここでふはクロネッカーのデルタ関数で、 Pが真の時は 1、偽

の時は0です。数列 (rf'even)kの法則性は筆者は発見できておりません。
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表 4: dk,rの値 ※行の合計はdkと一致

k/r 

゜
1 2 3 4 5 6 7 8 ， 10 1 1 合計

゜
1 

゜゚゜゚ ゜゚ ゜゚゜゚ ゜
1 

1 

゜゚゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜゚゜゚ ゜2 

゜
1 

゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜゚゜゚
1 

3 

゜
1 

゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜゚゜゚
1 

4 

゜
1 

゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜゚゜゚
1 

5 

゜
1 1 

゜゚ ゜゚ ゜゚゜゚ ゜
2 

6 

゜
1 1 

゜゚ ゜゚ ゜゚゜゚ ゜
2 

7 

゜
1 2 

゜゚ ゜゚ ゜゚゜゚ ゜
3 

8 

゜
1 2 1 

゜゚ ゜゚ ゜゚゜゚
4 ， 

゜
1 3 1 

゜゚ ゜゚ ゜゚゜゚
5 

10 

゜
1 3 3 

゜゚ ゜゚ ゜゚゜゚
7 

1 1 

゜
1 4 3 1 

゜゚ ゜゚゜゚ ゜
， 

12 

゜
1 3 6 2 

゜゚ ゜゚゜゚ ゜
12 

13 

゜
1 5 6 4 

゜゚ ゜゚゜゚ ゜
16 

14 

゜
1 5 ， 4 2 
゜゚ ゜゚゜゚

21 

15 

゜
1 6 8 10 3 

゜゚ ゜゚゜゚
28 

16 

゜
1 5 14 11 6 

゜゚ ゜゚゜゚
37 

17 

゜
1 7 13 18 7 3 

゜゚゜゚ ゜
49 

18 

゜
1 6 19 18 17 4 

゜゚゜゚ ゜
65 

19 

゜
1 8 17 31 19 10 

゜゚゜゚ ゜
86 

20 

゜
1 7 25 30 35 12 4 

゜゚゜゚
114 

21 

゜
1 ， 22 48 37 29 5 

゜゚゜゚
151 

22 

゜
1 8 32 45 65 33 16 

゜゚゜゚
200 

4 まとめ

本予稿では [6]の実験結果を行列の視点で報告しました。計算の都合上行列の成分を

mod 2して凡上で実験しましたが、的である理由は、真と偽の世界の計算機科学の技術

を利用するのに便利だったというだけで、数学的な理由は特にありませんげしかし表3で

はパスカルの三角形の構造が、そして表5のボ'evenでは (3.6)のようなフィボナッチ数的

な漸化式が観察されました。偶然で済ますには法則性がありすぎると（少なくとも筆者に

は）感じられます。多重ゼータ値の線形関係式の整数係数にある秘密を解明するには更な

る研究と実験が必要であると考えられます。

5 lF2のおかげでデータサイズが小さくなり、また CDCL(conflict-drivenclause learning、矛盾先行型節
学習）の技術が応用しやすくなり、ランク計算が高速化できました（詳細は [6,Appendix]を参照）。
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表 5:r:,odd, r:,even (• E {E, M, K})の値

k r k E,odd E,even 
rk 

M,odd 
rk 

M,even 
rk 

r k K,odd r k K,even 

2 

゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜3 1 

゜
1 

゜
1 

゜4 3 

゜
3 

゜
3 

゜5 6 

゜
6 

゜
6 

゜6 14 

゜
14 

゜
14 

゜7 29 

゜
28 1 28 1 

8 60 

゜
60 

゜
58 2 

， 123 
゜

122 1 120 3 

10 249 

゜
248 1 244 5 

1 1 503 

゜
502 1 491 12 

12 1012 

゜
1010 2 994 18 

13 2032 

゜
2030 2 2004 28 

14 4075 

゜
4072 3 4030 45 

15 8164 

゜
8159 5 8092 72 

16 16347 

゜
16342 5 16244 103 

17 32719 

゜
32711 8 32560 159 

18 65471 

゜
65461 10 65236 235 

19 130986 

゜
130973 13 130631 355 

20 262030 

゜
262012 18 261500 530 

21 524137 

゜
524114 23 

22 1048376 

゜
1048345 31 

（注） r:,odd+ r:,even = rk 
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