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1 はじめに

密度行列繰り込み群 (DMRG)の方法は低次元多体系の性質を探る柔軟かつ一般性のある方

法である.この方法は1992甲こS.Whiteにより発表され 【1,2]､これまで困難であった量子
一次元系の基底状態や低エネルギー励起の精密な数値的研究を可能にした｡量子スピン系に

みられるスピンギャップの正確な大きさ【3hN段t-J梯子模型の詳細な電子状態【4]､そして

近藤格子模型の大きなフェルミ面[5ト さらにはフラストレーションのある量子スピン系の長

距離相関関数【6]などはこの方法によってはじめて明らかになったといえる｡このような量子

一次元系の基底状態の研究が精力的に進む中で､古典二次元系【7,8】やランダム量子スピン系

【9ト 有限温度量子一次元系【10,ll,12,13】など-のDMRGの応用､拡張も次々となされ､現
在では低次元多体系を調べる標準的方法としてDMRGの利用が急速に広まっている｡

DMRGの方法は､系の一部分を少しずつ拡張し､次第に大きくしていく繰り込み群的側面

と､拡張していく部分に残す基底数を加減することで波動関数の精度をコントロールする変

分法的側面を持つ｡したがって､この二つの側面をともに生かすことがこの方法を用いる上で

大切である｡この解説は､そのための技術的秘訣について量子一次元系の有限温度の計算法を

具体的対象として述べたものである｡

ここで取り上げる有限温度での計算法は､DMRGと量子転送行列法を組み合わせたもので､

1996年にその基本的アイディアが発表され[11ト その翌年1997年に量子スピン鎖の帯磁率の

計算をもとに量子臨界点付近の対数補正が現れる低温まで信頼できる数値計算法として確立し

た【12,13].しかしながら､この方法には量子転送行列の非エルミー ト性に伴う数値的処理の

難しさがあり､このような精度を引き出すためにはDMRGを有効に機能させる工夫が必要で

あった｡ここで紹介する具体的計算法は､試行錯誤の結果として得られたものであるが､そこ

での工夫を知っていただくことで､DMRGの能力を十分に引き出す鍵を掴んでいただきたい｡

2 有限温度DMRGの方法

DMRGの有限温度-の拡張そのものは､DMRGの開発当初に絶対零度におけるアルゴリ

ズムを自然に拡張する方法でS.White自身によりすでになされていた[2】｡その方法は､有限

温度での系の状態を表現するために重要な基底だけを残しながら実空間方向に繰り込みを行

うもので､比較的少ない繰り込み回数で結果を得ることのできる有限系に対しては有効な方

*)本稿は､編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である0
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法であった｡しかし熱力学極限を直接得ることができないため､系の臨界的性質を調べるには

あまり適していなかった｡

これに対して､これから説明する量子転送行列法とDMRGを組み合わせた方法は､量子転

送行列を虚時間方向に繰り込むものであり､転送行列の最大固有値から熱力学極限を直接得る

ことができる｡そのため低温の臨界的性質をみることも可能である｡この方法は量子モンテカ

ルロ法と比較しても統計誤差や負符号問題がないところが長所であり､実際にこの方法で計算

された一次元電子系 (近藤格子模型)の絶縁相の比熱､帯磁率はこれまでの量子モンテカルロ

法で得られていたものより精度がよい【14】｡一方でこの方法の欠点を挙げれば､取り扱える系

が周期一次元系に限られること､転送行列の非エルミー ト性に伴う数値的処理の難しさがあ

ることである｡

3 量子転送行列法

系の臨界的性質を調べるためには熱力学極限での物理量の振る舞いを知る必要がある｡この

熱力学極限での物理量を直接得る簡便な方法が転送行列法である【15,16]｡まずこの方法につ

いて簡単にまとめておく｡

転送行列法を用いるためには､量子モンテカルロ法で良く知られた分配関数の鈴木 トロツタ-

分解を初めに行う必要がある｡煩雑さを避けるために相互作用は隣り合う座標の間にしか働か

ないとすると､系のハミル トニアンHをH.｡｡-∑nLt21h2n_1,2n とHeye｡-∑nLQlh2n,2n.1
に分解することで 匝2n_1,2n,h2n,-1,2n,]-[h2n,2n+1,h2n,,2n,+1]-0が成り立つようにするこ

とができるOここで､hi,i+1はハミル トニアンHに含まれる座標iとi+1に関する部分で､i

は1から系の長さであるⅣ までをとる｡ハミル トニアンをこのように分割すると､分配関数

Zは次のように表されるO

Z= Tre-PH

- 1im Tr (e-PHodd/Me-PHevcn/M)M
ルナ一 〇〇

〟/2 〟/2

-Aiilmn町Il(e-βh2-ll,2n/M)Il(e-βh2n･2-'1/M)】Mn=l n=1
ここに現れる行列 e-βhij･1/M は､(qiqi+lie-PhiJ･1/MIqiJi+1)のように座標 iにおける自由

度 qiをもちいて行列表現することができる.これを図1のように書くと､(3)式は図2の様

になる.ここで､図3のような座標 2n-1,2n,2n+1に関する行列

Tn- lim le-Ph2nl1･2n/Me-Ph2n,2n'l/M]M (4)
JV1100

を考えるのであるが､これがここで用いる転送行列である｡この行列は系が並進対称であれ

ばT=Tnとすることができ､この7-を使うことで分配関数を次のように表現することがで
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Z =Tr TN/2

きる｡

(5)

このように書いた後でγの基底をγの固有ベクトルで取り直すと､分配関数は結局その固有

値入iによって

Z - ∑入㍗/21
(6)

と与えられるOしたがってNが十分大きい場合を考えると分配関数は7-の最大固有値入ma｡

によってZ=人だ/a2xと決まる｡
このようにして分配関数を求めてしまえば､比熱や帯磁率などの熱力学量は､分配関数から

得られる自由エネルギー

F - -1nZ/(Nβ)

- - m̂aJ(2P)

を温度や磁場について微分することで得ることができる｡このように､量子転送行列法では､

分配関数の計算を行列対角化の問題に置き換えることができ､その最大個有値から熱力学極

限の物理量を得ることができるのである｡

図1.e~軌 i･1の行列表現

//.../I...t仰eye'(,..//// //....//..'e-WeYe'(///I I;.///je-恥veLI/.///

//+//I,e-帥odd//+/ /////:e-帥odd/+// /////:e-帥odJ//+//

//////己-恥ve'/////I 与./′/e一柳eve'///./ I/,(/)e-qJbve≦･'/,///,

//+//I,e-帥ods//+// //+//e.帥ode//// //+//:e-q'hodd//+//

//,///β伽ve■//'/.. //,.///a-帥evc■メ/ノ.. (,///,FUleve'///:...)

1 2n_12n 2n+1 -IN1

図2.分配関数
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様に転送行列の最大固有値を与える左右の固有ベクトル VL,vR に注目する.ここで左 (右)

の固有ベクトルは転送行列に左 (右)からベクトルを掛けたときの固有ベクトルで､それらは

転送行列が一般に非エルミー トであることから互いに異なっている.この VL,vRのをでき

るだけ正しいものに保ちながら､拡張しようとしている部分の基底の数を減らすことができ

れば､基底の減少による最大個有償のずれを小さく抑えることができる｡そのために固有ベ

クトルのノルム ∑ i,･VifviPを少ない基底の数で､できるだけ保つような新しい基底-の変換

il kを探すことにするOそこで､いま拡張をしようとする部分の一般化された密度行列

pa-∑vifviF,･ (16)
31

を考えるのである｡ここでiは拡張の対象となっている部分の基底､jはそれ以外の部分の基

底を表す｡この密度行列のトレースがノルムであるから､VL,vRのノルムに大きく寄与する
基底はこの密度行列を対角化したときに得られる固有値の大きなものに対応する固有ベクト

ルによって与えられる｡したがって､固有値の大きなものから順にその固有ベクトルを選び出

せば､与えられた基底の数で最も良く転送行列の最大固有値を与える新たな転送行列のブロッ

クの基底を得ることができる｡

r(M=3)

r(M=2)

(a)

02nll,TI

O2m･1,で4

02n-1,て3

02n-1,て2

62m-I,Tl

CF2n+1,でl

CT2n+1.で4

02n+1,で3

02n+1,で2

02n+1,Tl

図4.(a)M=2の転送行列､(b)M=3の転送行列
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次に､こうして得られた新しい基底を用いて転送行列のブロックを表現する必要がある｡一

般に非エルミー トな密度行列を対角化すると､異なった左右の固有ベクトルvIP(A),V㌘(A)が得

られる.この固有ベクトルは変換前の基底iと変換後の基底kを関係付ける変換行列であるか

ら､転送行列は右側と左側の基底の添字をi,iJとすることで

Tkl,-∑V㌘(A)7詔V吉(k') (17)iiJ
のように左右で異なる変換を受けることになる｡ただし､この左右の固有ベクトルVチ(A),V㌘(k)

は直交関係

∑ Vチ(k)vip(k')-6kk,･ (18)
I

を満たしているので､転送行列の右側と左側の基底の直交関係は上の変換において正しく保

たれている｡

このようにして､新しい基底 kの数を制限した上で､転送行列の固有ベクトルの精度をで

きるだけ保つ基底変換を行なうことができる｡基底の数を制限することで生じる誤差は大ま

かに捨てた基底のもつ密度行列の固有値の和で与えられると予想される.すなわち､7kを密

度行列のた番目の大きさの固有値としてm個の基底を残せば､全ての固有値の和を1として

1-∑T=17kが誤差の目安となる｡したがって､この誤差が比較的小さなmにおいて十分に
小さくなっていれば､この計算方法が有効に働くことになる｡図5に実際の密度行列の固有値

分布を示すが､確かに固有値の大きなものが比較的少数の基底に限られていて､小さなm に

おいても誤差が小さく抑えられることがわかる｡このような状況であれば､上述の繰り込みを

繰り返すことで任意の トロツタ-数の転送行列を十分な精度で得ることができる｡
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図5.一次元近藤格子模型の密度行列の固有値の分布
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5 有限温度DMRGの実際と計算上の工夫

この章では､実際に転送行列を作るところから熱力学量を得るところまでを具体的に説明

し､有限温度DMRGの計算を行う際の問題点や注意点にふれていくo

5.1 転送行列の表現

まず転送行列を表現するところから考えていこう｡転送行列は分配関数を鈴木 トロツタ一分

解したときに座標 2n-1,2n,2n+1に関した部分を切り出すことで得られる｡前に行ったよ
うなチェッカーボー ド型の分解を考えると､転送行列は局所的なハミル トニアンを指数部にも

つ行列e~βoh2n-1･2m,e-βoh2n,2n'1の積

T - JllmJ e~ph2m･1,2n/Me-Phi･･'l/M]M (19)

として与えられる｡

さて､実空間座標iと虚時間座標T,･を使って転送行列を具体的に表現しよう｡まず､△T-

2(Tj+1-Tj)-β/M-βOとして

r(i,i+1;Tj,Tj+1)- (q i,T,' 1,qi+ 1,T,Je-△ Thi･i'1lJ i,T,,0 ･i. 1,,,) (20 )

とすると､ トロツタ-数がM の転送行列 不M)は

不M) - r(2n-1,2n;Tl,T2)r(2n,2n+1;T2,T3)r(2n-1,2n;T3,T4)-

･-r(2n-1,.2n;T2M-1,T2M)r(2n,2n+1;T2M,Tl) (21)

と書ける.したがって､r(i,i十1;Tj,Tj+1)の行列表現を求めれば､その積から転送行列を得るこ

とができる.鈴木 トロツタ-分解の帰結として､この行列要素を決めるハミル トニアンhi.i+1は､

同じ虚時間座標Tj,Tj+1をもつ他のすべての行列r(i',i'+1;Tj,Tj+1)に含まれるハミル トニア

ンhit.i･.1と交換する｡したがって､ハミル トニアンを指数部にもっこの行列r(i,i+1;Tj,Tj+1)

は､0-i,,,･,qi,T,.1,qi+1,,i,Cri+1,T,･.1によって張られる局所的な部分空間での固有値､固有ベク

トルによって行列表現できる｡

具体的にS-1/2ハイゼンベルグモデルの場合を考えてみよう｡この場合､㍗(i,i+1;Tj,T,･+1)

に含まれるハミル トニアンはhi,i+1-JSi･Si+1である｡固有値Emは､-3J/4,J/4,J/4,J/4､
また､対応する固有ベクトルは､Iqi,,,,qi+1,T,)を基底にとって

lvl) -義(lT,↓州 ,↑))

lV2) -義(lT,↓)･冊 ))
lV3) - lT,T)

lV4) - l↓J)

- 6 1 3 -

(22)
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となる.まず､くTi,,i,Ji+1,,日に関する行列要素を調べようo

(Ti,T,,Ji+1,,,IIe-△Thi･i'lL†i,T,.1,Ji+1,T,.I)- (26)

∑m(Ti,Tj,Ji+i,,,.lVm)(Vmle-ATE-lVm)(VmITi,,,.1,Ji+I,T,.1) (27)

であるから､

(Ti,,"ii. 1,,,･Je-A ,hi･i･ llTi,T" ,Ji. 1,," 1) - 妄 (e△ T3J/4.e-A,J'4) (28)

となる｡同様に､

(Ti, , ,I,↓i. 1,T, Ier△T ILi･- IJ i,,,･.I,†i. 1,," 1) - 一芸(e△,3J'4-e-A,J'4) (29)

(†i,T,,†i' 1,,, le-△ 'hili+1lT i,T,.1,†i+1,,,.1) - e-△'J/4 (30)

となるので､基底をITi,,,･,†i+1,,,),ITi,,jJi+1,,,),‖ i,T,,†i+1,T,),Iti,,,,Ji+1,,,･)の順に並べ
ると､TjからTj+1-の行列として

e△丁〃4

e-△TJ/2 0 o o
O cosh(-△TJ/2)sink(-△TJ/2) 0
0 sinh(-△TJ/2)cosh(-△TJ/2) 0o o o e-△TJ/2

(31)

が得られる.この行列は基底をITi,,i,Ti,T,.1),廿 ,,,,ti,T,.1),lti,,,,1-i,T,I.1日Ji,,,･,li,T,I.1)と
とりなおして､(Ti,,,,Ji+1,,,le-△'hi･i'llTi,T,.1,Ji+1,,i.I)→ (†i,,i,†i,,i.1le-△'hi･i+1tJi+1,,,A
,Ji+1,,,.1)のようにしてiからi+1-の行列として表現し直すと

e~△TJ/2 o o cosh(-△TJ/2)

e△TJ/4

(C.S二_dog
O sinhト△TJ/2) O

sinh(-△TJ/2) 0 0
coshト△TJ/2) 0 0 e-△TJ/2

となる｡これがこれから用いる転送行列を構成する最小単位r(i,i+1;Tj,Tj+1)の具体的な姿

である｡以下ではこの行列をスピン自由度cri,T,.を使ってr(qi,T,,qi,T,.1;qi+1,,i,0･i+1,,,.1)と表

わす｡

この行列は繰り込みの出発点で用いる転送行列のブロックでもあり､i-2n-1の場合

77AM=2)(q2n-1,,,,g2n-1,,,.1;q2n,,,,62n,T州 ),

i=2nの場合

TBM=｡)(J2n,,,,q2n,T,.I;q2n'1,TJ,62n'1,T,.1)

一 6 1 4 -
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に対応している｡したがって､DMRGの最初のステップで用いるトロツタ-数が2の転送行

列不M=2)は

不M=2)(012n-1,Tl,q2n-1,,2,q2n-1,,3,g2n_1,,.I,Cr2n+1,,1,g2n+1,,2,g2n+1,T3,q2n+1,T4)

∑ ∑∑∑TAM=2)(q2n-I,,1,g2n-1,,2;q2n,Tl,q2n,,2)
q2▼l･Tlq27l,T2012n,T3q2-I-T4

r(02n,T｡,0･2n,T3･,q2n+1,,2,g2n+1,T3)r(0･2n-1,,3,0･2n-1,T.;012n,,3,g2n,T｡)

TBM=2)(q2n,T4,012n,Tl;q2n'1,,4,g2n'1,,1) (33)

となる｡

5.2 転送行列の演算に関する問題と対策

さて､上で求めた行列の対角化に関して絶対零度DMRGとの比較をしてみたい｡上に示した

通り､一番始めに対角化しなければならない転送行列の要素の数は､-サイト当たりの自由度

をnとしてn8となる｡これは絶対零度DMRGの最初のステップで対角化しなければならない

4サイトのハミルトニアンの行列の大きさと同じである｡ところが､行列要素を転送行列のブ

ロック7-A,TB,rから求めようとすると､中間状態のインデックスo･2n,Tl,q2n.T2,0･2n,T3,q2n,,4

に関する和が必要となる｡したがって大規模行列の対角化によく用いられるランチョス法のよ

うに､行列を繰り返し演算して固有値､固有ベクトルを求める場合､絶対零度DMRGと比較

してn4倍も対角化に時間がかかることになる.もし､転送行列全体を計算機のメモリー上に

保存することができれば､中間状態に関するインデックスの操作は初めの一回だけですむ｡し

かし､一番始めに対角化する転送行列の次元がn4であるのに対して､繰り込みの際に残す状

態の数をm とすると転送行列の次元は最終的にn2m2となるから必要となる配列の大きさが

n4m4と非常に大きくなってしまい結果的にmが小さく制限されてしまう.そこで､対角化

の際の中間状態に関するインデックスの操作を軽減する方法について次に考えることにする｡

まず､転送行列の対角化の前に中間状態 q2n,T2 について先に和をとったブロック

雪aM=2)(cr2n-1,Tl,q2n-1,T2,g2n,T｡;C2n,Tl,q2n+1,,2,Cr2n+1,,3)

- ∑ TAM=2)(q2n-1,,1,g2n-1,,2;q2n,,1,q2n,,2)
q27tlT2

r(q2n,,,,J2n,T3;q2n+1,,2,g2n+1,,3)

と､同様に C,2n,T. について和をとったブロック

雪bM=2)(q2n-i,T｡,q2n-1,T4,C2n,,1;q2n,,3,g2n'1,T.,q2n十1,Tl)

- ∑r(q2n-1,,3,q2n-1,,4;q2n,T3,q2n,,4)
q2-ltT4

TBM=2)(q2n,,4,q2n,,1;q2n'1,T｡,q2n'1,,1)
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を対角化の際に利用することが考えられる｡この二つのブロックを使 うと､転送行列は

不M=2)(C2n-1,Tl,62n-1,T2,g2n-1,,3,52n-1,T｡;q2n+1,Tl,C,2n+1,T2,g2n+1,,3,q2n+1,,.)

- ∑ ∑ 雪aM=2)(q2n-1,Tl,q2n-1,T2,g2n,T3;q2n,,1,g2n'1,T2,g2n'1,,3)
q2-ll,1OLつ-1IT3

雪bM=2)(q2n-1,T3,q2n-1,T.,q2n,Tl;q2n,,3,q2n+1,T｡,q2n+1,,1) (36)

となるので､転送行列の演算の際には残 りのcr2n,T3,J2n,,Iの分だけの和で済み､n2倍だけ対

角化が高速化 されるoまた､雪aM=｡)､雪bM=2)を保存するための配列の大きさはn6であり､転
送行列そのものの大きさn8より十分小さくて済む.

しかし､このような工夫の後でも､なお残った中間状態のインデ ックスC,2n,,3,q2n,Tlが残っ

ている. したがって､絶対零度 DMRGと比較 して n2倍だけ余分に計算時間がかることにな

る｡さらなる工夫は､転送行列の持つ保存則を利用することである0

いま､転送行列を構成する最小単位になっている行列r(qi,,),0･i,,,A+1,･qi+1,T,･,qi+1,T,.1)を
考えよう｡良く知 られているようにT,.方向の保存量はハ ミル トニアン hi,i+1と可換な量で､

ハイゼンベルグ模型を例にとるとSf+Stf+1がその一つである.そのため (31)に示す通 り､
基底 lTi,,,･,Ji+1,,,･)にe-△'hi･i'1を掛けても､Stf+SIP+1が異なる基底 l†i,T州 ,†i+1,,州 )や

Ili,,,.1,Ji+1,,,1.1)-の行列要素は生 じない｡すなわち

Stf,T3･+SIP+1,T,･-SIP,T川+SIF+1,Tj+1

であることが行列要素を持つための条件になっている｡ここで､この条件式を

Slf,Ti-SIP,T,I+1--Stf+1,T,十Stf+1,T,･+1

(37)

(38)

のように書き直す｡すると今度はi方向に関する保存式が得られる｡これは､lo･i,T,･,qi,T,･.1)と

いう基底を考えたとき､空間座標 iについてはSl7,,,- SIP,,,.1で決まる量子数 Qを次のように
与え､

ITi,,,,Ti,Tj.1) - Q-0
日-i,,,･,J･i,,,.1) ･･･a-1
lli,Tj,†i,Tj.1) ･･･Qニーl
H･i,Ti,ti,,).1) - Q-0

空 間 座標 i+ 1 について は -SIP.1,,i+ SIP.1,,,.1で決まる量子数Qを

l†i+1,,,I,Ti+1,T…) - Q-0

lTi+1,,),Ji+1,,i_H) - Qニー1

日,i+1,Ti,Ti+1,,,.1) - Q-1

lJ叶い 〃J叶 い 州 ) - Q-0

のように与えると､r(qi,,,,qi,T,･+1;qi+1,,,,0･i+1,,,.I)が行列要素をもつのはQの等 しい基底
の間だけに限られることを示 している｡このことは実際に (32)で確認できる｡ したがって､
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基底をこの量子数 Qによって分類しておけば､転送行列のブロックを量子数 Qで特徴づけ

られた小さなサブブロックに分解することができ､保存則によって常にゼロとなっている行

列要素の参照を省くことができる.この保存則は､空間座標 iからi+1-の転送行列が

r(Ji,,,,qi,,,.1･,qi+1,,,,qi+1,,,.1) の独立な和で与えられていることから､転送行列そのもの

に対しても成り立っ｡すなわち､転送行列にはハミル トニアンのもつ通常の保存量

stzoLal-∑slf,,,t

Q-∑(-1)i'jstf,T,
J

と関係した

(39)

(40)

という保存量が存在する｡この保存量を生かすことで､転送行列の中間状態の自由度を制限

し､行列要素の計算を効率化し､さらには転送行列やそのブロックを保存するために必要とな

る計算機のメモリー領域を小さくすることができる｡

この保存量Qの存在は､転送行列を対角化する際に特に重要になる｡いまの場合､最大固

有値とその固有ベクトルのみが必要であるから､非エルミー トランチョス法のような巾乗法が

使える｡このような巾乗法を使うときには､最大固有値を与える固有ベクトルのウェイトが用

意している全ての基底で有限に存在している必要がある｡もしそうでないときには初期ベク

トルに依存した解が得られ､たちまち引き続く計算が困難になる｡転送行列にハミル トニアン

の対称性を反映した保存則があるということは､転送行列がQで特徴づけられるいくつかの

サブブロックに分割されていることを意味している｡したがって､まずサブブロック分解し､

その後､最大固有値を与えるブロックに対して対角化を行う必要がある｡このような分解は､

たとえ巾乗法以外の方法を用いる場合でも対角化にかかる計算時間を短くし固有ベクトルの

精度を高めるメリットがある｡

このようにして転送行列の最大固有値 入を得れば､後はその値から自由エネルギーFを求

めることができる.但し､温度Tは P.-△T とトロツタ-数 M によって

r-1/(βo〟)

のように関係付いているので､得られる自由エネルギー

F--Tlnl/2

(41)

(42)

はDMRGの繰り込みの回数､すなわちトロツタ-数 〟 の増加によってより低温のもの-と

移 り変わる｡

5.3 密度行列の計算と転送行列の繰り込み

さて､次に具体的な密度行列の計算の方法と転送行列の繰り込み方を示す｡密度行列は､最

大固有値 入を与える左右の固有ベクトルVL,VRを､少ない基底の数で､より良く再現する部
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分系の基底を選び出すために必要となるものである｡選び出された基底は､転送行列のブロッ

ク瑞 ･)を表現するために使い､そうすることで､転送行列の最大固有値の精度を落とさず

に､トロツタ-数の増加に伴う転送行列の次元の増加を抑えるのである｡転送行列のトロツ

タ-数を増やすためには転送行列のブロックTAM)を虚時間方向に拡張しなければならないo
まず初めに次のような拡張

TAM=2)e-Poh2n･叫1 → 瑞 =3) (43)

を行うが､この場合はまだ基底の数が少ないので､密度行列を使って基底の数を制限すること

はしない｡実際に基底の数の制限を行うのは

埴=3)e-β0ん2n-1･2れ → 雪̂M=｡) (44)

のときからであるoこのとき繰り込みの対象となる部分系の基底は､次に定義する瑞 =3)

瑞 =3)(q2n-1,Tl,q2n-1,,2,g2n,,3;q2n,Tl,q2n'1,T2,g2n.1,,3)

- ∑ TAM=2)(q2n-1,,1,g2n-1,,2;q2n,,1,g2n,,2)
q2711T2

r(q2n,," q2n,T3;q2n+1,,2,q2n+1,,3)

を用いて表現される雪AM=｡)

雪AM=｡)(q2n-1,,1,q2n-1,,2,g2n-1,,｡q2n-1,,4;q2n,,1,g2n'1,,2,g2n'1,,｡q2n,T.)

- ∑瑞=3)(q2n-1,,1,g2n-1,,2,恥 ,,3;q2n,,I,g2n'1,,2,q2n'1,T3)
q2n17･3

r(q2n-1,T3,q2n_1,,4;q2n,,3,52n,T.)

(45)

(46)

に現れるcr2n-1,,2,C2n-1,T3とq2n+1,T｡,q2n+1,,｡の自由度に関した部分基底(q2n-1,T2,q2n-1,T｡l

とJq2n+1,T｡,q2n+1,T｡)である｡この基底に関する密度行列 pは､先に求めた転送行列不M=2)

の最大固有値を与える左右の固有ベクトル

VL(q2n_1,Tl,q2n-1,,2,q2n-1,,3,g2n-1,,.), (47)

VR(q2n+1,Tl,q2n+1,,2,q2n+1,,3,52n+1,T.) (48)

を使い､今注目している自由度q2n_1,T2,g2n_1,,｡と012n+1,,2,g2n+1,,3以外の自由度について次

のようにトレースをとることで得ることができる｡

p(q2n_1,,,,g2n-1,,3;q2n+1,T2,q2n+1,,3)

-∑∑ vL(U,1,g2n-1,T2,g2n-1,,3,g,4)VR(J,i,g2n'1,T2,g2n'1,,3,qT.) (49)
qTl qT4

転送行列の基底の数を減らすために用いる新しい基底は､この密度行列を対角化し､次の式

vkF(U,2,qT3)p(U,2,g,3;012,qL3)- 7kVkL(o･L2,qL｡) (50)

vkR(o･T｡,qT3)p(qi2,0･13,･qT"qT3) - 7kVkR(cri2,qi｡) (51)
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を満たす固有値 7kの大きなものに対応する左右の固有ベクトルvkL(U,2,U,3)､VkR(qT｡,qT3)か

ら次のように得ることができる｡

(k2n_1I

lk2n+1)

∑ ∑ vkL(q2n-I,,2,g2n-1,T｡)(q2n-i,巧,02n-1,,3I (52)
q2n-1IT2q2TI-11T3

∑∑vkR(q2n'1,,2,g2n'1,,3)Iq2n+1,,2,q2n'1,T,) (53)
q2-1+1,T2q2,I+1,T3

また､こうして得られた左右の基底は､非エルミート行列の左右の固有ベクトルの間に成り立

つ次の関係式

∑∑ vhL(q巧,U,3)vki(JT2,g,3)- 6k,A,
qT2qT3

(k2n-Ilk;n+1)-6k,A,

を反映した､双直交関係

(54)

(55)

を満たしている｡

繰り込まれた転送行列のブロックTAM=｡)は､元々の自由鮎 2n-1,,2,q2n-1,,3とq2n'1,T2,q2n'1,,3

を､上で得られた基底k2n_1とk2n+1で表現し直すことで得られる｡(52)､(53)と(55)より､

繰り込まれた転送行列のブロック雪AM=｡)は

TAM=｡)(q2n-I,,1,k2n-1,,2.3,q2n-1,T｡;q2n,T.,k;n十1,T2,3,q2n,,4)

∑ ∑∑∑ ∑vhf(q2ニー1,,2,02n-1,,3)vhf,(q2n'1,T2,g2n'1,,3)
q2-.-1-T2q2-.-1･T3q2-1+1･T2q2,.+1･T3q2,1･T3

瑞 =3)(q2n-1,,1,g2n-1,,2,g2n,,3;q2n,Tl,q2n'1,T2,q2n'1,,3)

r(q2n-1,,3,q2n-1,,4;q2n,,3,Cr2n,,4)

のようにして求めることができる｡

同様にTBM=｡)の繰り込みについて考えると､今度は､

e-βoh2n-1･2れ碍 =2) → 堵 =3)

e-βoh2n･叫 1堵 =3) → 瑞 =｡)

のように拡張されるので､まず､堵 =3)を

77BJ=3)(q2n11,,,,g2n-i,,4,g2n,,1;q2n,,3,g2n'1,,.,g2n'1,,1)

- ∑r(q2n-1,T｡,q2n-1,,.;q2n,T｡,q2n,,4)
q27tlT4

TBM=2)(q2n,～,C2n,,1;q2n'1,,.,02n'1,,1)

- 6 19-

(56)

(57)

(58)

(59)



柴田 尚和

とおいて得られるTBM=｡)の転送行列のブロック

TBM=｡)(q2n,,2,q2n-1,,3,g2n-i,T｡,q2n,Tl;q2n'1,T｡,q2n'1,,3,q2n'1,T｡q2n'1,,1)

- ∑r(02n,T2,g2n,,3;q2n'1,T2,g2n'1,T｡)
q2▼l,T3

堵 =3)(q2n-1,T｡,q2n-1,T｡,62n,,1;62n,T3,q2n'1,T.,J2n'1,,1) (60)

を表現したときに現れる自由度C2n_1,T3,q2n_1,,.とo･2n+1,T3,q2n+1,T.に関する密度行列を求め

なければならない｡そのために転送行列でM=2)の最大固有値を与える左右の固有ベクトルを

用いて

p(q2n-1,T｡q2n-1,T｡;Cr2n+1,,3q2n+1,,4)

- ∑∑vL(qTl,qT2,02n-1,,3,q2n-1,,4)VR'(JT1,g,2,q2n'1,T3,q2n'1,T.) (61)
qTlqT2

のように密度行列を求める.後は､この密度行列を対角化し､左右の固有ベクトルvkL(JT｡,Cr,4)､

vkR(JT3,g,4)を得て､転送行列のブロックTBM=｡)の繰り込みを

TBM=｡)(q2n,,2,k2n-1,,3,4,gen,Tl;q2n'1,,2,k;n+1,T3.4,q2n'1,,1)

∑ ∑ ∑ ∑ ∑vkR(g2n-1,,3,C2n-1,T｡)vkL,(q2n'1,,3,g2n'1,,4)
q2-.-1.T3q2"し-1,T4q27.+1.T3q2,I+1.T4q2,I-T3

堵=3)(52n-1,T｡,62n-1,,4,62n,,1;q2n,,3,52n'1,T4,q2n'1,Tl)
r(q2n,,2,g2n,T3;0･2n+1,T2,g2n+1,,3) (62)

のように行う｡

この後､77AM=5)を得るには､ここで得られた雪AM=｡),TBM=｡)をTaM=3),77bM=3)と見なし
〟 =3の転送行列

不M=3)(C,2n-1,,1,k2n-1,,2,3,J2n-1,,4,k2n-1,,5,6;q2n+1,,1,k2n+1,,2,8,012n+1,,4,k2n+1,,5.6)

- ∑ ∑%=3)(q2n-I,Tl,k2n-1,T2.3,g2n-1,T.;q2n,,1,k2n'1,T2.3,q2n,T｡)
q2-lITlq2-llT4

雪bM=3)(q2n,～,k2n-1,,5.6,g2n,,1;q2n'1,T.,k2n'1,,5,6,g2n'1,Tl) (63)

をつくり､その最大固有値を与える固有ベクトルを求めた後､それを用いて密度行列をつく

り､さらにそれを対角化することで固有ベクトルを求め､その固有ベクトルを使ってk,2,3,U,.

からkT,A,.-の繰り込みを行うことになる.以下､これを繰り返すことで転送行列の基底の数

を増やすとなくトロツタ-数〟 を一つずつ増やしていくのである｡

5.4 複素固有値の問題と対策

ここで､有限温度DMRGの方法の最も難しい問題点である複素固有値の出現についてに触

れたい｡有限温度DMRGの数値計算上の特徴は非エルミート行列を取り扱わなければならな
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いところにある｡この非エルミー ト性は､分配関数を鈴木 トロツタ一分解するところで自然に

生じてしまうものであるが､非エルミー ト行列の固有値は一般に実数になることが保証され

ていない｡したがって､対角化を精度よく行わなければ転送行列の持つ本来の対称性が数値誤

差の累積により次第にずれ､密度行列の固有値が複素数になったり負になったりしてしまう可

能性がある｡密度行列の固有値が複素数や負になってしまうと､固有値の大きなものを優先的

に残すという固有値が正の実数であることを前提とした基底選択の基準が適用できなくなり､

以後の繰 り込みが困難となる｡

この間題に対する対策として考えられることが "密度行列のサブブロック化"と"一貫した

繰 り込み"である｡まず､密度行列の保存量Qを用いたサブブロック化であるが､転送行列

に保存量Qがある場合､それぞれ異なる量子数を持っ基底Jo･i,,,,qi,,i.1)は基底変換によって

混ざることはない｡すなわち､変換後の基底 Ik)もある決まった量子数Qkをもつoこのこと

は密度行列も転送行列と同様に量子数Qによっていくつかのブロックに分割されていること

を意味する｡したがって､密度行列をサブブロックに分割し､それぞれを別々に対角化するこ

とで計算時間の短縮と精度の向上が図れる｡さらに､密度行列のサブブロック化によって､転

送行列の対称性に伴う密度行列の固有値の縮退が､対角化時において取り除かれるため､非エ

ルミー ト行列を数値的に対角化する際の数値的不安定性が除かれ､数値誤差の累積が抑えら

れる｡

次に一貫性 した繰 り込みであるが､転送行列にはハミル トニアンを反映した対称性がある

ので､この対称性を崩さないために縮退する固有値をもつ基底は全て採用するか捨てる必要

がある｡また､数ステップ繰り込んだ後で､基底の変換行列が一定の構造を持っようになった

ら､その構造を崩さないように同じ量子数Qをもつ基底の総数を固定し､繰 り込みの途中で

転送行列の持つ構造を壊さないようにする工夫が考えられる｡

6 動的相関関数､一粒子状態密度の計算

最後に､この有限温度DMRGの方法により計算できる物理量として､帯磁率や比熱のよう

な静的熱力学量の他に相関関数の相関長､局所的動的帯磁率､温度グリーン関数､-粒子状態

密度があることを付け加えておきたい｡帯磁率や比熱は転送行列の最大固有値を数値的に微

分することで､あるいは磁化やエネルギーを転送行列の最大固有値に対する固有ベクトルか

ら得ることで求めることができるが､相関関数の相関長は最大固有値と励起の種類に応じて

量子数を制限したときの最大固有値との比から得ることができ､動的相関関数や-粒子状態

密度は虚時間方向の相関関数を最大固有値を与える固有ベクトルから求め､それを実時間軸

-pad6近似を用いて解析接続することで､あるいは虚時間方向の相関関数から最大エントロ

ピー法を用いることで得ることができる｡
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