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GLnの共役自己双対表現の捻った跡の漸近挙動
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Abstract 

高梨悠吾氏との共同研究 [10]において，主合同部分群のレベルに関する GLnの自己

双対および共役自己双対表現の捻った跡の漸近公式を証明し，自己双対および共役自己

双対の局所表現の大域化を示し，共役自己双対表現に対する保型密度定理を得た．この

原稿では共役自己双対表現に話を限定して [10]の結果を紹介する．

1 離散スペクトルと共役自己双対表現

この節では，いくつかの記号を導入して，基本的な事実を復習する．

nを2以上の自然数とし， Fを代数体として， EをFの2次拡大とする．そして， F上の

代数群

G := ResE;pGLn 

を考える．ただし， ResE/FはWeilrestrictionを意味する． n次正方行列 Jnを

み＝ (_~1 ~)'Jm+l := ((-lr+l Jm) 
によって帰納的に定義する．そして， E/Fのガロワ群の非自明な元 Lを使って， G上のE対

合 0を
0(g) = Jn l (tg―1) J;: 1 (g E G) 

によって定義する．ただし，りはgの転置を意味する．

群Gの拡張である非連結群G+：=Gx〈O〉の演算を

(g1 ><I炉）・ (g2><I炉） ＝g1例(92)X 0J1+J2, 91, 92 E G, J.1, J.2 E Z/2Z 

により定める． Fの素点vについて凡を vにおける Fの完備化とする． G(Fv)の既約許容

表現四は 0安定（共役自己双対）とする，つまり叩 00~叩とする．このとき， G(Fv)へ

の制限が四と同値になるような G+（F』の既約表現は（同値を除いて）二つ存在する．そ

れらを吋，吋と書くと，関係式吋―(0)= -1rt(0)が成り立つ．ただし， 0は1刃0を意味す

る．従って，叩の G+(Fv)の既約表現への拡張は 2通り存在する．

AをF上のアデール環とし， 11をA_X上のイデールノルム，そして

G(A.)1 := {g E G(A) I I det(g i(g))I = 1} 
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とする． だ空間び(G(F)¥G(A)りの離散スペクトルを La;sjG(F)¥G(A)りと記し，

Lに(G(F)¥G(A)り上の右正則表現を Raiseで記述する．各素点 vについて 0安定な極
大コンパクト群氏が次のように与えられる．

kv = {［［n〗(O：贔n) 三三〗とき，
U(n) x U(n) Ev= <C x <Cのとき

このとき， K= IlvKvは標準的な G(A)の極大コンパクト群であり， 0-安定にもなってい

る． 1-l(G(A)りを両側K有限なコンパクトサポートを持つ滑らかな G(A.)1上の複素数値関

数全体の空間とするテスト関数として fE 1-l(G(A)りを取ると， Laisc(G(F)¥G(A)り上の

積分作用素Rdisc(f)が

(RaiscU)¢)(x) = l(A)l f(g) ¢(xg) dg, ¢ E La;sc(G(F)¥G(A)り
G(A)1 

により定まる．

空間La;sjG(F)¥G(A)り上の線形作用Rdisc(O)を(Rdisc(0)の）（g):= ¢(0(g)）によって定

義する．この作用によってG(A)の表現RaiseはG+(A)の表現として自然に拡張される．そ

して， Lに(G(F)¥G(A)りは次のような可算個の保型表現のヒルベルト直和に分解する．

Laisc(G(F)\G(A.)1)'.:::' 〶 m(1r) ・ 7r.
咋 Irru(G(A)1)

ただし， m(1r)E Z;::,:o は Raise における T の重複度とし， Irr~(G(A)りは G(A.)1 の既約ユニ

タリ表現の同値類の集合とする．

Fの無限素点 Voo,lを一つ固定しよう．埋め込み恥＞0'----+FVXoo,1も固定しておく．そして，

群恥oはGLn(Fv00,1)の部分群{alnI a E恥＞o}と同一視され，同型G(A.)1X恥＞O竺 G(A)

を得る． Irr~(G(A)) (resp. Irr~(G(A)り）によって， G(A) (resp. G(A)りの 0安定な既約ユ

ニタリ表現の同値類の集合を記述する．任意の表現1rE Irr~ (G(A)）について 0安定の条件

より T の恥o への制限は自明となる．つまり， Irr~(G(A)）と Irr~(G(A)りは同一視される．

Fの各有限素点vについて， 0F,vは凡の整数環とし， Ev:=TI叫vEw, OE,v := Ilwlv OE,w 
と定める． Fの整数環を OFと記述し，埋め込み OE'----+M2(0F)を一つ固定しよう．この埋

め込みから射 v:G'----+ GL2nが自然に得られ， GはGL2nの閉部分群と見倣せる．そして，

OFのイデアルnを考える．各有限素点vについて，レベルnの主合同部分群Kv(n)を

Kv(n) := {k E Kv I v(k)三 I2n mod n 0 OF,v} 

によって定義する．表現T~幻冗 EIrr~ (G(A))に対して，

応：＝R叩，
vES 

7rs:=Q9叩
v~S 



144

と記号を定めるただし，四は G(F』のユニタリ表現とする．局所表現叩の表現空間v叩
について V71"s:＝⑳呼Sにとおく．開コンパクト部分群Ks(n):= TI呼8Kv(n)に対して，

V71"s(n) :=｛¢ E V71"s I 1r(k)の＝¢ (Vk E K8(n))} 

とおく，つまり， V71"s(n)はV71"s内の K汽n)固定ベクトルから成る部分空間である．

2 漸近公式

この節では我々の主結果について述べる．以下では， Fの素点の有限集合Sを一つ固定す

る．さらに， SはFの全ての無限素点を含み， Evが凡上分岐しているような素点 vも全て

含むものとする． Ks:= IlvES KvはG(Fs)の極大コンパクト群となる．

応：＝ IlvES凡， G（F討：＝ G(Fs)n G（馴とおく．このとき， G(Fs)1x恥 o竺 G(Fs)
が成り立つ． Fell 位相を持つ 0 安定な既約ユニタリ表現の同値類の集合を Irr~(G(Fs)）と書

＜．先ほどと同様 Irr~(G(Fs)）と Irr~(G(Fs)りは同一視される．次に H(G(Fs)）をコンパ

クトサポートを持つKs有限な G(Fs)上の関数から成る空間としよう．関数fE H(G(Fs)) 

に対して， Irr~(G(Fs)）上の関数 J° を次の等式で定義する．

f0(1r) = tr(n(0) o n(F)) (1r E Irr~(G(Fs) )), ただし fV(g)：＝ f(g―1). 

有限素点vについて Pvはvに対応する 0Fの素イデアルとし， Nm(n)は 0Fにおける nの

ノルムとする．ここで， 0Fのイデアルの減少列

n1つn2つ・・・つ njつ・・・

を一つ取ろうそして，この減少列 {njhENは次の性質を満たすものとする．

全てのjENについて njとII朽は互いに素，かつ limNm(nJ) ＝ 00. 
J→OO vES 

v<oo 

以上の設定の下， Irr~(G(Fs)）上の測度µ炉（n;) が次のように定義される．

庄 (n;)= vol(K氾）） L m(7r)tr (7r8(0)lv,,s(n;)) 81rs・ 

咋"'-ns@が'Elrr~(G(A)り

ただし， b1rs は Irr~(G(Fs)）上の ns のディラック測度とする．さらに，叩(0) は [1, §2.2]に

沿って正規化する，このとき， n(0)とこの正規化は両立する関係となることに注意されたい

(cf. [1, Lemma 4.2.3]). 

F¥A上の加法的指標心＝ @v虹を一つ固定しよう．主結果の漸近公式の記述ではShahidi

の定理 [7,Theorem 3.5]の7因子"f(S，叩，r，如）を使う．ただし， rはL群の表現を意味し，

この原稿ではAdjoint表現AdとAsai表現A茫が用いられる． Shahidiの7因子は絡作用
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素で定義されるので，その 7因子と Lパラメータとの関係については [3,8]を参照された

い．整数 n1l"v,rはs=Oにおける ry(s，叩，r,叩）の零の位数とし，

汽 0，叩，rふ） ：＝ ］吼年(s)応 v→(s，叩，rふ）
とおく．ただし， (F。（s)はデデキントゼータ関数の Vでの局所因子とする．

我々の主結果と先行研究を比較するために， G= GLn/F, 0は自明として，［4]の結果を

述べておこう．特に V E S, Ev = Fv X Fvの場合に同じ測度が現れることになる．ただ，

少し注意すべき点は [4]の測度μKs国）はIrru(G(Fs))ではなく Irru(G(Fs)り上の測度に

なっていることである． Irru(G(Fけ）によって G(Fv)の既約ユニタリ表現の同値類の集合を

表し， Temp(G(Fv)）によって Irru(G(Fけ）の緩増加元から成る部分集合を記述する．ここ

で詳細について説明しないが， Temp(G(F』)のパラメータに沿って Temp(G(Fけ）上の測

度dTemp(G(Fv)）（四）と有限群 s.,,.vが定義される．定義の詳細については [10,§6]を参照さ

れたい．［2,Proof of Proposition 2.132]によると， Temp(G(Fけ）上の Harish-Chandraの

Plancherel測度μG(F。)は，ある定数CvE (CXについて

加 (Fv)(f)= Cv 1 厄）
x7rV(-1)n-1デ(0，叩，Ad，虹）

Temp(G(Fv)) J,・・ui IS-,,.。|
dTemp(G(Fv)）（1fv) 

と表される．ただし， JはTemp(G(F』)上のテスト関数で， x元は叩の中心指標とす
る． Temp(G(Fs)り上の Plancherel測度μは G(Fs)竺 G(F8)1x股＞oによって VES 

上の μG(Fv)の直積から得られる． ある定数 CE (CXが存在して，任意のテスト関数

fs E社(G(Fs)りについて，極限重複度公式

lim 炉恥（い(s)＝C X μ信）
J→OO 

が成り立つことが， Finis-Lapid-Muller[4]によって証明されたただし， hs(g):= fs(g―1) 

(g E G(Fs)）とした我々が以下で述べる公式は，この極限重複度公式の捻り類似となる．

さて，これより我々の主結果に必要とされる条件を与える．主結果の証明では捻った跡公

式を用いたが，スペクトルサイドに現れる連続スペクトルからの寄与のレベルに対する増大

度を評価する方法が見つからなかったので，テスト関数に条件を付けることでスペクトルサ

イドの評価を回避することにした （そのようなテスト関数への条件を外すことが今後の課

題になっている．）

一つの素点 VoESを固定しようただし， Ev。はFv。上分裂しないとする．そして，

S。:＝ S¥ { v0}, Sj := S LJ { vく 00I Pvはn]を割る｝

と記号を定める． sjC sj+l (j EN)に注意する．さらに叩。 ETemp0(G(Fv。))を一つ取ろ

う．次の条件 (A1)または (A2)のうちの一つを仮定する．
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(A1} _lim IS j| ＜ (X)かつ叩。は0-discreteseriesとする．
J--+OO 

(A2) vo <(X)かつ叩。はsupercuspidalとする．

仮定 (A1)における叩。が 0-discreteseriesであるとは，現在の条件下においては叩。が

Temp8(G(Fv0))の離散位相を持つ部分集合に属することを意味する．

仮定 (A1)(resp. (A2)）の下で，テスト関数fv。EH(G(Fv。)）は叩。のpseudo-coefficient

(resp. matrix coefficient)とする．テスト関数fs。E1-l(G(Fs。)）を取り，

fs := fvo R fs。EH(G(Fs)). 

と設定する．次の二つうちの一つを仮定する．

(+) "f(O,av0,As+,加。） ＝ 0かつ "f(O,av0,As―，叫。）ヂ 0.

(-) "f(O，びvo,As二叫） ＝ 0かつ "f(O,av。,As+，叫。） ＃0. 

素点 VES。について，広＝ FvX 凡のとき rv= Ad, Ev i-凡 X 凡のとき（＋）を

仮定したなら rv= As+,（一）を仮定したなら rv= As―と定める．各素点 vES。につ

いて， Irr~(G(Fv))の部分空間 EL(G(F;』,％)が存在し，上述の μG(Fv)の類似として空間

EL(G(Fけ，％）上の測度 μEL(G(Fv)，四）も存在する．ここでは説明しないが，詳しくは [10,

§6]を参照されたい． Ev=Fv X凡のときはμG(Fv)とμEL(G(Fv)，四）は同一視される．そう

でない場合， μEL(G(Fv)心）は'Y*(O，叩，Ad，加）／デ(0，叩，rv,加）によって記述される．そし

て， μoはvES。上の μEL(G(Fv)，和）の直積とする．主要項のレベルに関する増大度は

耐 (n1):= Nm(n1)―n2 X II (1 -q;;l)―1 X II II (1 -T/vに）j-1炉）
vESハS vrf-81 j=2 

と与えられる．ただし， qvは0F,vの剰余体の位数，りvはEvに対応する FVX上の 2次指標と

する．次の定理が我々の主結果である．

定理 2.1 素点 VoE 8を一つ取り，（A1)もしくは {A2)のどちらか一つを仮定し，さらに

（＋）もしくは（一）のどちらか一つを仮定する．このとき，ある定数 CECxが存在して，任意

のfsE 1i(G(Fs)）について極限公式

塁 ms［凡）μ炉（い（柊） ＝exμ。(fi)
が成立する．ただし， hsE 1i(G(Fs)）は hs(g)= fs(0(g―1)）により定義される．

この定理を捻った跡公式で証明するとき，幾何サイドに＝つの主要項が現れる．（＋）と

（一）は幾何サイドにある主要項の片方のみを残すための条件となっており，どちらかを仮定

することで測度μ炉(nj)の極限の意味を明確にすることができている．

この原稿では証明について説明しないので，証明の詳細については [10]を参照されたい．



147

3 大域化

定理 2.1の応用について述べよう．この研究を行った一つの動機は，［9]でEndoscopic

classificationを用いて証明された共役自己双対大域化に対して， Endoscopicclassification 

を使用しない別証明を与えることであった．与えられた共役自己双対な局所表現に対して，

それらを局所成分に持つような共役自己双対なカスピダル保型表現の存在を示すことを，共

役自己双対大域化と呼んでいる．

以下，定理2.1の仮定をそのまま継続する． IIv。を Ev。の正規付値とする． lrr~,res(G (Fv。)）

によって Irr~(G(Fv0)）の元びで次のように表されるもの全体を記述する．

rn-1 rn-3 -rn+l 

μI det犀田μldetI~ 田・• ・田μ|det |vo 2.  

ただし， m(>1)はnの約数とし，μは GLn;m(Ev。)の既約 genericユニタリ表現とする．

集合 Irr~,res (G(~叫）はび(G(F)\G(A)り内の留数保型表現の局所成分に現れるクラスを

すべて含んでいることが知られている (cf.[5]）．次の条件を仮定しよう．

凰は lrr~,res(G (Fv0))上で 0となる． (3.1) 

(A2)の下であればこの条件は自動的に成立する． Irr!en,u(G(Fs。)）によって G(Fs。)の 0安

定な既約genericユニタリ表現の同値類の集合を記述する．定理2.1から次の共役自己双対

大域化が導かれる．

定理 3.1 S。の部分集合Sを一つ取る．各vE SLJ{vo}について O"vはG(Fv)の0-discrete

seriesとする．そして，各 VE S LJ { Vo}について四は O"vの反傾表現とする．定理 2.1

と同じ条件を仮定し，叩。は (3.1)を満たすと仮定する．加えて， V E Sについて Evは

凡上分裂しないとする． 6v。が(+)(resp. （一））を満たすなら，すべての VESについ

て1(0，叩，As+，叩）＝ 0(resp. 1(0，叩，As―，応） ＝0)を仮定する．このとき，十分大きな

j ENとG(A)の0安定なカスピダル保型表現7r=訊v四が存在して，すべてのvE SLJ{vo} 

について叩竺 O"vであり，かつtr(1r8(0)lv"s(nJ)) # 0が成立する．

4 保型密度定理

最後に定理2.1から導かれる保型密度定理について説明しよう．保型密度定理とは極限童

複度公式の適用範囲を Irru(G(Fs)）上のリーマン可積分関数にまで拡張したものをいう．こ

の定理を証明するためには Sauvageot[6]のIrru(G(Fs)）上の密度定理の捻り類似が必要と

される．［10,Part 3]においては，その密度定理の捻り類似を GLnに限定して証明している．
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各イデアルnjの素イデアル分解が次のように与えられるとする．

nj = IIμ応， rv,jE Z::,o. 
v<oo 

定理 4.1 定理 2.1 と同じ条件を仮定する．さらに，四。は (3.1) を満たし，各有限素点 v~S

に対して％，J＞ 0となる jENが存在するなら Ev=Fv X凡となることを仮定する．この

とき，次の二つの主張が成立する．

•ある定数 c E Cxが存在して， Teml(G(Fs。))における任意のジョルダン可測部分

集合Aについて

. l i m 1 
J→oo m汽nj)

μK玉）（AX{a-v0}) = c X μo (A) 

が成り立つ．ただし， AはAの元の反傾表現から成る集合とする．

• Irr~(G(Fs。)）＼ Temp0(G(Fs。))における任意の双対コンパクト部分集合 B について

. l im 1 
J→oo耐 (nJ・)

μ炉(nj)(BX {a-v0}) = 0 

が成り立つ．
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