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レベルNの多重Eisenstein級数と反復積分のGoncharov余積

東北大学・理学研究科数学専攻菅野隼

Hayato Kanno 

Mathematical Institute, Tohoku University 

概要

本稿は， 2024年度RIMS研究集会「解析的整数論とその周辺」における筆者の講演「Multiple
Eisenstein series of level N and Goncharov's coproduct for the iterated integrals」に関する
報告である．本稿では，レベル Nの多重 Eisenstein級数の Fourier級数展開と反復積分の
Goncharov余積との問の関係を紹介し，シャッフル正規化多重Eisenstein級数の構成を紹介す
る．また，それらの満たす線形関係式についても述べる．

ー
ゴヒ旱
自尽

多重Eisenstein級数は， SL2(Z)およびその合同部分群に対するモジュラー形式である正則Eisen-

stein級数を多重化した，複素上半平面lH1上の一変数正則関数である．

定義1.1(Gangl-Kaneko-Zagier [5] (r = 2)).多重Eisenstein級数は2以上の自然数m，．．．，叫;::::2 
(r ;:::: 1)に対して，次で定義される：

1 
Gn1,…,nr(T) := i四詞00 ど (l汀十加）m．..(l汀＋叫）nr.

0--<l汀十m戸…--<l汀＋叫
liE勾，叫EZM

ただし， TE IHI,勾 ={-L,-(L-1),...,L-l,L}であるまた，格子点の順序は

lT + m >--l1T + m'芸畠「l= l'かつ m>m'」または「l> l'」.

とする．

注意1.2.Gn1,…,nr(T)は， nr~ 3のとき， IHI上絶対広義一様収束する．

Gangl-Kaneko-Zagier [5]は，適当な正規化の下で，二重 Eisenstein級数 Gn1,n2(T)が，一般複

シャッフル関係式と呼ばれるQ線形関係式を満たすことを明らかにした．

その後， Bachmann-Tasaka[4]は多重Eisenstein級数の Fourier級数展開と，シャッフル代数に

対して定まる Goncharov余積との非自明な関係を発見したさらに彼らはそれを用いて，多重

Eisenstein級数のシャッフル正規化を構成した．

一方， SL2(Z)の合同部分群に対する Eisenstein級数の一般化として，レベル付きの多重Eisenstein

級数に関する研究がいくつかなされている． Kaneko-Tasaka[8]はレベル2の二重Eisenstein級数

に対して， Gangl-Kaneko-Zagier[5], Kaneko [7]と類似の結果を得たまた， Kina[10]はレベル4

の二重Eisenstein級数を考察し， Gangl-Kaneko-Zagier[5], Kaneko [7]と類似の結果を得たさら

に， Yuan-Zhao[12]はレベルN (N ~ 1)の二重Eisenstein級数を考察し， Gangl-Kaneko-Zagier

[5]と類似の結果を得た．筆者は [9]において，一般のレベル，一般の深さの多重Eisenstein級数を

考察し，その Fourier級数と Goncharov余積との関係を示したまた，それを用いてシャッフル正

規化多重Eisenstein級数を構成した．
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2 レベルNの多重ゼータ値

Yuan-Zhao [13]はレベルN の多重ゼータ値を導入し，それらが調和積とシャッフル積と呼ばれ

る二つの積公式を満たすことを示したさらに彼らは二つの積に関する正規化をそれぞれ構成し，

それらが一般複シャッフル関係式をみたすことを明らかにした．本節では，彼らが示したレベルN

の多重ゼータ値の二つの積公式を，語の代数の言葉を用いて述べる．

定義 2.1(Yuan-Zhao [13]).正整数n1,...,nr-l E Z::0:1,巧 EZ::0:2, a1,..., ar E Z/NZに対し，レ

ベルN の多重ゼータ値は

く（悶：： ：：）＝ 0＜K1こ<KT Kf1 1 k庄
Vi,k，三ai(modN) 

で定義される．

注意 2.2.レベルN の多重ゼータ値は次の反復積分表示を持つことが知られている：

((:[ : ::) = [] t1a1--1t匁（亨）n1-l~ー：dt（字）四ー1 t幻:a□;:ldt（亨）応ー1
n1 n2 nT' 

= J叩―1dtl生．．．三．．．t：r_-na置―1dtn-nr+1dtn-nr+2 ・ • •生．
O<t1 <t2<…<tn<l 1 -tf" t2 仇 1-t岱巧＋1 tn-nr+2 ね

n1 nr 

ただし， n=釘十四＋・・・＋叫とする．

レベルN の多重ゼータ値は級数表示と積分表示からそれぞれ，調和積とシャッフル積と呼ばれ

る二つの積公式を満たす．例えば，m，四 EZ:::,2-a1, a2 E Z/NZに対して，

（（コ）,(::)調皇積,(:::::)+〈（：：コ）＋幅a2((n1:n2) 

／ヤノZlレ積i+jどサ2{ (nJ2--11)((:1 :a1 : a2) + (よ―-11)((a02:a1 :a2) } 
i,j~l 

が成り立つ．

調和積とシャッフル積を語の代数を用いて定式化する．Q-代数S)lを文字 Zn,a(n E Z::,_1,a E 

Z/NZ)の生成する非可換自由代数として定める：

S)l := Q〈Zn,aIn E Z::,_1, a E Z/NZ〉.

調和積

Q双線形写像ぷ：.f)lX.f)l→.f)lを次を満たすように，語の長さに関して帰納的に定める：

(Tl) w哀1= 1袖＝ w,

(T2) Zn1,a1 WIぷZn2,a2W2= Zn1,a1(W1菜Zn2,a2W2) + Zn2,a2 (zn1,a1 WI菜u厄）＋ふi1,a2Zn1+n2,a1 +a2 (W1ぶw2).
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ただし， w,w1,w2Eがは語 6a,a'はKroneckerのデルタである．調和積菜は， 5［およびその部分
~ --~— 

空間SjO:= (Ql十 〉 5□,aに可換結合代数の構造を与える．
n2:2,aEZ/NZ 

命題 2.3.レベル N の多重ゼータ値は調和積；を満たす．すなわち，任意の語W1,W2 E fJDに対

して，

((w1ぷ四） ＝く(w1)く（四）

が成り立つ．ただし，＜ ：砂→屈は語Zn1,a1• • • Znr,Urをく（釘，．．．，nr)へ送るQ線形写像
a1,...'ar 

シャッフル積

Sjlは文字x,Ya (a E Z/NZ)の生成する非可換自由Q代数の部分代数と同型である．すなわち，

51 ~ Q十こ凶〈X,YaI a E Z/NZ〉,Zn,a1--t YaXn-l _ 
bEZ/NZ 

Zn,aとYaXn-1の同一視の下，シャッフル積面：SjlX Sjl→Sjlを

w直 W2:=p―l (p(W1) III p（四））

で定まるQ双線形写像とするただし，p：Sjl→がは

p(zn1,a1 • • • Znr,ar) = Zn1,a1知，a2-a1• • • Z叫，ar-ar-1

で定まるQ—線形写像とし， III : Sjl X Sjl→がは，次を満たすように語の長さに関して帰納的に定

まる◎双線形写像とする：

(S1) wIIIl=lIIIw=w, 

(S2) u畑 1III U如 2= U 1 (W1 III U2四） ＋四(u直 1III四）．

ただし， U1濯2E{X,YalaEZ/NZ}であり， w,w1,w2はX,Yaの生成する語．

命題 2.4.レベルN の多重ゼータ値はシャッフル積百を満たす．すなわち，任意の語w1,w2E砂

に対して，

く(w1可四） ＝((wぷ（四）

が成り立つ．

注意 2.5.調和積とシャッフル積の記号菜，町に関して， Arakawa-Kaneko[1]における多重L値

の調和積＊，シャッフル積 IIIと区別するため，それぞれにチルダをつけている．

3 レベルNの多重Eisenstein級数とそのFourier級数展開

本節では，レベルN の多重Eisenstein級数を定義し，その Fourier級数展開を与える．Sjlの部分
空間Sj2を

Sj2 := Q〈Zn,aI n E Z~2, a E Z/NZ〉

で定める．
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定義 3.1.2以上の正整数n1,...,nrE Z~2 と a1,...,ar E Z/NZ (r::::. 0)に対して，レベルNの

多重Eisenstein級数を

心：：:;T)・＝犀嘉00 0→hNT+m1：研T＋叫（l心＋叩）n1 1 (l芯＋叫）叫
l;EZL,叫立M,m戸 ai(modN) 

で定める．ただし， G(0;T)= 1とするまた，Q線形写像 G:炉→ O(lHI)をG(zn1,a1...Znr,a』=

叫釘，．．．，nr;T)で定める．
a1,...'ar 

注意 3.2. 叫 ~3 のとき， G(口：：：：rr;T) は 1HI 上絶対広義一様収束する．

古典的な Eisenstein 級数との関係として，例えば， k~3 のとき，

心）＋（ー1加（い）＝ど lT+m
(1,m)EZ2¥{(0,0)} 
l三O,m三a (mod N) 

ー

はSL2(Z)の合同部分群い（N)に関する，重さ Kのモジュラー形式である．

命題 3.3.レベルNの多重Eisenstein級数は調和積ぷを満たす．すなわち， G:（が，り→ O(IHI)は

代数準同型．

多重Eisenstein級数の Fourier級数展開はレベルNの多重ゼータ値とレベルNの多重約数関数

を用いて表される．

多重約数関数はBachmann-Kuhn[3]により導入された形式的幕級数である．彼らは多重ゼータ値

のqー類似として多重約数関数を考察したその後， Yuan-Zhao[13]はレベルNの多重約数関数を

導入し， Bachma皿—Kiihn [3]と類似の結果を得た

定義 3.4(Bachrna皿—Kiihn [3] (N = 1), Yuan-Zhao [13] (N 2: 1)). T/ = e21ri/Nとする．任意の

釘，．．．，叫 EZ;:,:1, a1,..., ar E Z/NZに対して，レベルNの多重約数関数を

g(:::::: :::; q) := (¥) n1+・+:rこn]:~qci d i E C[q] 
a1,.. •, ar I ¥ JV I O<d~<…<dr i=1 

C1,…,c,.>0 

とする．また，Q-線形写像g:.fjl→C[q]をg(zn1,a1• • • Z幻，ar)=g(:::::::::;q)で定める．

レベルNの多重Eisenstein級数のFourier級数展開は多重ゼータ値と多重約数関数を用いて次

のように明示的に与えられる．

命題 3.5(Bachmann [2] (N = 1), K. [9] (N 2: 1)).任意の n1,...,nrE Z~2, a1,...,ar E Z/NZ 
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に対して，

心：： ： ：：:;T) = どく（m，...,nh-1）とどO~r ¥a1,...,at1-1Jt1s;q卓2_1凡＋…十kり＋1-l
0<t1<•7•＜五＜r＋1 : =ntj+…+nり＋1-l

t店qh3'(1こJ.3h),K,21

x}]{(-1ル（朽p互（：：―＿ ])) ((%3k:3;]3-1: :aq3k:3 at]) 

p-/-qj 

x ((%::3+-la約： ：aら＋K：ロ―-1aqJ } g C::: : : : : ::: ; q) 
が成り立つ．ただし， lj=叫＋・・・十nり＋1-1+ nqj + kも＋1+・・・十kも＋1-l・

4 形式的反復積分と Goncharov余積

Goncharov [ 6]はlP'も＼｛a1,...,am,OO｝上の反復積分

L知＋1t-dt 01... t -dt am (ao,..., am+1 E C), 
に対応する形式的反復積分のなす代数を導入し，それがHopf代数の構造を持つことを明らかにし

たまた， Goncharovはその余積の明示公式も与えた本節では，レベルNの多重ゼータ値の積分

表示に対応する形式的反復積分を構成し，その余積公式を与える．

S = {TJO，が，．．．，T/N-1}u {O}とする．

定義 4.1.次数付き可換Q—代数1 を

I:= (Ql [I(ao; a1,..., am; am+1) Im：：：：：〇，佑 ES]/(i)~(iv) 

で定め， 1の元を形式的反復積分とよぶ．ここで，次数は deg(I(ao;a1,..., am; am+1)) = m とし，

関係式(i)~(iv)は次で定める：

(i) I(a;b) = 1, (a,b ES) 

(ii)（シャッフル積公式） a,b, a1,..., an+m E Sに対して，

I(a; a1,..., an; b)I(a; an+l,..., an+mi b)＝ど I(a;au-l(l),..., au-l(n+m)i b), 
uESh~n+rn) 

ただし，

Sh~n+m) := {u E 6n+m I u(l) < ・ ・ ・ < u(n), u(n + 1) < ・ ・ ・ < u(n + m)}. 

(iii)（パスの連結公式） x,ao,..., am+l E Sに対して，

m 

I(ao; a1,..., am; am+l) =どI(ao;a1,..., ai; x)I(x; ai+l,..., am; am+1)-
i=O 
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(iv) I(a;a1,...,am;a)=O, (a,a1,...,amES,m乏1)

定理 4.2(Goncharov [6]). Iは次数付き Hopf代数の構造を持つ．また，その余積△ ：1→1翫汀
は

△(I(ao; a1,..., am; am+1)) 

k 

L IJ I(aip; aip+i,..., aip+1-1; aip+i) Q9 I(ao; a紅，．．．，a往；am+1). 
O=io＜釘く…＜往<ik+l=m+ 1 p=O 

で与えられる．

aを{1(0;O; a) I a E S ¥ {O}}の生成するエのイデアルとし，ザ＝エ／aとする．

命題 4.3(cf. Bachmann-Tasaka [41).（ザ，△)はHopf代数である．

関係式(i)~(iv)とザ上I(O;O; a) = 1であることを用いて，ザの線形基底をなす形式的反復積

分が特定できるそれらを

Ia(:::::::::) :=I(O;炉，｛o}n1-1,...,7)竺{O}厄 1；が），
a1,...) ar 

1(:::::::::) :=lo(:::::::::) 
と置き，ザの部分空間がを

か＝ぐ（コ： ：：：） E I° lr~O匹＞ 0,ai E Z/ NZ) !QI 
とする．また，Q-線形写像μ：ザ→Ilを

μい（：::::::::))=I(二a::: : :arn~ a) 
で定める．

注意 4.4.概形的に述べると，ザは1に反復積分の正規化に対応する関係式を加えた空間であり，

11はそれに加えて，積分の変数変換に対応する関係式を加えたような空間である．

このときかもまた Hopf代数の構造を持つことがわかる．

命題 4.5.(I＼△μ)はHopf代数である．ここで，余積△μ:Il→11 ⑭かは

△μ := (μR μ) o△|ェl.

次に，多重ゼータ値の積分表示に対応する形式的反復積分とそれらのなす空間を導入する．レベ

ルNの多重ゼータ値は収束する範囲において，次のような反復積分の線形和で表されることが知

られている(cf.Yuan-Zhao [13]): 

心：：：） ＝（一嘉 b1どZ/NZnp(a)b[  t-dt nほげ）n1-l···~ぶr （亨）叫—1
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この表示に倣い，レベルNの多重ゼータ値に対応する形式的反復積分を

仁： ： ：：） ＝ （ 一霊 b1 どZ/NZnp(a) bI （悶： ： ；：） E 11 匹 Q(r-,) 

で定める．ただし， n1,...'叫 EZ：：：：1,a1,..., ar E Z/NZ.また，p(a)• b = a1b1 + (a2 -a1)b2・・・十
(ar -ar-1)br. 

五を多重ゼータ値の積分表示に対応する形式的反復積分の生成するQ—線形空間とする．すな
わち，

が：＝り（悶：： ： ： ：：：） r~O濯1,...' 叫＞ 0,a1,..., ar E Z/NZ〉・
Q 

このとき，五は余積△μで Hopf代数の構造を持つことがわかる．また，余積は明示的に次で与え

られる：

命題 4.6(Bachmann-Tasaka [4] (N = 1), K. [9] (N ~ 1)).任怠のn1,...,nr E Z:;;,-1, a1,..., ar E 
Z/NZに対して，

△μ （仁．：： ： ：：）） ＝ 
ー

1
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p-/-qj 

xr（二:j＋ー1aq1:::: :aち＋Kltロ―_laqJ}心：：：：：：） 
が成り立つ．ただし，り＝ ntJ+・・・十nち＋1-l+叫＋怜＋1+・・・十kも＋1-l・

5 レベルNの多重Eisenstein級数のシャッフル正規化
Bachmann-Tasaka [4]はFourier級数と Goncharov余積の関係から，レベル1のシャッフル正規
化多重Eisenstein級数を構成した本節では，一般のレベルにおける Fourier級数と Goncharov余

積との関係を述べ， Bachmann-Tasaka[4]と同様にして，多重Eisenstein級数のシャッフル王規化

を構成する．

がはi(nよ，’.□］'an:)1---tZn1,a1 • • • Z叫，arによって，語の代数(S:i＼w)と代数同型であることがわ
かる．したがって，（5¥町）にHopf代数の構造が誘導される．

定理 5.1(Bachmann-Tasaka [4] (N = 1), K. [9] (N ~ 1)).任意の WEがに対して，

G(w; T) =(<面*g)(w;q)

が成り立つ．ただし，q= e271'iT とし，＊はHom!Ql-alg((S:i＼町，知），C［q])における畳み込み積とす

るまた，臼対→ CはYuan-Zhao[13]によって構成されたレベルNのシャッフル正規化多重

ゼータ値である．
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証明は，多重Eisenstein級数の Fourier級数展開（命題 3.5)と， Goncharov余積の明示式（命

題 4.6)を比べることにより従う． Goncahrov余積は反復積分という幾何学的対象に由来する．そ

こで，定理5.1の幾何学的解釈は存在するのか，という疑問が生じるが，これは残された課題である．

注意 5.2.定理 5.1の右辺はWE対・に対しても意味を持つ． したがって，多重Eisenstein級数

G: SJ2→O(lHI)は，右辺から定まる Fourier級数で定義域を.fjlまで自然に拡張できる．しかし，こ
うして定義した G:.fjl→O(lHI)はシャッフル積町を満たさない．（・：g: (SJ¥町） → C[q]が代数
準同型でないから．）

したがって，多重約数関数のシャッフル正規化を構成すれば，多重Eisenstein級数のシャッフル

正規化も構成できることがわかるこれはレベル1の場合にはBachmann-Tasaka[4]が，一般のレ

ベルにおいてはKitada[11]が，どちらも母関数を用いて構成している．そのシャッフル正規化多重

約数関数をg面り1→C[q]とする．

定義 5.3.シャッフル正規化多重Eisenstein級数 G面：.fjl→O(lHI)を

G町w;T):=(<面*g町(w;q) 

で定める．

こうしてFourier級数によって定めたシャッフル正規化多里Eisenstein級数は，収束する範囲に

おいて，元々の格子を走る多重級数により定義されるものと一致することがわかる．

命題 5.4(Bachmann-Tasaka [4] (N = 1), K. [9] (N 2'. 1)).任意のwE.fj2に対して， G面(w;T)= 

G(w;T)が成り立つ．

最後に，シャッフル正規化多重Eisenstein級数の満たす線形関係式として，制限複シャッフル関

係式 Distribution関係式二重の場合の和公式および重み付き和公式を紹介する．

定理 5.5（制限複シャッフル関係式， Bachmann-Tasaka[4] (N = 1), K. [9] (N 2'. 1)).任意の

匹四 Eがに対して，

G(w1菜四；T)= G面(w直四；T)

が成り立つ．

定理 5.6(Distribution関係式，K.[9]).任意の凡・・・・,nr2'.lに対して，

叫，aどZ/NZ疋（：：：： ： ： ：：：；T) =G悶，．．，n)NT)
が成り立つ．ただし， G悶，…，nr(T)はレベル1のシャッフル正規化多重Eisenstein級数．

定理 5.7（和公式 (r= 2), Kitada [11]).任意の偶数k~ 4, a E Z/NZに対して，

2iどk((-l)i-lGじ',~;T) +Gじ';a;T))+4G面 (1,a:2-aい）＝Gc;T) 
i,j>l 

が成り立つ．

定理 5.8（重み付き和公式 (r= 2), K. [9]).任意の k2". 4, a E Z/NZに対して，

互｛（2j-l-l)G面じよT)+ (1ーも1)G正じ',Ja'T)}= K；い（：jT)
i,j>O 

が成り立つ．
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