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ェ ン トロ ピー 減 衰 rlいま多 くの カ オ ス力学 系 に対 し指 数 関 数 的
減 衰 を示 す .一 方 ､nサ イ トエ ン トロ ピーH(n)を考 る と､Feigen-
baum固 定 点 で log的発 散 を示 す｡ これ は ､ エ ン トロ ピー減 衰 で 言

え ば ､べ き減 衰 で あ る ｡ この よ うに ､ エ ン トロ ピー減 衰 に よ って ､

Kolmogolov-Sinaiェ ン トロ ピー (K.S.冗.)で は見 られ な い力 学 系 の

確 率 構 造 の 違 い を 見 る こ とが で き る ｡ K.S.E.は Lyapunov指 数 ､

す な わ ち ､ 長 時 間 にわ た る軌 道 の平 均 拡 大 率 に等 しい と い う意 味

で ､ ア トテ ク タ_- の構 造 と密 接 に結 び ら い て い た ｡ そ の こ とか ら

SllannOnの 言 う意 味 で の 情 報 が ､ 力 学 系 の軌 道 の 不 安 定 性 に よ っ

て つ く り出 され て い る と理 解 で きた . エ ン トロ ピー 減 衰 g(n)は力

学 系 の つ く り出 す 信 号 (文 字 列 )に つ い て K.S.E.に は な い よ り多

くの構 造 を表 現 して い る●O しか しな が ら､ エ ン トロ ピー 減 衰 g(n)

いて は必 ず し も明 らか で な い｡ そ こで ､ ア トラ■ク タ - の構 造 を表

す L(n)(有 限 時 間 に対 す る平 均 軌 道 拡 大 率 )を考 え る と､Feigen-
baum固 定 点 で nサ イ トエ ン トロ ピー と同 様 に log的 発 散 を す る.

さ らに ､L(n)に は Feigenbaum固定 点 の特 徴 で あ る繰 り返 し構 造
も含 ま れ て い る. この よ うに ､ エ ン トロ ピー 減 衰 と ア トラ ク タ ー

の構 造 が 密 接 に結 び付 い て い る こ とが 解 っ た ｡ この ア トラ ク タ ー

の確 率 構 造 と幾 何 構 造 の 関 係 を理 解 す る た め の 試 み を 報 告 す る ｡

1 エントロピー減衰とその減衰構造

カ オ ス の 重 要 な 性 質 と して 符 号 化 が 可 能 な こ とが 上 げ られ る ｡ 符 号 化 と

は ､ 状 態 空 間 に 観 測 装 置 を導 入 す る こ とで あ る ｡ 状 態 空 間 Vを有 限 個 の部

分 集 合 で 覆 うV-Ur=lVi｡ 系 の 状 態 が あ る部 分 集 合 の 中 に あ れ ば ､ そ の 部
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｢カオスとその周辺｣

分 集 合 の符 号 (部 分 集 合 に~っ け た名前 )を表 示 す るo 系 を あ る時 間 間隔 dtで

観 測 す る と､dtお きに符 号 .‥,q_1,gO,ql,‥.が発~生 され る o こ こでqnは分

割 した 部 分 集 合 の 名 前qt･∈ial,a2,- ,am)で あ る o この符 号 隼 に よ り､ 力
学 系 は符 号 を生 成 す る情 報 源 とみ る こ とが で き る｡

最 もプ リ ミテ ィブ な カ オ スで あ る Bernoulli系 で は ､2億 で符 号 化 す る こ

とが で き る｡ こ こで 符 号 化 で き る とは ､長 く符 号 列 を観 測 す れ ば す る ほ ど

(観 測 を繰 り返 せ ば)､ よ り精 度 よ く系 の初 期 点 を決 定 す る こ とが で き る と

い う こ とで あ る ｡

次 に ､符 号 を n個 観 測 した と きの結 合 確 率 を

P(Jl,q2,...,qn)

と表 せ ば ､nサ イ トの エ ン トロ ピー は

H(n)-- ∑ P(ql,q2,･･.,qn)log【P(ql,q2,...,Jn)lqlI-7qA

(1)

(2)

で 定 義 され る o nサ イ トエ ン トロ ピー は ､n の増 加 に と もな い増 加 す る

(非 減 少 関 数 )o そ して ､qlとqnが確 率 的 に独 立 にな る と､nサ イ トエ ン トロ

ピI E(n)は nに対 して線 形 に増 加 し､ エ ン トロ ピー は eXtenSiveとな るo

伊け ば ､Bemoulli系 で は ､個 々'の符 号 は確 率 的 に独 立 で あ るか ら (コイ

ン･トッ シ ンダ と同 等 )､nサ イ ト･エ ン トロ ピー は線 形 に増 加 す る(H(n)-
nlog2).また ､Markov過 程 で は､H(n)は n≧2で nに対 し線 形 に増 加 す

る｡ この と き H(n)の増 加 率 が Kolmogolov-Sinai･エ ン トロ ピー (K.S.E.)

とな る｡ 【21

K･S･E･-nliimcoH(n)/n (3)

い ま まで は ､K.S.E.に よ り力 学 系 の性 質 が 調 べ られ て きた ｡ しか し､ こ

の よ うな定 常 量 で は ､ と らえ られ な い性 質 を調 べ るた め ､K.S.E.へ の 収 束

の仕 方 を見 る.(eq3)に は (1/n)の項 が 含 ま れ て お り収 束 を見 るの に適 し

て い な い ｡ そ こで ∬(可 の階 差

9(n)-H(n+1)-H(n)

の収 束 の仕 方 を見 る . 簡 単 な計 算 に よ り､ これ は条 件 付 きエ ン トロ ピー
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9(n)- - ∑ P(J1-,･･･,Jn)×
qlI･･･}qn
P(o･n+1null,･..,Jn)
孟‡l P(ql,･-,qn)

P(Jn+lnql,… ,qn)
P(ql,… ,qn)

r (5)

と な る こ とが わ か る｡ 条 件 付 き ェ ン トロ ピ丁 は ､q1,.‥,qn ま で の 符 号 を

知 った と き､qn+1の不 確 定 性 を表 す 量 で あ るo これ b'ま た ､K.S.E.に収 束

す る ｡

nlimcu(n)-K･S･E･

我 々 は9(n)の減 衰 の仕 方 を見 る こ と に よ って カ オ スを特 徴 づ け る こ とが で
きた . [1】す な わ ち ､ 減 衰 の仕 方 に よ り､Markov過 壷 と して 近 似 可 能 な 系

と不 可 能 な 系 に分 類 す る こ とが で きた ｡ また ､Grassberger等 【3日まエ ン ト

ロ ピ-減 衰 の漸 近 的 振 舞 い を uComplexity"と して 導 入 し議 論 して tTる o
しか し､ この よ うな エ ン トロ ピー減 衰 の漸 近 的 振 舞 い だ けで は な く､我 々

は減 衰 の 仕 方 そ の もの に着 目す る ｡ こ の 減 衰 の 仕 方 に は漸 近 的 な 振 舞 い で

は み られ な い詳 しい情 報 (構 造 )が 含 まれ て い る｡ 特 に ､ エ ン トロ ピー減 衰

の この構 造 は ､Feigenbaum固 定 点 や 準 周 期 運 動 の 臨 界 点 で顕 著 に現 れ るo

この 減 衰 構 造 とは ､臨 界 点 で の特 徴 を表 す 階 段 構 造 で あ り､Feigenbaum固

定 点 で は ､2n分 岐 の 反 映 が み られ (Bgl)､階 段 の ス テ ップ が 2倍 づ つ 長

くな り､各 ス テ ップ間 隔 は 1/2づ つ狭 ま って い く｡ ま た ､準 周 期 運 動 で は ､

回 転 数 の 連 分 数 展 開 に 関 連 した 階 段 構 造 が現 れ る ｡ 特 に ､ 回 転 数 が 黄 金 比

(W -(ヽβ-1)/2)の場 合 に は Fibonacci数 列 的 構 造 が 現 れ (Bg2)､各 ス

の 逆 で狭 ま って い く｡

さ らに､周 期 運 動 の場 合 に も分 岐 や 回転 数 に関 連 した構 造 が み られ る｡黄

金 比 は以 下 の よ う に Fibonacci数 列 (Fn+1- Fn+ Fn_1,Fo- 1,Fl-1)め
極 限 と して 表 す こ とが で き る ｡

乃ヽ11 .. F n
= lilll

2 nTj-tbFn+1
(6)

そ こで ､ 回 転 数 が 黄 金 比 で あ る準 周 期 運 動 を ､ 回 転 数 が W-Fn/Fn+1の 周
期 解 で 近 似 L nを 大 き くす こ と に よ り､逐 次 黄 金 比 に近 づ け て い く こ とが

で き る｡ この よ うに ､逐 次近 似 精 度 を あ げて い くと､階 段 構 造 の成 長 が み ら

れ る o (fig3)-(fig5)
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｢カオスとその周辺｣
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図 1:Logistic写像のエン トロピー減衰

FeigerLbatlm臨界点で2n的階段構造が現れる｡階段のスッテプの長さが 2倍に増

加し､各スッテプ間隔はり2倍に狭まっていく｡

●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
0 10 20 30 40- 50

n

図 2:Circle写像のエン トロピー減衰

回転数が黄金比の場合､黄金比の連分数展開に関係したFibonacci的階段構造が

みられる｡ 各ステ･yプの長さがFibonacci数列で長くなり､ステップ間隔はFibonacci

数列の逆で狭くなる｡
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g(n)0.40

0.00
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図 3:Circle写像のエン トロピー減衰 W-F2/F3
Circle写像の周期運動のエントロピー減衰｡回転数 Ⅳ -2/3の連分数展開に関

係 した構造がみられる｡ この階段構造は､回転数を黄金比への近づけていくにつれ成

長 していくO(Lig4)-(五g5)

0 10 20 30 40 50

n

図 4:Circle写像のエン トロピ-減衰 W-F3/F4
Circle写像の周期運動のエントロピー減衰｡回転数 Ⅳ -3/5の遵分数展開に関

係 した構造がみられる｡
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｢カオスとその周辺｣
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n

図 5:Circle写像のエントロピー減衰 W-F4/F5
CiTCle写像の周期運動のエントロピー減衰｡回転数 Ⅳ -5/8の連分数展開に関

係した構造がみられる｡

これ らの 臨 界 点 で の 振 舞 い は､K.S.E.を み て い た の で は周 期 運 動 と区 別

す る こ とが で きな い (と もに K.S.E.-0). さ らに､ この よ うな臨 界点 で ､n

サ イ ト･エ ン トロ ピ- H(n)は log的 に発 散 す る.(fig6)この よ うに､nサ

イ ト ･エ ン トロ ピー H(n)で n に対 し 1次 よ り低 次 の発 散 を見 る こ とが で
き る ｡

2 減衰構造とアトラクターの構造

力学 系 を符 号 化 す る こ とに よ り､ 力 学 系 は情 報 源 と考 え る こ とが で きた ｡

さ らに ､K.S.E.と軌 道 不 安 定 性 を表 す Lyapunov指 数 に は ､ あ る条 件 の も

とで

K･S.E.-∑入i
入i>0

な る関 係 が あ った 【4】 ｡ こ こで ､入iは Lyapunov指 数 で

入i-放 log
IfTn~1...TO6x-=
‖6x-‖

ex-:iarwentvector Tn:iangenimap
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図 6:Logistic写像のサイ ト･エントロピー

nサイ ト･エントロピーはFeigenbaum臨界点でlog的発散を示す (ロ)｡ 周期運

動では､その周期以上のサイトエントロピーは一定となる(0,･)｡カオス状態では､漸

近的傾きが Kolmogorov-Sillai･エントロピーとなる(こ･) .

で あ る ｡ この 関 係 か ら､K.S.E.を 力 学 系 が 生 成 した Shannonの情 報 量 と考

え れ ば ､ 情 報 は 軌 道 不 安 定 性 に よ り作 り出 され て い る と理 解 す る こ とが で

き る o Lか し､ エ ン トロ ピー 減 衰 の減 衰 構 造 が ､ ア トラ ク タ ー の どの よ う

な構 造 の反 映 で あ るのか 明 らか で は な い ｡ この両 者 の関 係 を理 解 す るた め ､

ア トラ ク タ ー の構 造 を反 映 す る量 を 導 入 す る｡ この際 ､ エ ン トロ ピー 減 衰

g(n)はす べ て の nに対 して 統 計 量 で あ るの で ､ ア トラ ク タ ー の 構 造 を 見 る

量 に もな ん らか の 統 計 的 操 作 を す る必 要 が あ る ｡ そ こで ､ 以 下 の よ うな局

所 的 平 均 軌 道 拡 大 率 を考 え両 者 の対 応 を見 る｡

L(n)-log(
Tn~1...TO6x-

II6x-=
iimeav. (9)

特 に ､エ ン トロ ピー減 衰 の構 造 が豊 か に現 れ た Feigenbaum固 定 点 や 回 転 数

が 黄 金 比 の 準 周 期 運 動 な どの 臨 界 点 に お いて ､局 所 的 平 均 軌 道 拡 大 率 L(n)

の振 舞 い を み るo エ ン トロ ピ⊥ 減 衰 で み られ た 階 段 構 造 は ､L(n)で は 反 復

構 造 と して 現 れ る O (fig7),(fig8)
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｢カオスとその周辺｣
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図 7:Logistic写像の局所平均軌道拡大率

Feigenbaum固定点でL(n)はLog的発散を示す.さらに､エントロピー減衰の階

段構造に対応 している反復構造がみられる. この反復構造は2nの繰り返 し運動である｡

こ れ ら の 反 復 構 造 も ま た ､ エ ン トロ ピー 減 衰 で み た 階 段 構 造 と 同 様 に ､

Feigenbaum 固 定 点 で は ､2n分 岐 の 反 映 が ､ 回 転 数 が 黄 金 比 の 準 周 期 運 動

で は ､Fibonacci的 構 造 が 現 れ る ｡ この よ う に ､K.S.E.が Lyapunov指 数 と

関 係 して い た よ う に ､ エ ン トロ ピ- 減 衰 g(n)は局 所 平 均 軌 道 拡 大 率 L(n)
に対 応 して い る ｡

3 まとめ

Kolmogorov-Sinaiェ ン 高 ピー (K.S.E.)だ けで は と らえ られ な い性 質 を ､

ェ ン トロ ピー 減 衰 9(n)に よ り特 徴 づ け る こ とが で きた . エ ン トロ ピー 減 衰

の 仕 方 に よ り､Markov過 程 と して 近 似 す る こ とが で き る系 と､ で き な い系

に 分 類 す る こ とが で き た ｡ さ ら に ､K.S.E.が 0で あ る系 で も､ 周 期 運 動 と

こ と な り n サ イ ト ･エ ン トロ ピー H(n)が Log的 発 散 を す る 系 が あ る . こ

の よ う な発 散 は ､Feigenbaum固 定 点 や 準 周 期 運 動 で み られ た ｡ さ ら に ､ エ

ン トロ ピー 減 衰 に は ､ ア トラ ク タ ー の 構 造 を 反 映 す る減 衰 構 造 が み られ る ｡

こ の 構 造 と は ､Feigenbaum固 定 点 で は 2n階 段 構 造 と して 現 れ (figl)､ 準
周 期 運 動 で は ､回 転 数 の 連 分 数 展 開 に 関 係 す る階 段 構 造 が 現 れ る｡特 に ､回
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図 8:Circle写像の局所平均軌道拡大率

写像の周期運動のエントロピー減衰｡回転数 W-(Jg-1)/2回転数の連分数展
開に関係した構造がみられるoすなわち､FibollaCCi数列に関係した反復構造がある.

転 数 が 黄 金 比 の場 合 に は ､Fibonacci数 列 の構 造 が 現 れ る ｡ (丘g2)
K.S.E.を 力 学 系 の生 成 した SllannOnの情 報 とみ れ ば ､情 報 は軌 道 不 安 定

性 に よ って 作 り出 され て い る と理 解 で きた ｡ しか し､ エ ン トロ ピ-減 衰 の構

追 (臨 界 点 で は階 段 構 造 が み られ た)が ア トラ ク ター の どの よ うな構 造 の反

映 か は 明 らか で は な い｡ 我 々 は ､ 局 所 的 平 均 軌 道 拡 大 率 ZJ(n)を導 入 して ､

そ の対 応 関 係 を み た ｡ 臨 界点 で エ ン トロ ピー減 衰 に み られ た階 段 構 造 は ､局

所 平 均 軌 道 拡 大 率 L(n)で は反 復 構 造 と して現 れ る . (fig7)(fig8)こ の 反

復 構 造 もま た ､ 主 ン トロ ビー 減 衰 で み た 減 衰 構 造 と類 似 した 構 造 を も って

い る . す な わ ち ､FeigeIlbaum固 定 点 で は ､2n的 な繰 り返 しが み られ ､ 回 転

数 が 黄 金 比 の準 周 期 運 動 で は ､Fibonacci的繰 り返 し構 造 が み られ る ｡ この

よ う に ､ エ ン トロ ピー減 衰 の 構 造 が ､ 軌 道 の 局 所 的 平 均 拡 大 率 に密 接 に関

係 して い る こ とが 解 った ｡
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