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概要

本稿では， 2022年5月に行われた研究集会「変換群論の新潮流」での筆者の講演の概要，そのも

ととなった論文 [Tak6]の概要，およびその周辺，予備知識について，主に幾何学を専門とした読者

を想定して論ずる．

1 導入

Atiyah-Singerの指数定理とは，コンパクト多様体のDirac作用素のFredholm指数が，特性類の稜分

という多様体の微分トポロジー的な量で書けるということを主張する定理である ([ASil,ASi2, ASe]). 

本稿の目的は，その定理の同変版をループ空間に対して定式化するという私の論文 [Tak6]について，そ

の周辺も含めて解説することである．

まず， Atiyah-Singerの指数定理そのものの復習から始める． M を閉多様体， W をM 上の Clifford

束， Dをその上のDirac作用素とする． Dirac作用素とは，二乗するとラプラシアンになるような一階

の微分作用素のことであり， Clifford束とは，それが定義できるようなベクトル束のことである［古田，

第 1,2章］．このとき， Dはフレドホルム（すなわち， ker(D)およびcoker(D)がともに有限次元）で

あって，その指数dim(ker(D))-dim(coker(D)）はW の特性類の積分で書ける，というのが指数定理

の主張である．

M がコンパクト Lie群 Gの作用を持ち，それがW に持ち上がるとき，この定理は改良される． D

がG同変であるとすると， ker(D)およびcoker(D)はともに Gの作用を持つ (ker(D)の元や Im(D)

の元を Gで動かしても再びker(D)の元やIm(D)の元になるため）．すなわち， Gの有限次元表現が二

つ得られるのだが，その「形式的な差」を Dの同変指数と呼ぶ．その指数は Gの表現環R(G)に属す

る． Atiyah-Segal-Singerの固定点定理は，その同変指数が， M のG作用に関する固定点集合MG上

のデータで決まることを主張する [ASe]．この定理を標語的に書くと，以下のようになる．

Dの解析的同変指数＝J叩特性類 (1) 

Wittenは，この右辺がコンパクト多様体のループ空間で意味を持つことに気づき，その右辺を以て「左

辺を定義」した [Wit].Wittenは同論文で，その「同変指数」の性質を，ループ空間の位相的な考察から

予想した．その予想はBottやTaubesによって，有限次元的な手法で示された [Tau,BT]. [Tak6]の

主結果は，［Wit]を念頭におきつつ，ループ空間の同変指数定理を定式化し証明することである．本稿

では， Atiyah-Segal-Singerの固定点公式のべき級数環を用いた証明の概要の説明から始めて，それを
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非コンパクト多様体に一般化し，さらにそれのループ空間版を定義する．講演と同様に，理論の解析サ

イドを主に論ずることにして， トポロジーサイドは論文 [Tak6]に譲ることにする．

2 固定点公式のべき級数環による証明とその一般化

この節では，コンパクト多様体の固定点公式のべき級数環による証明を紹介する．そのための道具の

紹介から始めよう．

2.1 KK理論

非可換幾何の成果の一つは，指数理論の「代数トポロジー化」である．代数トポロジーは，具休的な

幾何学的対象の考察を，それらのなす集合に代数的な構造を入れたものの考察や，それらの間の関係の

考察に置き換える．例えば基本群は，位相空間のループのホモトピー類の集合に他ならない．その空間

が多様体で，一次閉形式が与えられていれば，ループに沿った閉形式の積分によって基本群から Rへの

準同型が定義された．それと同様に，「ベクトル束や Dirac作用素のホモトピー類の集合」を，代数的

な対象やそれらの間の関係を用いて上手く扱いたい．そのときに非可換幾何は威力を発揮する．すなわ

ち，非可換幾何的不変量である KK理論は，ベクトル束， Dirac作用素，指数準同型，コンパクト群

の表現環，空間の間の連続写像，その誘導準同型などの概念を一挙に整理統合したものである．厳密な

定義を理解するのは簡単ではないうえに本稿を読むためにはその必要もないので，細かいことを省略し

て，形式的・代数的・幾何的な側面だけを説明する．この小節の内容はさしあたり読み飛ばし，必要に

応じて辞書的に参照していただきたい．詳細が知りたい方は [Bia,JT, Kasl]等を参照されたい．

まず， C*環とは，「対合」と呼ばれる複素共役の一般化を備えた C上のBanach環であって， C*条

件という，対合とノルムの整合性を持ったもののことである．対合は代数的な性質で，ノルムは解析的

な性質だから，「それらが整合的である」という条件から良い性質が成り立つ．例えば，局所コンパク

トハウスドルフ空間 X に，コンパクト台の複素数値関数のなす環Cc(X)の完備化 Co(X)を対応させ

ることで，局所コンパクトハウスドルフ空間のなす圏と可換な C*環のなす圏は反変同値である．この

性質を Gelfand-Naimarkの定理と呼ぶ（C*環の教科書，例えば [Mur]参照）．それ以外の C＊環の

例としては， Hilbert空間上の有界線形作用素全休のなす環やコンパクト作用素全休のなす環が挙げら

れる．また， C*環をファイバーに持つファイバー束があれば，その「切断環」を考えることで再びC*

環を得ることができる．

Gを群とするとき， G同変KK群とは， G作用を持つ C＊環のペアに対して以下のように定義され

る不変量である．

定義 2.1.(1) A, BをG作用を持つ C*環とする． G同変Kasparov(A,B)加群とは，

• G作用を持つ HilbertB加群E(Bに値を取る「内積」が定義された Banach空間で，右B加

群の構造を持つもの）

• Aから「B線形写像全体」への G同変準同型 1T, すなわち Eの左A加群の構造

• E上の B線形写像Tであって，適切な条件（7r(a)との整合性，ある種のフレドホルム性，ある

種の同変性）を満たすもの

の三つ組のことである．

(2)同変KK群KKa(A,B)とは， G同変Kasparov(A, B)加群の「ホモトピー類」のなす集合で

ある．これは加群の直和によって和が定義されたアーベル群である．
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KK群の元としては，以下のようなものが挙げられる＊1.

例 2.2.(1) M が閉多様体のとき， KK(C(M),C)はM のKホモロジ一群に同型である．特に， M

上の Clifford束W,その上の Dirac作用素 Dが与えられたとき， Hilbert空間び(M,W)，関数の掛

け算で定義される C(M)のザ(M,W)上の表現 7f, 作用素 Dの竺つ組は KK(C(M),C)の要素 [D]

を定める．

(2) Xがコンパクト群Gの作用を持つ局所コンパクトハウスドルフ空間のとき， KKG(C,C。(X)）は

Xの位相的G同変k群Kも(X)に一致する．特に， Xがコンパクトなとき， X上の有限階数複素ベ

クトル束Eは，連続切断の空間C(X,E)，関数の掛け算で定義される左C(X)加群の構造 7f, 作用素

0の三つ組によって， KK(C,C(X)）の要素 [E]を定める．本稿ではEが階数1の自明束である場合が

特に重要なので，そのような自明束を ~x と書く．

(3) G がコンパクト群のとき， KKc(C,C)~R(G).

(4)より一般に， AをC＊環とすると， KK(A,C)は解析的Kホモロジ一群（例えば [HR]参照）に

一致し， KK(C,A)はC＊環のK。群に（例えば[Bia]参照）一致する．

(5) C＊環の間の＊準同型f:A→Bは， KK群の元 [flE KK(A,B)を定める． 特に， idA:A→A 
はKK(A,A)の元を定めるが，これを lAと書く．

(6)特に，局所コンパクトハウスドルフ空間 X,yの間の固有連続写像 F:X→Yは関数の引
き戻しによって＊淮同型F*:Co(Y)→Co(X)を定めるため，［F*]E KK(Co(Y), Co(X)）を定め
る．また，開埋め込みし： UYXはゼロ拡張によって＊準同型l,: C0(U)→Co(X)を定めるため，
［し］ EKK(Co(U), C,。(X)）を定める．

(7) Eを局所コンパクト空間X上の (Z2次数などはついていない普通の）ベクトル束とすると， E

はK0(x)の元は定めないが， KK(C0(X),C0(X)）の元を定める＊2

KK理論の一番の強みは， Kasparov積と呼ばれる積

KKc(A,A1) x KKc(A1,B)→KKc(A,B) 

が定義されることである． Kasparov(A，ふ）加群 (Eぃ元，石）と Kasparov(A1, B)加群 (E2,四，T叫

とのKasparov積は，だいたい以下のように与えられる．まず，加群は4し上空文とどと猿E1@A,E2,表
現は1r10id，作用素はれと花の情報が両方入ったものを頑張って定義する＊3.ただし，記号＠A1は「A1

上の次数つきテンソル積」を意味する．そのため， xE KKc(A,A1)とyE KKc(A1,B)のKasparov

積は訊§Alyまたは単に x@yと書かれる． Kasparov積は結合的，すなわち (x0y)0z= x@(y@z)が

成り立つ．

KK理論にはもう一つ， TD:KK叫A,B)→KKc(D@A,D@B)という操作がある．ただし Dは
c・ 環で， TD(E,1r, T) := (D気E,id如，id@T)で定義される．これによって， Kasparov積は

KKc(A,A。@A1)x KKc(A畠A2,B)→KKc(A@A2,A。@B)

に拡張される．すなわち， x＠ふy:= TA,(x)@A。@A10A汀A。(y).
この Kasparov積は，以下に挙げるように変幻自在である．

*1ここで余談を．私がペンシルバニア州立大学に滞在したときの受け入れ教員である NigelHigson先生は，セミナーで
「geometricK-homologyの元は，タキシードを着て蝶ネクタイをしているようなもので，サイクルも同値関係も少ない．
一方analyticK-homologyはゴミ箱のようなもので，サイクルも同値関係もめちゃくちゃ多い（曖昧な記憶による意訳）」
ということを言っていた．例を見れば分かる通り，「ゴミ箱」具合で言えば， KK理論の方が圧倒的に高い．
*2これは間違ったことは言っていないが，後で少しだけ説明する冗KK理論を使うほうが自然である．
*3詳しくは先に挙げた文献を参考のこと．関数解析的にハードな議論によって（まさに「頑張って」）柾明される Kasparov
technical theoremを用いることで，その存在・ホモトピー不変性・結合律を証明する．ちなみに， K邸 parov加ffl'に付加
的な情報を与えることで， K邸 parov積を明示的に書けるようにするという研究がある [Mes]．発想は単純だし，指数理論
の微分幾何的な枠組みを少しでも知っている人にはわかりやすいが， C*環で話が閉じず，理論の枠組みがハードになる．
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例 2.3.(1) Kasparov積によって KKc(A,B)はR(G)= KKc(IC,IC)加群の構造を持つ．

(2) C＊環の間の＊準同梨f:A→Bについて，［flによる Kasparov積はK理論， Kホモロジーヘの
誘導準同型に一致する．すなわち， xE KK(IC,A) = Ko(A)に対して f.(x)= Xる[flE KK(IC, B) = 

K。(B),y E KK(B,IC) = K0(B)に対して f*(y)= [f]@y E KK(A,IC) = K0(A)が成り立つ．
(3)任意の xE KK(A,B)に対して lA@X=Xおよびx@IB= xが成り立つ．

(4)Mを完備Riemann多様体としたとき， Diac作用素DはKホモロジ一群の元 [D]を，［古田，第9

章］の意味でコンパクト台ベクトル束EはM のK群の元 [E]を定めるが，［E]@[D]E KK(IC,IC)竺 Z

はDをEでひねって得られるベクトル束のフレドホルム指数に一致する．

(5) X を局所コンパクトハウスドルフ空間， EをX 上の複素ベクトル束とすると， Thom同

型 H;v(E)竺 H＊一rank(E)(X)が成り立つが，その K 理論版が次のように定式化できる．すなわ

ち， EのThom類と呼ぶべき KK群の元 [rE]E KK(Co(X), Co(E)）と「その逆」と呼ぶべき元

[d司EKK(Co(E), Co(X)）が定義され，［TE辰Co(E)[d幻＝ lco(X)および [d叫＠Co(X)［冗]= lco(E) 
が成り立つ＊4．

2.2 コンパクトな場合の証明のアウトライン

さて，話を指数理論に戻そう．フレドホルム作用素の指数は核の次元から余核の次元を引いて定義さ

れたが，フレドホルム作用素は指数が等しければホモトピックであるから，「指数を取る」という操作

は，「関数環の情報を忘れ，『作用素と関数空間の組』のホモトピー類を取る操作」であると言って良い．

前節冒頭でも述べた意味で代数トポロジーの精神に則るのであれば，「解析的指数を取る」という操作

は，「Dirac作用素のなす集合から指数のなす集合への準同型」であってほしい．実際に，次の補題が成

り立つ．

補題 2.4.(1) M を閉多様体とする． M 上のDirac作用素 Dに対してその指数ind(D)を返す準同型

KK(C(M),IC)→Zは，次の（互いに同値な）いずれの操作でも得られる．

● Z E Cに対して恒等的に zを取る関数を対応させる写像 7[ん： C→C(M)による Kホモロジ一
群の元 [D]の引き戻し．

•M 上の自明束が定める K 群の元［こ叫 E KK(IC,C(M)）とのKasparov積．

(2)同じ性質の同変版が成り立つ．すなわち，閉多様体M にコンパクト Lie群Gが作用していると

き， M 上の G同変Dirac作用素の指数は

［じMlRc(M)[D]= 1rM([D]) E KKc(IC,IC) = R(G) 

で得られる．

注意 2.5.いずれの操作でも， M がコンパクトであることが重要である．

この節の目的は， G=S1のとき，上の補題(2)の同変指数が， M のG作用による固定点集合のデー

タで記述できることを， KK理論の言葉で説明することである．

そのためのアイディアは次のとおりである． M をコンパクト Riemann多様体で，等長炉作用があ

るものとする． Ms1を固定点集合， Uをその管状近傍とする．包含写像を Mゲ五 U!'_-;Mという記
号で表す． i:= koj: M炉 YMとしておく．すると， Kasparov積が結合的であることから次は可換

*4 [Kas2]で述べられている通り， RKK理論で述べる方が自然であるが，本稿ではKK理論でも用いる．
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である．

KKs,(C(M叫 C）い三 KKs,(C(M),IC)

巳s1]R-l 』囮這— (2) 

R(Sり _） R(Sり・

したがって，もし [i＊艮ーが可逆ならば，これで問題は解決である．実際には，そのままでは可逆とは

限らず，原論文 [ASe]の議論と同様，何か代数的なトリックが必要である． R(Sり＝ Z[q,q―1］である

ことに注意して，本稿では次を代数的なトリックとして採用する．

定義 2.6.R(Sり上の代数

R(Sりpos:={~anxn I an E Z,n ≪ 0ならばan=0 ｝ 
を考え， R(Sり加群M に対して，その係数拡大MposをMRR(S')R(Sりposによって定義し， R(Sり

上の加群M とN の間の準同型 fに対応する R(Sりpos上の加群MposとNposの間の準同型を fpos

と書く．

するとこの代数には，可逆元がたくさん含まれることが分かる．次は等比級数の公式の簡単な演習問

題である．

補題 2.7.~立Nanqn E R(Sりposが可逆であるための必要十分条件は aN=土1であることである．

これを念頭において， M,U, M81のKホモロジ一群を比較しよう．そのために関数環における可

換図式

C(M) 
k. 

Co(U) 

＼ ／ 
C(Mり

を考える．ただし， K*は開埋め込みが誘導するゼロ拡張， i*'j*は固有埋め込みが誘導する引き戻しで

ある．すると，可換性i*o k. = j*から， kks1理論の可換図式

KKsi(C(M),C) 

ニ
[k* ]@— 

KKs,(Co(U),C) 

／ 
kksl(C(M州，C）

が成り立つ．よって，

"[i*]―1 = [j*]―l@[k寸' (3) 

が成り立ちそうである．

ここで [j*]についてなのだが， UはMs1の管状近傍だから， Ms1の法束のゼロ切断の近傍と微

分同相である．この法束には引作用によって複素ベクトル束の構造が入る．このとき，法束の各

ファイバーには S1の表現空間の構造を持つが，その表現のウェイトがすべて正になるように複素構造

を定義する．よって例2.3(5)のThom同型によって，両者は KK理論においては全く同等である．

Thom類を [Tu]E KKs1(C(M81),Co(U)）と書くと，住んでいる KK群だけで判断すれば，［Tu]は

b・＊］の逆元の候補である．残念ながら [Tu]るげ］と lc(M)は異なり，［TU]はげ］の逆元ではないのだ
が，例 2.3(2)のC*環の準同型が作る KK群の元との Kasparov積は誘導準同型に一致するため，

[Tu]紅］はThom類のゼロ切断による引き戻し，すなわち UのEuler類 [eu]に他ならない．すなわ

ち[Tu]幻＊］ ＝ ［eu]．よって次が分かる．
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観察 2.8. 「[j*］の逆元」が定義できるとすれば，それは [Tu]と「UのEuler類の逆元」とのKasparov

積であるべきである．

もともとの KK理論のままでは， Euler類が可逆であるとは限らない，そこで， R(Sりposをテンソル

することで可逆元を増やしてしまう．すると，補題 2.7と，炉の法束の複素構造の決め方から，［eu]

はKKs1(C(M81),C(M81))posにおいて可逆である．その逆元を [eul]と書くと次が成り立つ．

[eu嗚 [ru]0[j*]= lc(M)・

したがって，次が示された．

定理 2.9.同変指数準同型K尉(M)→R(Sりに包含写像R(Sりc..+R(Sりposを合成させたものは，次
の合成で書ける．

KKs,(C(M),C)~ KKs,(Ca(U),C) ~ KK8,(C(M81),C）丘二

sl 
kksl(C(M) C) 

恥,s110-
, C)pos ~ R(SりPOS・

特に， M の炉同変指数は M の固定点集合の情報で沓ける．

したがって，指数の情報が固定点とその法束の情報にまで局所化していることが分かる．もっとも，

[Tul@—という操作はファイバーごとに Bott 元とのペアリングを取る操作であるため，事実上指数を

計算していることになるはずで，上の定理は実用性に欠ける．しかし，［Kas2,Theorem 4.3]を用いて

（以下k理論的Poincare双対と呼ぶ），「多様体のKホモロジ一群たちの系列」を，「接束の位相的k

理論の系列」に書き換えることで，上の準同型を位相的データで書き換えることができる．すると， K

理論的Poincare双対では， Thom同型はゼロ切断による引き戻しに対応するため＊5, 公式は極めて実

用的なものになる．多様体が偶数次元かつ Spiがのとき，すなわちいわゆる「K理論的に向き付可能」

な場合，多様体の Kホモロジーと K理論は同型になるので，公式は更に簡単になる．詳細は [Tak6]に

譲る．

2.3 非コンパクト多様体への一般化

この節の目的は，前節の定理の非コンパクト多様体版を定式化することであるが，新しく付け加える

ことは何もない．固定点公式を逆手に取って定義としてしまうだけである．

定義 2.10.X を完備 Riemann多様体で，等長な炉作用を持つものとする． X の s1作用に関

する固定点集合 Xs1がコンパクトであると仮定する． UをXs1の管状近傍とする．包含写像を

xs'らUらx という記号で表し， i:=koj:X炉'-+X としておく ア-のとき， S 同変局所化指数

ind翌： kksl(C。(X),C)→R(Sりposを，次の合成で定義する．

KK8,(C0(X),C) 五~ KK8,(Ca(U),C)皿邑ャKK8,(C(X81),C)丘笠る

sl 
kksl(C(X) C) 

応sl]©—
, C)pos ~ R(Sりpos・

注意 2.11.s1同変局所化指数は，［D]EKKsi(C,。(X),C)=K似(X)と

［~xsi]@[euり合 [Tul@ ［K*] E kksl(C,C。(X))pos

•5 これは，ホモロジ一群の間の Gysin 準同型は， Poincare 双対の下でコホモロジ一群の引き戻しに対応することに全く平

行する．
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との Kasparov積に一致する．したがって炉同変局所化指数は， Dirac作用素とベクトル束とのある

種のペアリング（の列）と言える．

k理論的Poincare双対は非コンパクト多様体でも問題なく成り立つので，上の系列を位相的k理論

の系列に書き換えられることも定理2.9と全く同様である．

コホモロジー公式を書いていない以上，本稿の情報だけでは以下の例は理解できないが，一応挙げて

おこう．

例 2.12.X = ICとし，ゞがウェイト ki= 0で線形に作用するとする．このとき，固定点は原点 0
のみで，定理の仮定を満たす． X の複素構造を用いて定義される Spinor 束 S=~x愈TX 上の Dirac

作用素 Dの指数を定義したい． 0における法束の複素構造は， k>OならばX の複素構造そのもの，

k<OならばX の複素構造と共役な複素構造によって与えられる．この微妙な差によって，指数の表

示は Kの符号によって変わり，結果だけを書くと

ind膠([D])=｛砂＋が＋炉＋q3k +・ • • (K > O)， 
-q勺qo+ qlkl + q2fkl + q3lkl +...) (k < o). 

となる．

指数定理の非コンパクト多様体への一般化としては [HW]以外にも多く知られており，筆者の非力に

よりまとめきれないが，順不同に挙げておく．まず，［Cal]では，無限遠で可逆なポテンシャルをもつ

Dirac作用素の指数定理が扱われている．この指数は， K理論と K ホモロジーのペアリングとしても

得られるようである．このポテンシャルは Clifford積とは反可換であるが， Clifford積によって Dirac

作用素を摂動させて得られる指数理論として [Bra]がある．その KK理論的な再定式化が [LRS]で

論じられた．群作用方向の Dirac作用素によって Dirac作用素を摂動させて得られる指数理論として

[FFY, Fuj]があり，その KK理論的な解釈が藤田氏自身によって研究されている．これらの関係は判

然としないが，何か「共通の言語」で記述することで，その性質や関係を調べることができるのではな

いかと思う． KK理論は，例2.2,2.3で述べた通り非常に柔軟な道具なので，非常に有用な「共通な言

語」を提供しうるのではないかと思っている．

2.4 先行研究との比較

前小節までの構成は，［HW]を大いに参考にしている．それだけではなく，結果として得られる指数

もほとんど同じ情報を与える．ここでは，［HW]の指数と我々の指数を比較する．

そのために [HW]の指数の構成 ([ASe]とほとんど同じである）を復習する． gE S1を生成元と

する． R(Sりは，表現の指標を考えることで炉の関数環の部分環になる．そこで Igを，指標が g

で消える表現で生成される R(G)のイデアルとする．このとき， R(G)加群の gでの局所化とは，

R(G)9 := (R(G) -I9)-1R(G)とのテンソル積のことである．［HW]の指数とは，定義 2.10の構成で

「R(Sりposとのテンソル積」を「gによる局所化」に置き換え，「『Thom同型』と『Euler類の逆のテン

ソル積』の合成」を『［i*]の逆元（局所化によって［i*]は可逆になる）との Kasp紅 ov積』に置き換えた

ものである．その指数を ind9と書く．

この時点で，我々の指数と [HW]の指数はいかにも対応しそうだが，正確な対応は次のように定式化

できる．

定義 2.13.S9を， gで指標が消えない，最低次係数が1のR(G)の元を集めた集合とし， R(G)g,New:= 

汀 R(G)とする．

すると，局所化の不変性から，準同型虹： R(G)g,New→R(G)，および動： R(G)g,New→R(G)pos
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が定義できる．また，通常の局所化を Sgを用いた局所化に謹き換えることで， indg,New:K侶(X)→
R(G)g,Newも定義できる．

命題 2.14.次の可換図式が成り立つ．

Ks,(X) 

/indg!New＼ミニ
R(Sりpos~ァ R(S1)g,New~ R(Sりg•

では，これまで我々の構成は単に既存の指数を G=S1に限定したものかというと，そんなことは決

して無い．べき級数環を使うメリットは，無限次元化を許す点にある．例えば， S1作用を持つ位相空間

X と，各盤数nに対して定まる XのS1同変k理論の元 [E』が，「n≪ 0ならば [E叫＝ 0」であっ
て，かつ適当な条件を満たすなら，無限和区nEZ[E叶⑭qnはK8,(X)posの元を定める＊6. 次節では，

この性質を用いて，炉同変局所化指数のループ空間版を定義する．

3 ループ空間の指数定理

3.1 無限次元の難しさと非可換幾何的準備

前節の内容をループ空間に拡張したい．前節での議論を見れば分かるように，関数環を用いて幾何学

の話を作用素環の世界に移してしまえば，あとの構成はすべて KK理論的に記述されてしまう．しか

し無限次元では，その最初のステップでいきなり困る．何故なら，既に言及した Gelfand-Naimarkの

定理によって可換な C*環のなす圏と局所コンパクトハウスドルフ空間のなす圏は反変同値であるか

ら，局所コンパクトでない空間である無限次元多様体上の「可換な連続関数環」を考えると，それは別

の局所コンパクトハウスドルフ空間の関数環になってしまう．これでは「無限次元多様休を非可換幾何

を用いて研究できている」とは言えない．

しかし上の定理は，非可換な C*環については何も言っていない＊7. Gelfand-Naimarkの定理ほどき

れいな対応はできなくても，何らかの意味で，「無限次元多様体に C＊環を人工的に対応させる」という

ことはできるかもしれない．そのような研究は，次の Higson-Kasparov-Troutの結果に始まる．

定義 3.1([HKT]). (1) Sを， Co（民）に偶関数／奇関数によって Z2次数を与えたものとする．

(2)有限次元 Riemann多様体M のクリフォード代数値関数環を Clr(M):= C。(M,Cl(TM)）と書
<． Vを有限次元ユークリッド空間とし， Clr(V)上の作用素 Cvを次で定義する：

(Cv J)(v) = vf(v). 

(3) f3v,WEBV : S@Clr(V)→S@Clr(WEBV)を， Clr(W戸）竺 Clr(W)@Clr(V)の下で，次のよ
うに定義する：

f3v,wEBvU@1>) := J(X蕊l+l@Cw)蕊rp.

(4) Hilbert空間Hに対し， C*環A(H)をC*環の帰納極限

A(H)：＝四 S@Clr(V)
V~H 

によって定義する．ただし VはHの有限次元部分空間を走る．

•6 例えば炉作用が自明で， Kぶ（X) 竺 K0(X)®R(Sりの下で En= E~®qo と書けるときは，無限和 I:nEz[En] 0 qn 
はK;1(X)posの元を定める．［En]=l~xl Rq―”の場合は，無限和区:nEz[En]0炉はKふ(X)posの元を定めな
ぃ．無限和が意味を持つ条件を考えることに意味があるように思えないので，ここでは曖昧な書き方をしておいた．

•7 余談「任意の C＊環は，ある Hilbert 空間上の有界作用素全体の c· 環の部分 C＊環として実現できる」という定理があ

るが，ややこしいことに，これも Gelfand-Naimarkの定理という．
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すると，次が分かる．要するに， A(H)は「Bott周期性の無限次元版」を実現している．明確な定式

化については，［Tak5]も見よ．

命題 3.2([HKT]). (1) f3v,w①vはK理論に同型を導き， Bott周期性に対応する．

(2) {3: S→A(H)はK理論に同型を導く．

この定義ではA(H)の元がかなり具体的に書け，それを用いた解析をすることができる [Tak3]．し

かしその定義は， Hilbert空間以外の空間に一般化しづらいという弱点がある．［GWY]では， A(H)を

再定式化することでHilbert空間に対する定義である上を， Hilbert-Hadamard空間（一種の非正曲率

空間）にまで拡張した．その定義を，単射半径が下から抑えられている Hilbert多様休にまで一般化し

たのが [Yu]である．後者の定義を説明しておく．ふを， Co(-c,c)にSと同様に Z2次数を与えたも

のとする．

定義 3.3([GWY, Yu, Tak5]). (1) M を任意の点で単射半径がいたるところで cより大きい Hilbert

多様体とし， II(M)を， M 上の Cliff(TM)値有界連続切断全体の環とふとのテンソル積とする．指

数写像を用いて，局所的な「Eulerベクトル場Cx」を定義し， A(M)を

{J(X@l + lRCx) IX EM, f E S0}で生成される II(M)の部分C＊環

によって定義する． fにf(Xら1+1らCx)を対応させる写像を xにおける Bott写像と呼ぶ

(2)A「をM の部分集合としたとき，A(M,N)を「A(M)の中で{f(X蕊1+ l@Cx) IX EN, f E S0} 
で生成される部分 C＊環」によって定義する．

このc・ 環によって，無限次元多様体を非可換幾何， KK理論の俎上に乗せることができるように
なった．ただしこの対応は，関手性に関する考察が難しい． Gelfand-Naimarkの定理は， c・ 環が同型
であることと位相空間が同相であることが同値だったが，今回は指数写像を，したがって多様体の計量

を陽に用いているため，そのような結果は望めない． M にA(M)を対応させる操作の性質の研究は，

非可換幾何的無限次元多様体の研究の大事な課題の一つであるように思われるが，その先駆けと言える

結果が次である．技術的には [GWY]を，それを用いた証明については [Tak5]を見よ．

命題 3.4([GWY, Tak5]). M を単射半径がいたるところで cより大きい Hilbert多様体とし，すべて

の断面曲率が6より小さく， eが有限値の場合は6とeはc< -:?-r,を満たすとする．このとき， M の2"'8 
等長変換群はA(M)に作用する．

注意 3.5.この結果は，［GWY]の非正曲率多様体に対する結果を一般のHilbert多様体に拡張したもの

である．指数写像に対する評価を使うので，曲率に条件がついている．［Tak5]を書いたときは，群が等

長，余コンパクトに作用した状況を考えていたから「曲率の条件が多少厳しくても良いや」と，あまり

深く考えずに曲率に対する条件を課して定式化してしまった．それ以来深く考察できていないので，も

う少し緩い仮定で定理が成り立つかも知れない．

命題 3.6([Tak6]). M を単射半径がいたるところで cより大きい Hilbert多様体とする．

(1) k :YYMをM の部分集合yからの包含写像とする．このとき，ゼロ拡張k.:A(M,Y)→ 
A(M)が，生成元を生成元に移すことで定義される．

(2)MをM の中の全測地的部分多様体とする．包含写像MYMをiと書く．このとき， A(M)→
A(M)が， xEMとfE Saに対応する生成元f(Xらl+l@Cェ）に， f(X@l+ lRCi(x)) E A(M)を

対応させることで定義される．

注意 3.7.前者はA(M)の定義から直ちに証明される．

後者は「M の測地線と M の測地線が一致する」という性質から従う．



49

上の (2)の定義は筋単なものだが，次の性質を満たす．

命題 3.8.上記 (2)の準同型を， M がM 上のベクトル束の全空間であるときに適用すると， Thom同

型に対応したものが得られる．

何故なら，この準同型は事実上 Bott写像を並べたものだからである． Thom同型とは， Bott周期性

写像の族版であった．

これで定義 2.10をループ空間に拡張する準備ができた．

3.2 構成

M をコンパクトな偶数次元 Spi忙多様体とする＊8.c00(s1,M)の接空間にび内積を入れることで

c00(S1,M)に距離空間の構造を入れ，その距離で c00(S1,M)を完備化したものを LMをとする＊9.

LMにはパラメータの付替えで炉が等長に作用し，すべての断面曲率が上から評価されることから，

.A(LM)には炉が作用する．これでLMをKK理論的に考察できることになった．

LMの中の炉固定点集合は定数ループ全体で， M と同一視できる．その LMの中の管状近傍を U

とする．包含写像を k:U→LM, j:MYUと告いておく．定義 2.10に登場する KK群の元を順
に無限次元化しよう．

(1)包含写像.A(LM,U)'---+.A(LM)を応と書く．

(2)等長作用による固定点集合は全測地的であるため [Kob,Chapter II Theorem 5.1],＊準同型

.A(M)→.A(LM)が定まる．この準同型の像は .A(LM,U)に含まれるので，上の準同型をそのように
みなしたものを

元： A(M)→A(LM,U)

と書いておく．これはThom同型の無限次元化である．

(3)MのLMの中の法束は， Fourier級数の理論によって

v(M)竺 IITmMR④{JE.cos(k0)①股sin(k0)}
mEM k>O 

で与えられる．これには複素構造が入り，複素ベクトル束の構造込みで法束を考える場合は

vc(M)咆(TMRC)RCK

(4) 

(5) 

と書く．ただし CKはSのウェイト Kの表現空間である．負のウェイトが現れないような複素構造を用

いるのが，意味のある不変量を取り出すための肝である．これは階数が無限なので，同変k理論の元を

定めないが，各ウェイトにテンソルされているベクトル束が有限階数なので， KKs,(C(M), C(M))pos 

の元を定める． T= TMRC E K0(M)とおくと，同型KKsi(C(M),C(M))pos e"'K0(M)RR(Sりpos
の下で

如 (M)＝区TRqK
k>O 

と書ける．この外積代数[eu]は

I¥ *vc(M) = I¥＊区TRqk= II /¥＊T 0 qk = IT (~M 0 q0 + Tパ＋だT@q2k+...) 
k>O k>O k>O 

*8 このとき， C(M) と Clr(M) が KK 同値なので，［~Ml E KK31(C,C(M)）に対応する元がKK8,(C,Clr(M)）に
ある．

•9 もう少し一般の Sobolev 計量で理論を作るべきとも思うが，｝レープ空間の曲率の表示は非常にややこしいので [MRT]，今

後の課題としたい．
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の形である．特に

gMRq゚ ＋が以上の項 (6) 

の形なので，これはKKs,(C(M),C(M))posにおいて可逆である．［eu]の逆元から KK門雙C(M)竺
CqM)によって KKs,(CqM), CqM))posの元を作り，それにTS,を施したものを [euりと書く．

これで準備ができた．

.-~—----
定義 3.9([Tak6]）．ループ空間の炉同変局所化指数 ind~~s: KKs,(A(LM),Se)→KKs1(Se,Se)pos 
を，次の合成で定義する．

~ ~ 

［応］念 [eu蒻ー
KKs,(A(LM),S,,)―→ K Ks, (A(LM, U), S,,) 四~ KKs,(A(M),S,,)-—• 

KKs,(A(M),S,,)pos 三 KKs,(S芯）pas• (7) 

この指数が固定点公式を持つことも，有限次元の場合と同様に証明できる．詳しいことは説明できな

いが，ポイントだけ述べておく．

k邸 parovのRKK理論とは， KasparovのKK理論と SegalのRK理論を統合して一般化したよ

うな理論で，局所コンパクトハウスドルフ空間 X およびCo(X)-C*環の二つ組にアーベル群を対応

させる理論で， RKK(X;A,B)と書かれる [K邸 1]．サイクルの定義は KK(A,B)と同じだが，付加

的な条件1r(f・ a)(eb) = 1r(a)(e(f ・ b)）が要求される．ここで， C*環AがCo(X)-C*環とは，だいた

い， AがCo(X)上の多元環であることを意味する＊10. Co(X)-C*環は X上の C*環の連続族の切断

代数で書けることが知られている [TXLG].RK0(x)をSegalのreprentableK群とすると＊ll, 同型

RKK(X; C0(X), C0(X)）竺 RK0(X)が成り立つなど，位相幾何的に自然な不変量が作用素環の言葉

だけで書かれているのが有り難い．もちろん同変版RKK瓜X;A,B)も定義される．

RKK理論の定義にはC。(X)が現れるが， Co(X)-C＊環の， C*環の連続族による記述をみれば分か
る通り， RKK理論は非常に幾何的な不変量である．その考え方を推し進めることで，局所コンパクト

で無い Xに対して， RKK(X)理論を定義することができる＊12.ただし，引数になる C*環は，「C*

環の連続族」に置き換えなければならない．ともかく，こうして K理論的Poincare双対の受け皿とな

るべき位相的 k理論は定義される ([Tak5]参照）． K理論的Poincare双対を定式化してしまえば， K

ホモロジーの間の準同型を位相的に書き換えるのは有限次元の場合と全く同様である．

3.3 Future work 

最後に，［Tak6]ではできなかったことについて，問題の形でまとめておく．

-- -
問題 3.10.indposとWitten種数との関係は何か？sl 

Witten種数には，（関数による繰り込みが入っているが，本稿の指数にはそのようなものは現れな

ぃ．また，本稿の Spinor束はS1作用によって人工的に定義した複素構造を使っているため，幾何学的

に自然なものとは言い難い ([Tak6]のdifferenceline bundle参照）．楽観的に状況証拠から考えれば，

difference line bundleとく関数による繰り込みが対応していそうだが，果たしてどうだろうか．

,10 AにCo(X)が含まれていなくても良かったり，位相的なことを気にしないといけなかったりするので，正確には以下の
ように定義する．すなわち， AがCo(X)-C*環とは，＊逆同型Co(X)→Z(M(A)）が与えられていることをいう．た
だし， M(A)はAのmultiplier代数， Z(B)はC*環Bの中心を表す．
*11 SegalのreprentableK群とは，直感的には「台がコンパクトと限らないベクトル束のKff」で，［古田］では単にK0(X)
と書かれており， AtiyahのK群の方がK2(X)と書かれている．
*12 [Tak5]参照．これもペンシルバニアJ対立大学に滞在したときに，当時そこの学生だった西川慎太郎右にそのアイディアを
教えてもらった．そのアイディアを位相幾何的な観点から私がある程度形にし，その基礎理論について共同研究を進めて

いる．
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問題 3.11.ind震の性質を， LMの大域的な構造から考察せよ．

[Wit]には， LMの大域的な構造から Witten種数の剛性を予想する議論がある．その議論を，非可

換幾何的に再現できると面白い．

問題 3.12.KKs1(A(LM),S0)の具体的な要素（=cLM上の Dirac作用素）を構成せよ．

LMのWiener測度を使うと，「LMの関数空間」ができそうである．私は [Tak4,Tak5]において，

「Hilbert空間の C*環の Kホモロジ一群の元」を構成したが，そこでは，「C。を定義するための空間

の計量を決めるための Sobolevレベルと，びを定義するための空間の計量を決めるための Sobolevレ

ベルをそろえない」ことが重要であった．すなわち，ループ空間の計量を予め決めるのではなく，すべ

ての Sobolevレベルを同時に（しかも Sobolevレベルをずらして）考えることが重要であった．この考

え方は［大森］のILH多様体に通ずるものがあるようにも思われる． ILHはinverselimit of Hilbertの

略で， ILH空間とはHilbert空間の逆極限として書ける位相ベクトル空間のこと， ILH多様休とはILH

空間をモデルとする多様体のことである． C00(S1,M)= nL~(S1,M) なので，これは ILH 多様体であ

る．上の状況は「Hilbert多様休ではないがHilbert多様体の極限で書けること」が，積極的な意味を

持つことを意味しているように思われる．

問題 3.13.LMのK理論的Poincare双対写像は同型か．

もしこれが同型ならば， A(LM)のKホモロジーを計算するのに， LMの位相幾何的なデータが使

えることになり，作用素環論的に非常に良い結果である．個人的には， A(LM)がそこまで忠実に LM

のトポロジーを反映しているとは思えないが (A(LM)の定義に，その計量を使っているから），研究の

作業仮説としては真っ当であると思う．

問題 3.14.Hilbert多様体M のC＊環A(M)の性質を研究せよ．

本文でも述べたが， A(M)の関手的な性質は，その重要性にも関わらずまだまだ知られていない．本

稿では開埋め込みと全測地的な埋め込みについて論じたが，完全に一般的な連続写像に対する誘導準同

型を構成するのは無理でも，せめて「有限次元を除いて等長」や「コンパクト作用素を除き等長」とい

うような状況に対する関手性はあってほしい＊13. その研究には，作用素環， トポロジーだけでなく，微

分幾何に対する深い理解も要求されるように思われる．
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