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無限積空間における D—空間の一般化たち
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本稿におけるすべての空間（位相空間）はHausdorf(＝花）であり，基数はすべて無限と

する。特に， w とW1はそれぞれ可算基数と最初の非可算基数を表す。 N= {O, 1, 2, ・ ・ ・} 
は無限可算離散空間を表す。

先ずは Dー空間の定義から始めたい。

定義 1．空間Xの近傍対応Uとは， U:X→T(X)でxE U(x) (Vx EX)となる対応
のこと，ここでT(X)はXの位相を表す。空間Xが圧空間であるとは， Xの任意の近

傍対応 Uに対して， Xのある離散閉集合Dで， LJ{U(x): x ED}= X となるものが存

在するとき。

D空間の概念は 1970年代に vanDouwenによって導入された ([10]参照）。その

後約 20年間くらいは注視される研究対象ではなかったが， vanDouwen-Lutzer [9]と

Arhangel'skii-Buzuyakova [3]の論文を契機に， D-空間の研究は注目され急速に発展し

てきたように思える。 2000年ごろから 2020年くらいの間に，実に多くの論文が発表さ

れている。この 20年間を半分くらいを境に前期と後期に分けるとしたら， D-空間研究前

期の状況を知るためには， Gruenhageによる survey[13]が便利である。

空間の「被覆性」とは，任意の開被覆がある種の開（閉）細分をもつ性質を意味する。

代表的な被覆性は Lindelof性や paracompact性であろう。なぜDー空間研究が輿味深い

かというと， D-空間は被覆性のひとつにもかかわらず，他の被覆性との関係が全く分かっ

ていないことである。特に強調される問題「正則 Lindelof 空間が D—空間となるか？」は
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未だに解かれていない。正則性を除けば，集合論的な仮定のもとで，反例があることは知

られている ([26]参照）が，この問題の完全解決にはまだ遠い。

最近までの 4半世紀の間に，確かに Dー空間研究は大幅に進歩してきたが，軍要な間題

はまだ少なからず残されている。その一方で， D-空間の一般化として，いくつかの概念

が創出され研究されてもきた。そのうちの 3つの一般化およびそれに関する結果を，以

下に述べていく。その大部分は講演後に出版された論文 [18]において掲載されている。

詳しくはそれを参照されたい。

2 Dual discrete性

D空間の自然な一般化としては， Mill-Tkachuk-Wilson [22]によって 2007年に導入

された次の概念がある。

定義 2.空間Xがduallydiscreteであるとは， Xの任意の近傍対応 Uに対して， X

のある離散部分集合Dで， LJ{U(x): x ED}= X となるものが存在するとき。

これは D—空間の定義における「離散閉集合」を「離散集合」に置き換えただけのもの

である。しかし，離散閉集合は全体空間X に関連しているが，この場合の離散集合は離

散空間全休によるクラスの要素として扱える。これは離散空間のクラスをさらに一般的

な空間のクラス Pに拡張させて，このクラスアがself-dualかどうかという新たな問題

を生じさせる（詳しくは [22]参照）。

その一方では， duallydiscrete 空間と D—空間はかなり異なる。実際，すべての正則非

可算基数の空間はDー空間ではないが， Peng[24]は「すべての GO-空間はduallydiscrete 

である」ことを示した。従って， duallydiscrete空間のクラスは， D-空間のそれよりは

るかに広いものとなっている。

我々は 2015年に次のことを証明した。

定理 2.1([16]). NW1 は D—空間ではない。

それは自然と次の間題を生じる。

問題 2.2([16]). NW1はduallydiscreteとなるか？

これに対する部分解として，［7,Theorem 2.5]の証明と同じ手法を用いて，次を示すこ

とができる。

命題 2.3.S-空間の存在を仮定すると，腎は duallydiscreteではない。

CHのもとでは， S-空間は存在するから，

系 2.4.CHのもとで， NW1はduallydiscreteではない。
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それでも次の問題が残るが，いまだ未解決である。

問題 2.5.Martin's Axim + --iCHのもとで， NW1はduallydiscreteとなるか？

この問題はもともと [7,Problem 4. 7]に起因したものである。

定義 3.X = IT入EAふを無限積空間とする。その任意の 1点 s=〈s入〉入EAEXをと
る。ここで， Xの部分空間

E={x=〈m〉入EAEX:｛入 EA:X入＃似｝は高々可算｝

を {X入：入 EA} からなるど—積空間という。その点 s はどの基点（通常は省略）という。

特にここでは， W1 個の N のコピーからなるど—積空間を ENW1 で表す（基点は通常

0 E NW1をとる）。

上記の定理2.1をより正確に述べると，次のようになる。

定理 2.1*([16]).Nw1のある duallydiscrete閉集合FでDー空間でなく， ENW1に含ま

れるものが存在する。

これより自然に次の問題が生じる。

問題 2.6.ENW1はduallydiscreteとなるか？

この問題は残念ながら未解決であるが，その部分解として次の結果を証明できた。

定理 2.7.コンパクト距離空間からなる刃ー積空間は， duallydiscreteとなる。

この定理の証明にあまり予備知識は必要ないが，理解するためには帰納法に習熟して

いることが望ましい。かなり複雑で分かりにくいかもしれない。

系 2.8.2点の離散空間 2= {O, 1} からなるど—積空間は， dually discreteとなる。

一般のコンパクト距離空間に比べて， 2点の離散空間 2はかなり単純な空間である。問

題 2.6の部分解として，最初に系 2.8の証明から着手して，その後に定理2.7の証明へと

発展していった。しかし，この系 2.8の直接証明は定理2.7のそれに比べてかなり簡単そ

うであるが，実際にはその複雑さに大きな違いはない。

3 Irreducible性

Dー空間の一般化の中では，今後はirreducible性がもっとも研究されるべき課題である

と考えている。従って，本講究録ではこの性質に童点を置いて述べていく。先ずは，その

定義から述べよう。

定義 4.集合 Sの被覆 Aがminimalであるとは，任意の AEAに対して， A＼ ｛A} 
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がSの被覆とならないとき。空間 Xがirreducibleであるとは， X の任意の開被覆が

ある minimal開細分をもつとき。

上記は極めてクラシカルな概念で， 1950年に Arens-Dugundji[1]により導入され

た。そこで，彼らは metacompact空間（＝任意の開被覆が点有限な開細分をもつ）が

irreducibleであることを示した。その後， 1984年に Mashburn[21]により， submet-

alindelof空間がirreducibleになると一般化された。しかし， weaklysubmetacompact 

空間では， irreducible性が従わない例がある ([11]参照）。

ほとんどの被覆性はその定義から閉集合に関して保存される。ところが， irreducible

性は被覆性のひとつであるにもかかわらず「閉集合に関して保存されない」という特殊な

状況にある ([8,p.221]参照）。そのためか，これまで irreducible性は単純な定義であり

ながらも，現在までの 4分の3世紀もの長い間，散発的に研究されるだけであった。そこ

で，我々がそのような比較的マイナーと思われる位相的性質の研究に至った理由から説

明していきたい。

D空間研究前期のいくつかの論文 ([14,p.562], [10, p.371], [13, p.15-16]等）におい

て，次の主張：

(*) D-空間でない弱い被覆性をもつ重要な空間は，これまで見つかっていない

が指摘されている。

陀 1はよく知られた重要な空間ではあるが，定理2.1から Dー空間ではない。それだけで

な<,ほぼすべての被覆性をもたない。実際， NW1はnormal性， weaklysubmetalindelof 

性， weaklysuborthocompact性， countablymetacompact性等のかなり弱い被覆性さえ

もたない（例えば [17]参照）。それ故， NW1は上の（＊）には適合しないと思われる。後述

の補題 4.2から簡単にわかるように， D-空間はirreducibleである。そこで， irreducible

性は被覆性のひとつだから「NW1はirreducibleでない」と考えるのは自然である。とこ

ろが，反対に次を証明できてしまった。

定理 3.1([18]). f:iJWlはirreducibleである。

これは全くの予想外の結果であった。同時に irreducible性がいかに特殊な被覆性かを

如実に示している。第 5節において，定理3.1はかなり一般的な形で証明される。それだ

けでなく，基数 K,の取り方によって「N,,,のirreducible性が決定できない」という，さ

らに予想外の結果へと発展していく。

一般に「意外な結果」はそれだけに止まらない。実際，その奥には大抵研究すべき課題

が少なからず眠っていることが多い。このように，我々が比較的マイナーな概念と思わ

れる irreducible性に注目したのは， D-空間研究の延長上にその概念があったからのみな

らず， N山 1に関する意外な結果が得られたからである。
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4 2つの基数関数

空間Xに対して，次の Lindelofdegree L(X)とextente(X) : 

L(X) = min{K,: Xの任意の開被覆は，基数 K以下の部分被覆をもつ｝，

e(X) = min{ K, : Xの任意の離散閉集合は，基数ぃ以下となる｝

はよく知られている。これらをわずかに修正して得られる 2つの基数関数

じ (X)= min{K,: Xの任意の開被覆は，基数 K未満の部分被覆をもつ｝，

戸(X)= min{K,: Xの任意の離散閉集合は，堪数 K未満となる｝

を新たに定義する。ともに「以下」を「未満」に変更しただけである。

事実 4.1.空間X に対して，次が成り立つ。

(1) L(X) こい(X)~ (L(X))+, 

(2) L(X)がsuccessor基数ならば，じ(X)= (L(X))+, 

(3) e(X)さ己(X)さ(e(X)）九

(4) e(X)がsuccessor基数ならば，己(X)= (e(X)）九

(5)戸(X)~じ(X),

(6)もし FがXの閉集合ならば， L+(F)~ L+(x)かつ己(F)さ己(X).

最初に述べた irreducible性の定義は分かり易いが，使いにくい面がある。その点では，

次の補題が便利である。

補題 4.2([6]）．空間 X の閲被覆 Uがある minimal閲細分をもっための必要十分条

件は， X のある離散閉部分集合 D と，ある対応 D ぅVd→UdEU  (d E U心で，
LJ{Ud : d E D} = X となるものが存在すること。

この補題から， D-空間がirreducibleであること，また次の結果も明らかである。

事実 4.3.もし空間Xがirreducibleならば， e(X)= L(X)かっ己(X)＝い(X).

5 無限積空間の irreducible性

空間X と基数 K に対して， X氏は K個の Xのコピーからなる無限積空間を表す。特

に， xwは可算個のXのコピーからなる積空間を表す，即ち xw=XXXX・・・ である。

積空間XWのirreducible性について，次のすっきりした形の必要十分条件が求まる。
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定理 5.1.空間 X に対して， xwがirreducibleであるための必要十分条件は，等式

じ (Xり＝戸（応）が成り立つことである。

定理 5.1の証明は論文 [18]にて発表済みであるが，その証明は長くはないものの，か

なり分かりにくいかもしれない。ここでは 2つの補題に分けて，多少分かり易いように

証明を再整理してみたい。

補題 5.2.無限積空間 Z=XWにおいて，以下の (i)-(iv)が成り立つ。

(i) zのbaseB = UnEw瓦，

(ii) zから Zへの連続写像の列〈9i:i E w〉,

(iii)関数四： W→wが存在して，
(iv)任意の z,cE ZとmEwに対して，次の 2条件を満たすdEZが存在する。

(iv-1) {BE LJ応 m的： dEB}={BELJnさm氏： zEB}, 

(iv-2) w ¥｛四(n): n < m} c { i E w : 9i (d) = c}. 

［証明］各 nEwに対して， 7rn: xw→xnはprojectionとする。氏＝｛7rn―l[V]:
Vは炉の開集合｝とすれば，（i)B = LJnEw氏は Z=XWのbaseである。

全単射 <p: w→wxwを 1つ固定する。ゃの逆写像心： WXW→wをとる
と，分解 W = EBiEw｛心（i,j): j E w}が得られる。 各 iE wごとに， x=〈x(n): 

nEw〉Exw = Zの｛心(i,j): j E w}部分のファクターを切り出す全射連続写像

9i: Z→Z, 9i(x) =〈x（心（i,j)) : j E w〉，をとって，（ii)を得る。また，各nEwに対し
て'c.p(n)=〈四(n)平 R(n)〉として，（iii)の関数を取る。

z,cEZ,mEwとする。 iE w ¥｛四(n):n < m}ならば｛心(i,j):jEw}はm未

満を含まないので， dE Zを， 7rm(d)= 7rm(z)，かつ w¥｛釘、(n):n<m}c{iEw:

9i(d) = c}となるようにとれる。 BEU五mBnならば， xEZがBに属すかどうかは

7rm(x)で決まるので，｛BEU応 m的： dEB}= {BE LJ応 m的： zEB}である。

よって，（iv)が成り立つ。 ロ

補題 5.3.上の (i)-(iv)の条件を満たす空間 Zがirreducibleであるための必要十分条件

は，等式L+(z)＝戸(Z)が成り立つことである。

［証明]L+(z) =臼（Z)を仮定して， Zの開被覆Uがminimal開細分をもつことを示す。

UcBの場合を考えれば十分である。 Uの部分被覆W で,|WI < L+(z) = e+(z)とな

るものが存在し，よって， W から Zのある離散閉集合Cへの単射 W ぅW→cw EC 
も取れる。各WEWに対して， WEBn(W)となる n(W)E wをとる。 W cf_ LJ{W'E 

W : n(W') < n(W)｝と考えてもよい。 m= n(W), c = cwに対して (iv)を使えば，

• dw E W ¥ LJ{W'E W: n(W') < n(W)}, 
• w ¥｛四(n):n < n(W)} C {i E w: 9i(dw) = cw} 
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となる dwE Zを取ることができる。

D = {dw: WE  W}とする。 zE Zに対して， zE W;となる W;E W と，

i; E w ¥｛四(n): n < n(w;*）}を一つ固定する。 Yi;(z)の閲近傍 Pzで IPzn Cl :S 1 
となるものをとり， Oz= Yi:―1[Pz]とすると， ozn w;はzの開近傍である。そう
すると， dwE oz n w;となる WEWは高々 1つしかない。なぜならば， dw~ 
LJ{W'E W : n(W') < n(W)}なので， n(W):S n(W;), i; E w¥｛且(n): n < n(W)}, 
Yi;(dw) = cw E Pz n Cであるから，そのような cwは高々 1つしかなく，単射性から
wも高々 1つしかない。 よって DはZにおける離散閉集合である。
d EDに対して， dw= dとなる WEWが存在するが， dw= d E od n WJなの
で，そのような W は1つしかない。その W をW「d]で表せば，対応 Dぅd日 W「dl= 
WE  WC  U (d = dw E W = W「dl)が得られる。 zEZに対して， d=dw;を取れば
d ED, z E w; = W「dlなので， LJ{W「dl: d ED}= zである。補題4.2より， Uは
minimal開細分をもつ。 口z

注意 5.4.定理5.1において， XWのw乗を削除することができないことは容易に分かる。

基数 Kは無限だから， K,.w = K,より， XK,は(XりW と同相になる。そこで定理 5.1
は，容易に次のように拡張される。

系 5.5.空間X と基数 Kに対して， x,,,がirreducibleであるための必要十分条件は，等
式 L+(xり＝戸（炉）が成り立つことである。

基数 K以下に弱到達不可能基数（＝正則な極限基数）が存在しなければ， Mycielski

の結果 [23]から， e(N勺＝ K かつ己(N勺＝ r.,+を得る。さらに， w(Nり＝ K から，

己（罰）＝じ(N,,,)= (w（罰））＋ ＝r.,+が従うので，系 5.5は次を生じる。

系 5.6.韮数 K以下に弱到達不可能基数が存在しなければ， NK,はirreducibleである。

注意 5.7.ZFCが無矛盾ならば「ZFC+“弱到達不可能基数は存在しない’'」も無矛盾で

あることはよく知られている。そこで，系 5.6から

「すべての碁数 Kに対して， NK,はirreducibleである」

とみなしても，矛盾は生じない。ところが，これが ZFCだけで証明できるかというと，

そうもいかないようである。

集合論的に supercompact基数という巨大な基数の存在の無矛盾性を仮定すると，

「w1-strongly compact基数という巨大基数が存在して，その最小基数が特異である」

というような ZFCのモデルが存在することが知られており，そこでは，k̀がirreducibleでないような基数 Kが存在する」
という上記と反対の結果が生じてくる。

この w1-strongly compact基数の詳細に関しては，ここで述べる余裕はないので，論

文[4,5, 27]などを参照されたい。
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切．以下には弱到達不可能韮数が存在しないのは明らかなので，先に述べた定理 3.1は

系5.6の特別な場合である。

注意 5.8.定理3.1に先立って， Larson[20]は「2点からなる離散空間 2= {O, 1}の凸
個による積空間から 1点pを除去した空間 2w1'--{p}はirreducibleである」を示した。

6 GO-空間の irreducible性

2024年 6月の講演後に， irreducibilityの研究は著しく進展した。その内容は論文 [19]

にまとめられ，今後発表の予定である。その一部をこの節で紹介したい。

D空間でない簡単な空間といえば，順序数空間 W1であろう。実際， W1の開被覆

{[O,o:]: 0: E W1}はminimal開細分をもたないから， W1はirreducibleですらない。順

序数空間を一般化すると， G〇-空間となる。

GO空間（一般順序位相空間）とは， トリプル〈X,<,T〉のことで，＜と Tはそれぞ

れ X上の全順序と位相であり，その baseはX の凸集合からなっている。ここで，全

順序集合 (X,＜）の部分集合 Iが凸集合であるとは，任意の a,b E I (a < b)に対して，
(a, b)x = {x EX: a< x < b} CIとなるとき。

GO空間はある全順序位相空間の（閉）部分空間として特徴付けされる。そこで，任意

の順序数空間の部分空間および任意の全順序位相空間は GOー空間となる。

まず， GO空間の位罹関係を述べておく。

順序数空間の部分空間→ GO空間→単調正規

／ ↑ 

全順序位相空間 M3ー空間←距離空間

D空間研究が発展していく契機となった vanDouwen-Lutzerの定理 (1997年 [9])と

Engelking-Lutzerの定理 (1977年 [12]）を結合すると，次のように表現される。

定理 6.1([9, 12]）．任意の GO空間X に対して，次は同値。

(a) Xはparacompactである。

(b) Xはweaklysubmetalindelofである。

(c) X は正則非可算基数の stationary部分集合に同相な閉部分空間を含まない。

(d) XはD空間である。

さらに着目すべきは， PressingDown補題で簡単にわかる次の事実である，。

事実 6.2.任意の正則非可算基数の stationary部分集合は， weaklysubmetalindelofで

もなく， irreducibleでもない（よって， D-空間でもない）。

そこで事実6.2から，定理6.1に「X はirreducibleである」を同値条件として付加で
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きても不思議ではない。その観点から次の間題を生じてくる。

問題 6.3.もし GO空間Xがirreducibleならば，それは D空間となるか？

この問題を解決するために，我々は次の定理を証明している。

定理 6.4. 任意の GO—空間 X に対して，次は同値。

(a) Xはirreducibleである。

(b) Xの任意の閉凸集合Iに対して，じ（I)=臼（I)となる。

(c) Xの任意の非可算閲凸集合Iに対して，じ(I)＝臼（I)となる。

定理 6.4を用いると，問題 6.3に対する反例を順序数空間の部分空間として，次のよう

に見つけることができる。

例 6.5.順序数空間 W1・ W1において， irreducible部分空間AでDー空間でないものが存

在する。

注意 6.6.W1 ・ W1は直積ではなくて，順序数としての積を表している。この順序数は， W1

より若干大きいが， W2よりはずっと小さい。順序数 aがW1.W1より小さいとき，順序数

空間 aはirreducibleでDー空間でないいかなる部分空間をも含まない ([19]参照）。

7 aD—空間

最後に， D-空間の一般化として， Arhangel'skii-Buzyakova[3]によって 2002年に導

入された次の概念を扱いたい。

定義 5.空間 X が a圧空間であるとは， X の任意の閉集合 F とX の任意の開被覆U

に対して， Fのある離散閉集合 D とある対応 DぅVdf--t ud Eu (d E ud)が存在して，

F C LJ{Ud: d ED}となるとき。

その定義の後で， irreducible性の概念を用いて，次のことが指摘された。

命題 7.1([2]）．空間 Xがaひ空間であるための必要十分条件は， X の任意の閉集合が

irreducibleであること。

従って，次の関係が容易に分かる：

D—空間→ aD空間→ irreducible 空間

第3節で述べたように， irreducible性は閉集合で保存されないから， irreducible空間は

aD空間とならない。また， Soucup[25] は， aD—空間であって D—空間でない例を構成し

ている。それ故，上記の関係の逆は成り立たない。
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補題 7.2([15]）．距離空間M入,,¥EA,からなるど積空間どに対して，等式

e(E) = sup{ e(Mり：入 EA}が成り立つ。

この補題を使えば，定理2.1のわずかな一般化として，次が得られる。

命題 7.3.I¾JWt は aDー空間ではない。

NW1は罠W1の閉集合だから，次は明らかである。

系 7.4.恥W1はa几空間ではない。

これは Arhangel'skiiの問題 [2,Problem 1.13]の肯定的解決である。
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