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Riemannゼータ関数の対数関数の積分の値分布に

ついて

名古屋大学大学院多元数理科学研究科遠藤健太

Graduate School of Mathematics, Nagoya University 

1 導入と主結果

この研究は，名古屋大学の博士後期課程の井上翔太氏との共同研究である.Riemann 

ゼータ関数を ((s)で表す.Riemannゼータ関数の値分布に関して，任意に固定された

1/2 <び ~1 に対して，集合｛く(a+it) It E尺｝は Cにおいて積密になることはよく知

られた定理である．この定理は， 1914年に BohrとCourant[2]によって柾明された．後

に， 1916年に Bohr[1]によりこの定理がlogく（び十it)に対しても成り立つことが証明さ

れている前者の結果は，後者の結果から直ちに従うことに注意しておく．

まずは，このような集合 {((a+it)It E艮｝の複素平面上の欄密性の結果に関して，

ほかにどのような結果が知られているかを紹介する.a> 1に関しては，よく知られて

いるように Riemannゼータ関数 ((a+it)は絶対収束するので，その値の集合は有界と

なり複素平面上では禰密にならないことがわかる.aく 1/2に関しては， Garunkstisと

Steuding [4]により， Riemann予想の仮定の下で，集合｛く(a+it)It E股｝は複素平面上

で桐密にならないことが証明されている．

さて，臨界線上については次の間題が未解決問題として知られている．

問題 1.集合 {((1/2+ it) It E罠｝は複素平面上で欄密になるか．

この問題は，おそらく Ramachandraが1979年のある集会で提起したと Kowalskiと

Nikeghbaliの論文 [7]に書かれている.KowalskiとNikeghbaliは同論文において興味

深い結果を与えている彼らは，ランダム行列理論に基づくある強い仮定の下で集合

｛く(1/2+ it) I t E股｝は複素平面上で桐密になることを証明している．この結果から，

問題 1の真偽は真であるように思える一方で， GarunkstisとSteuding[4]により集合

{((((1/2 + it), ('(1/2 + it))) It E JR}はび上で桐密にならないという結果が示されて

おり，この結果からは，問題 1の真偽は偽であるようにも思える．このように，現状では問

題 1の真偽を予想することすら困難であるように思う．
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今回，筆者らはこの問題に関係する新しい結果を得ることができたのでこれを報告す

る．任意の mENとt>Oに対して，関数珈(s)を

で定義する．ただし，

加 (a+it)= ft T/m-1(a+it1)dt'+cm(a) 
゜

T/o(a + it) = log ((a+ it), 
・m oo 

Cm(a) = i J (a -ar-l 
(m -1)! a-

log((a)da. 

とする．簡潔に言うと， T/m(a+ it)はlogく(a+it)を虚部方向に反復積分した関数であ

るまた， T/m(a+ it)は広義租分となる．正確な定義は [5]を見よ．このとき，次の定理が

成り立つ．

定理 1.1.任意に 1/2:S:: びく 1をとる．もし f3> aを満たす零点p= f3十灼の個数が有

限だとすると，集合

{lat logく(a+it')dt't E [O, oo)} 
は複素平面上で禰密となる．さらに，任意の整数m2: 2に対して，次の主張が同値となる．

(I) Riem皿 nゼータ関数は，実部がaより大きい零点を持たない．

(II)集合 {r,m(a+ it) It E [O, oo)}は複素平面上で桐密となる．

この結果から，特に Riemann予想の仮定の下で，集合

{lat logく(1/2+ it')dt'I t E [O, oo)} 
は複素平面上で桐密となることが示される．この結果は，問題 1の答えが真であることを

示唆する結果の一つになるのではないかと筆者らは考えている．

また，今回の研究の過程でlog〈(a+it)を実軸方向に反復積分した関数についての結果

も得られたのでそれについて報告する．関数りm(a+ it)を

加 (a+it)= /00髯 1(a+ it)da, 
で定義する．ただし，りo(a+it)= logく(a+it)とするこのとき，次が成り立つ．

定理 1.2.任意に 1/2:S:: びく 1と自然数mを固定するまた，任意の T。>0をとる．こ
のとき，集合

｛加(a+it)It E [Ti。,oo)} 

は，複素平面上で稲密となる．
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セクション 2で証明の概略を述べる．その後の研究で定理 1.2に関して，確率論の弱収

束を用いてより精密な結果を証明することができたので，セクション 3ではそれについて

と今できていることなどを述べることにする．

2 証明の概略

関数加(s)と加m(s)は，次の公式で結ばれる．

補題 2.1.m を正の整数とし， t>Oとする．このとき，任意の a21/2に対して，

m-1 
加（び十it)=匹加（び十it)+27f L im-1-k L (~- (Tr-k(t -"fl- (1) 

(m -k)!k! 
k=O 0く--y<t

{3>a 

が成り立つ．

この補題は Littlewoodの補題から導かれる詳しい証明は， [5]を見よ．この結果を用

いることで， TJm(s)に関する結果はりm(s)の結果から導かれるので，まずは定理 1.2の証

明から始める．

2.1 定理 1.2の証明の概略

任意のび：：：：： 1に対して，

知+it) = 1=  logく(a+it)da 
r, 

= 1=~log (1 -p°'~it) —1 da 

＝喜；点100pk(~ 刊） da= 喜言¼[― kpk(a+!t) logp]~=a 

心 i L (p 00 -(び十it))k
P logp k=l k2 

=L 
恥 (p―び→t) 

p 
logp 

が成り立つ．ただし， Lim(z) は多重対数関数と呼ばれる関数で L~=l 五7 で定義される

ものである．また， a=lのときの収束性は

I: 
1 
<oo 

p 
plogp 
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から従う．この計算を繰り返すことにより，任意の自然数 m と(J'2:1に対して，

加 (u+it)=L
Lim+l (p―び一it)

(logp)m 
p 

(2) 

を得る．上の公式は， 1/2~ びく 1の範囲に関しては成り立たないが，りm(s)は上式の右

辺の級数を有限和で切った形の Dirichlet多項式で近似することができる．その公式を用

いると以下の命題を証明することができる．

命題 2.2.任意に自然数mを固定する．このとき，任意の a2 1/2, T 2 X135, C > 0に

対して，

x岬=½meas { t E [II, T] 加（び十 it) 一互冒。:t~:,-") < c}~I 

が成り立つ．ただし，記号 meas(•) は 1 次元 Lebesgue 測度を表す．

この命題は，本質的には [5]で証明がされている．証明は省略するが，それについて少し

コメントしておく．この証明には，零点密度定理を用いるのだが， u> 1/2のときだけで

なく臨界線上まで含めて議論しようとすると Selbergの論文 [8]にあるような議論をする

必要が出てくる．そこでは，ある c>OとA<m+lが存在して，

N(び，T)≪yl-c(a-1/2)(log T)A 

が任意の｝さび :s;1に対して成り立つという強い形の零点密度が本質的に必要となる．

一方で u> 1/2のときのみの議論であれば，ここまで強い形の零点密度定理を用いずと

も証明することができる

命題 2.2により，り叫s)は(2)の級数を有限和で切った形の Dirichlet多項式で近似す

ることができることが分かったので，稲密性を証明するにはりm(s)を近似する Dirichlet

多項式が任意の複素数を近似することを証明すれば良い．これに関しては，次の補題が成

り立つ．

命題 2.3.任意に自然数m と1/2::; びく 1を固定する.aを任意の複素数， eを任意の正

の実数とする．十分大きい N。=Ni。(m,a, a,E)をとる．このとき，任意の N 2". Ni。に対

して，ある Jordan可測な集合 0。=0o(m, a, a, E, N) c [O, 1r(N)でmeas(0o)> 0と

なるものが存在して，

L Lim+l(P―a exp(-2叫））ーa< E. 

P:'oN 
(logp)m 

が任意の f}_= (虹）：四 E0。に対して成り立つ．この命題についても，証明は省略する．
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以下，この二つの命題 2.2と命題 2.3を用いて，定理 1.2がどのように羽かれるかを概

説する任意に自然数m とc:>0を固定する．任意に複素数aを取る.X>OとN>O

に対して，集合A?jと眸を

A?j = { t E [O, T] 加 (O'+it)-L応XL可贔闊□< E} 
B!J = {t E [O,T] □ ロ昇；□-a < c:.}. 

で定義する．命題 2.3より， Nが十分大きいとき，ある 8= 8(m, u, a, c:)が存在して，

meas(B!J) > 8T 

が十分大きい Tに対して成り立つ．また，命題2.2より， X2Nが十分大きいとき，

meas(Aり） > (1 -8/2)T 

が十分大きいTに対して成り立つ．これらより， A?jn BfJ =I-0が十分大きいTに対して
成り立つことがわかるよって， Tが十分大きいとき，ある toEA斧nB!Jが存在して，

I加 (u十ito)-al 

さ加(u十ito)-L Lim+1(P―びe―itologp) 
応 X

(logp)m 

+L 
Lim+l (p―CT e―ito log P) 

-a 

応 N
(logp)m 

+ L 
Lim+1(P―びe→t0 logp) 

I"< "3c:. 
N<p:SX 

(logp)m 

が成り立つ．ただし，最後の項の不等式は“ほとんどすべて"の tE [O,T]に対して，

L 
Lim+l (p―CT e―ito logp) 

<c: 
N<p:SX 

(logp)m 

が成り立つことを示す必要があるが，これは省略する．

2.2 定理 1.1の証明の概略

m=  1のとき，公式 (1)の右辺の第二項はtが十分大きいときに定数となるこれと定

理 1.2により，主張が成り立つ.m2":2のとき， (I)⇒(II)を示す.Riemannゼータ関数
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は，実部がぴより大きい零点を持たないとする．このとき，公式 (1)の右辺の第二項は

m-1 im-1-k 
21rL 
k=O 
(m -k)!k! 
L (fJ―げ）m-k(t-"(l=O 
O<"f<t 

f3>a 

となるこれと定理 1.2により主張が成り立つ.(II)⇒ (I)を対偶で示す.Riemannゼー

タ関数が実部が aより大きい零点を持つとするこのとき，十分大きいtに対して，

m-l・m-1-k 

2りこ
i 

k=O 
(m -k)!k! 
L (/3 -ar-k(t -"It≫tm-1 _ 
O<"f<t 
{3>び

が成り立つ．この公式と [5]にある加m(s)= Om(logt)という評価を用いることで，十分

大きなtに対して，
加 (a+it)I≫tm-l

が成り立つことがわかるこれより，ある To>0が存在して，任意の t> Ti。に対して

lrJm(a + it)I > 1 

が成り立つことがわかるよって，

{TJmに+it) It E [Ti。,oo)} C C ¥ { z I lzl'.S 1} 

が成り立っ t ． こだし， AはAの閉包を表す．しかし，四（｛加（び十it)I t E [O, Ti。n)= o 
なので，

{ z I lzl ::::: 1} ct-{りm(び十it)I t E [O, Ti。]}

となり，｛加（び十it)It E [O,oo)}は複素平面上で桐密とならないことがわかる．ただし，

μ2は2次元Lebesgue測度を表す．以上より，主張が示された．

3 確率論の弱収束の議論を用いた定理 1.2の精密化について

冒頭で紹介した Riemannゼータ関数の値の桐密性に関する結果は，確率論の弱収束の

議論を用いてより精密化できることが知られている．これは， Bohr-Jessenの極限定理 [3]

と呼ばれているものである．加m(s)に対しても，この定理に相当する結果が得られたので

ここで報告する．

まずは，定義から始める.mを正の整数， T>Oとする.(C,B(C))上の確率測度 'Pm,T

を

臼 ，r(A)=~meas({t E [O,T] I加 (rJ+it)EA}), AEB(C) 
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で定義するただし， T3(X)は集合 X のBorel集合族を表す．次に，アを素数全体の集

合とし， 11'={z E (C I lzl = 1}とおく.1['Pは，コンパクトハウスドルフ群なので，あ

る(11'p'T3(11'町）上の Haar測度 mでm(11'町 =1となるものが存在する．また，任意の

W = (w(p))pEP E 1['Pに対して，

加 (cr,w)= L Lim+1(P―a-w(p)) 
p 
(logp)m 

とする．これらを用いて， (C,B((C))上の確率測度'Pmを

五 (A)= m ({ w E 11'P I加 (cr,w)EA}), A E B((C) 

と定義する．このとき，次が成り立つ．

(3) 

定理 3.1.m を正の整数とし， 1/2::; a < 1とする．このとき， T→ooとしたとき，
砂m,TはCfJmに弱収束する．また， CfJm,Tの台は Cに一致する．

証明には，確率測度の Fourier変換を用いる．証明は，省略する．

現在，東京工業大学の博士後期課程の峰正博氏と共同でさらなる確率論的な精密化の研

究をすすめており， (3)が確率密度関数を持つことや [6]に相当するようなその性質につ

いては研究が終わっている．今後，ディスクレパンシーや大偏差原理などの研究を進めて

いく予定である．
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