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1 はじめに

確率空間 (Xぷ， m）上で定義された可積分関数の空間が(X,~,m) における線形作用

素p:L1(Xぶ，m）→ L1(Xぶ，m）が以下の 3つの条件：

(i)任意のf E じ(X,~,m) に対して， f20⇒Pf 20, 
(ii) Plx = lx, 

(iii) P*lx = lx, 

を満たすとき， Pをbi-stochasticマルコフ作用素と呼ぶとする．ここで， P*はPの共

役作用素とする．上の条件(ii)は

0 :Sf E L1(X,~,m) ⇒ II J ll1 = IIPJll1 

を満たすことと同値であるので， bi-stochasticマルコフ作用素は conservativepositive 

contractionであることに注意する．

上で定義した bi-stochasticマルコフ作用素がasymptoticallyperiodic([6]を参照）であ

るとは何が周期的な挙動を表しているかについて考察する．つまり， bi-stochasticマルコ

フ作用素に対して，ある自然数dEN，ある全単射写像a:{1,...,d}→{  1,..., d}, i -/: j 

のときgi(x)g八x)= 0満たす非負関数g1,...,gdE L1(Xぶ， m) と，じ(X,~,m) 上の非

負線形汎関数ふ，．．．，心が存在し，全てのi= 1,...,dに対して Pgi= ga(i)を満たし，

西し炉uーこ叫）g的(i)(x)II= 0 ¥/u E L1(X，幻，m)
i=l 

がどのような条件で成り立つかという事について，
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1. bi-stochasticマルコフ作川素Pがasymptoticperiodicityである場合， どの部分(I-

加法族立。で，ある種の周期性がみられるものの存在，

2.上で述べたある種の周期性がみられる部分か加法族凶。の周期 Kのサイクリック

なatomWE~。がもし存在するならば， W の部分集合 AcW に対して，関数列

{P*nklA(X)}が概収束するときの挙動，

の2点に注目し考察した．

概収束についての先行研究として，ボレル可測空間 (X, 〗)上で定義された作用素 P が

Harris-recurrentであるとき，即ち， 6有限な測度mに対して，

m(A) > 0 ⇒ ご戸lA(x)= oo Vx EX  

を満たすとき， 1979年に S.Horowitzが以下を証明した（［4]を参照） ； 

• pが有限な不変測度μのもとでHarris-recurrent,かつ， aperiodicであるとき，任

意のfEが(Xぶ，μ)に対して，

n1上應炉f(x)= L J(x)dμ a.e. 
が成り立つ．

• pが〇ー有限な不変測度μのもとで Harris-recurrentであるとき，任意のfE 

び (X心，μ)(1□p < oo)に対して，

lim Pげ(x)= 0 a.e. 
n→OO 

が成り立つ．

上の結果を踏まえて，確率空間上での作用素Pがbi-stochasicマルコフ作用素である場合

について概収束を考察した．

2 周期的な部分 o—加法族と結果

線形作用素 Pを確率空間 (Xぶ，m)における bi-stochasticマルコフ作用素とし， Pを

び(X心，m）に制限したとき，集合

K = {J E 1i: IIPn ill = IIP*n ill= llill, n = l, 2,・・・｝
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に対して，次の 3つのどの要素の族を考える；

翫＝｛AE ~: lA EK}, 

江(Pり＝｛AE ~: pk1A = lA} (k = 0, 1, 2,...), 

ぬ(P)={AE~: pnい＝ characteristicfunction for n = 1, 2, • • • }. 

Remark 2.1. bi-stochasticマルコフ作用素 Pの定義より， Pをび(Xエ，m)に制限した

P|L2 を考えた場合， P|L2 の共役作用素 P＊はび(X,~,m) 上で P* に一致することに注

意する．

K と刃K に対して，次の命題が成り立つ (Foguel[2]のTheoremA, Chap VIIIを参照）．

Proposition 2.1 ([2]). (X, ~, m)を確率空間，線形作用素p:L2(X，刃，m)→び(Xぷ，m)

をpositivecontractionとする．更に，条件(ii)と(iii)を満たすとする．このとき，以下が

成り立つ：

(]) K = {f E び(X,~,m): P叩＊nf= p*npnj = f, n = 1,2，・・・｝． 更に， K は線

形空間であり， PK,P*KcKを満たす．ここで， P*はPの共役作用素とする．

(2)任意のfEKに対して,|Pfl= Plfl,かつ， 1『fl=P*IJIが成り立つ．

(3) 任意の AE~K に対して， PlA と P＊いは特性関数となる．

(4) ~K はどの部分か加法族となる．

(5) 各自然数 kEN に対して，刃i(Pり C~K・

証明．（l）K の条件と Pがcontractionであることより，任意のfEKとnENに対

して，

111112 = IIPn 1112=〈I”[「,pnl〉=〈p*npn 1, l〉::;IIP*n pn 111 • 11111 ::; 111112 

となるので， 111112=〈p*npnl,l〉，かつ， IIP*npn 111 ::; 11111を満たすので，コー

シー・シュワルツの不等式の等号が成り立つ．従って l= p*npnlを得る．同様に

して， P*もL2上でcontractionであることより，f＝ P吋）＊nfを得る．

逆に，f€びが，全ての nEN に対して l = p*npnl = p刀フ＊げを満たすとする．

このとき，

111112 =〈f,f〉=〈P*npnf,f〉=〈Pnf,Pnf〉=||pnlll2

が成り立つ．同様に，f＝ Pnp*nfの場合も成り立つので， 111112= IIPn 1112 = 

IIP*n 1112を得る．以上より，

K = {l E L2 : 1 = P*n炉 l=P叩＊n1, n = 1, 2, 3, ・ ・ ・ }. 
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また，上記の等式が成り立つことより，任意のfEKに対して，

IIPn(P* !)II= llpn-l PP* !II= llpn-l !II= llfll, 

より， PfEK.同様に， P*fEKが成り立つので， PK,P*K c K を得る． 更

に， PもP*も線形作用素なので，任意のf,gEKとa,/3E罠に対して，

p*n炉 (af+f3g) =斤（aPげ＋f3炉g)= aP*n戸f+卸＊n戸g= af + f3g, 

炉 P*n(af+ f3g) =炉（aP*nnf+ j3P*ng) = aP叩＊nf + f3P叩＊ng= af + f3g. 

よって， Kは線形空間となる．

(2)任意のfEKに対して， llfll2= IIPJll2であることと， Pはpositiveなので，

IPJI :S Plflを満たす．従って，任意のfEKに対して，

IIPIJI -IPJIII; = l (Plfl -IPJ|)畑(dx)= IIPIJlll2 + IIPJII§ -2〈Plfl,IPJ|〉
X 

く2||f||§ -2IIPJII§ = o. 

よって, |P JI = Plf I a.e.同様にして, |P* JI = P* If I a.e.が成り立つ．

(3)任意の AE翫に対して，

0 = P(lA A (lx -lA)) = P (~心ー2|1A -(1x-1A))|) 

1 
= i (PlA + (lx -PlA) -IPlA -(lx -PlA)I) 
2 

= PlA A (lx -PlA) 

となり，これはPいが特性関数であることを意味する．

(4)条件(ii)と(iii)より， XE翫は明らか．更に， AE~K と nEN において，（1) の

結果を用いると，

P叩＊nlA= p叩＊n(lx-1心＝ lx-lA = 1尼

が得られる．よって， AcE ~K-

一方， Pがび上の contractionであるので， llfll2= IIPn fll2 S IIP門flll2 s llf 112よ
り， IIIEKであることと， K は線形空間であること ((1)の結果を参照）に注意する

と， A,BE翫において，

lA+lB+llA-lBI 
lAuB = ~ E K, 

2 

lA + lB -I lA -lB I 
1 An B = ~ E K, 

2 
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より， AUE,AnBE翫．

最後に，単調増加な集合列 {An}C ~K で， limn→ooAn = Aを満たすとき， Aは有
限測度を持つ集合なので， lAE L2である．故に，

p*n炉 lA= lim P*n回 1心＝lim 1心＝ lA,
n→oo n→OO 

p叩＊nい＝lim P*n回 1心＝lim 1心＝ lA・
n→oo n→OO 

以上より，均くは部分 O—加法族となる．

(5)この命題の厳密な証明は長いので，今回は省くこととする．

仁l

Remark 2.2.線形空間 Kは閉部分空間となることが示される (Foguel[2]のTheoremA, 

ChapVIIIを参照）．

び—加法族 ~K が測度 m の下でpurelyato面enになる場合， Pのエルゴード性などいく

つか良い性質が成り立つ；

Definition 2.1.線形作用素 PをL1(Xぷ，m)上の bi-stochasticマルコフ作用素とする．

このとき，

(]) PlA = lAならばm(A)(l-m(A)) = 0が成り立つとき， Pはergodicと呼ぶ

(2)空ではない集合WE刃K が周期Kのサイクリックな集合であるとは，pilw= lwi 

を満たすことである．ここで， W。＝ wk=W,かつ， 0:Si<j<kにおいて，

winWj=</>を満たすとする．

このとき， Remark2.1より， Proposition2.1が成り立つことに注意すると， K周期のサ

イクリックな atomWE  ~K に対して，作用素pnk(n EN) は， L1(W,~(W),m) 上で

ergodicであることが示せる．

Proposition 2.2.確率空間 (Xぶ，m)上の bi-stochasticマルコフ作用素p : 

L1(Xぶ，m)→L1(Xぶ，m)において，測度空間（X,翫，m)がpurelyatomic,か
つ， K周期のサイクリックな atomWE ~K が存在するならば，戸(lwi • f) = lwiP凡

p*k(lwi. f) = lwiP*kが成り立つ．更に，pnkのい(Wぶ（W),m)への制限は各

nENに対して ergodicである．

Proof O :S j :S k -lに対して， Pjlw= lwjとおく．ここで，各 0:'S f :S 1と
0:Sj:Sk-lに対して，P勺lwj• f) = lwj • P勺が成り立つことに注意する．今，条件
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(ii)と(iii)より，戸lwi= lwiと戸lwt= lwtを満たすので，全ての 0:S f :S 1に対

して，

が成り立つ．従って，

〇:Slwc戸 (lw• f)さ lwc戸 lw=0, 

〇:Slw戸 (lwc• f):S lw炉lwc= 0. 

戸 (lwi• f) = lwiP勺lwi• f) + lwi戸(lwic• f) = lwiP勺．

共役作用素P*に対しても同様の議論から，p*k(lwi.f) = lwiP＊勺が全ての O:Sf:S

lxに対して満たされることが分かる．

次に， Proposition2.1の（5)より，刃i(pnk) C 〗K が成り立つので， AcW かつ

A=AnWE翫を満たす任意の AE ~i(pnk) に対して， W がK周期のサイクリック

なatomなので，

翫pnk,W) := { A C W : pnkい＝ lA}= {¢, W}, 

が成り立つ．これは，各 nEN に対して，じ(W,~(W),m) への制限pnk が ergodic で

あることを意味する．ここで， ~(W) = { A E ~ : A c W}. 

ここで，

hn,j(x) = sup{(P*n+j -P勺f(x):-1:Sf:Sl} 

を定義する．ここで，右辺はa.e.の意味での supである．

上で定義した関数hn,j(X)に対して次が成り立つ ([3]).

(1) 0::::; hn,j(X)::::; 2 a.e. 

(2)任意の nENに対して， hn,j(x)~ hn+l,j(x). 

(3)極限limn→00加，j(X)は定数句に収束する．

ロ

更に， Foguelが， P*:L00→L°° がergodic,かつ， conservativeなpositivecontraction 
であるとき， 各固定された自然数jENに対して，limn→00加，j(x)= 0, または， 2a.e. 

のどちらかが成り立つことを示した ([3]を参照）．これは， OrnsteinとSuchestonによる

"The 0-2 law"として有名な論文の結果から導かれた結果である ([7]参照）． これらの結果

を踏まえて，以下の定理が導かれた ([5]参照）．
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Proposition 2.3. 確率空間 (X,E,m)上の bi-stochasticマルコフ作用素p : 

L1(X,E,m)→L1(X,E,m)と，purelyatomicな測度空間 (XぶK,m)において，
WE翫を K周期のサイクリック atomとし， X=LJし閲聞を満たすとする．このと

き，もし

lim hnk,k(x) = 0 a.e. 
n→(X) 

を満たすならば，

k-1 
1 

nl嗅 Pnku-m(W) ど〈u,lwi〉 •lwi ll. = 0 
i=O 

が全ての uE L1(X,~,m) に対して成り立つ．

Proof.まず， Plx= lx = P*lxなので，

m(W』=〈pilw,lx〉=〈lw,p*ilx〉=〈lw,lx〉=m(W)

が各〇:Si:Sk-1に対して成り立つことに注意する．更に，pklwi= lwiであるので，

pnk(m（いシ，1wt〉 1w9)=m（い ~('u,lw,〉 lw,
i=O I'I  i=O 

が全ての uEL刈Xエ，m)に対して成り立つ．
各uE L1(X,~,m) において，

nl四 llpnk(J-Pりu||l= lim sup |〈pnk(I-Pりu,f〉|
n→00 llflloo9 

= lim sup |〈u,p*nk(J -p内f〉|
n→00 llflloo9 

:S lim sup〈|ul'Ip*nk(I -p勺fl〉
-n→00 II J II~ さ 1

:S nl四〈lul,Hnk,k〉=0.

従って， uE L1(Xぶ，m)を任意にとって固定する．gA=U―m（恥ど:/。1〈u,lw;〉・1w;

とおくと， Proposition2.2より， L1(Wi)への制限戸はergodicである．従って， L1(Wi)

への制限PKにOrnsteinとSuchestonの論文［7]での Corollary1.3を当てはめると，

lim ||Pnku||い(Wi)= 0 
n→00 

for all u E L1(Wi) with !w, udm = 0 
W; 
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が各0:Si<kに対して成り立つ．このとき，各0:Sj<kとuELパXぶ，m)に対して，

J児 9Adm= JW3 (u-m(W) ><u,lw, >lw,) dm 

=〈u,lwj〉-〈u,lwJ〉=0 

を得るので，limn→(X)||pnk9Allu(w』=0が成り立つ． よって， 9A ＝どに。~(lwi • 9A) 

より，

k-1 k-1 
lim ||Pnk9A|h = lim ど(1Wi • pnk 9A) 
n→oo n→OO ＜ど（n隈 IIPnkgA||い(W;))= 0 

i=O 1 i=O 

が成り立つ． これは，pkasymptotically periodicであることを意味する．

更に，以下の2つの定理が成り立つ ([5]); 

口

Theorem 2.1.確率空間 (Xぷ，m)上の bi-stochasticマルコフ作用素P:L1(X, I:, m)→ 

L1(Xぶ，m）と，purelyatomicな測度空間（X，翫，m)において， WE翫を K周期の

サイクリック atomとし， X=LJ仁。1間を満たすとする．このとき，もし任意のAcWi
と0:Si:Sk-1に対して，

m(A) 
lim P*nklA(x) = ~lwi (x) 
n→oo m(W) 

a.e. 

を満たすならば，limn→oohnk,k(x) = 0 a.e.が成り立つ．

Theorem 2.2 (2023). 確率空間 (Xぶ，m)上の bi-stochasticマルコフ作用素

p : L1(Xぷ，m）→ L1(X，刃，m)と，purelyatomicな測度空間 (XぶK,m)にお

いて， WE翫を K周期のサイクリック atomとし， X= LJ:二。1間を満たすとする．
このとき，もし任意の xEXとAc Wi (0 ~ i ~ k -1)に対して， ある列 {Mn(x)}で

全ての m?:1に対して limn→ooMn(x) = 0を満たすものが存在し，

I P*nk(I -P*mk)lA(x)I ~ Mn(x) a.e., 

を満たすとしたら，

1 k-1 
lim P*nkf(x） ＝こ〈f,lwi〉lw;(x) a.e. 
n→oo m(W) 

i=O 

が全てのfE L00(Xぷ，m)に対して成り立つ．

※このとき， Mnは X とAc聞に依存することに注怠する．
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上記の定理を満たす例として，積分作用素があげられる（［1]を参照）；

Example 2.1.閉区間 [O,1]上で定義されたルベーグ測度を入とし，可測関数 k:[O, 1] x 

[O, 1]→賊を

k(x,y) = { : 

(x,y) E ([0,」]x ［占，1])U(［占，1]X [0, ½]), 

otherwise, 

と定義する．このとき，

Pf(x) = ln 11 k(x, y)f(y)入(dy)
[0,1] 

と定義すると， P:Lパ［0,1]，入） →L1([0, 1］，入）はergodicbi-stochasticマルコフ作用素と
なり，実際には，

Pf = -f for f = 1 [ 0，らl―1［ふ1]・

を満たす，周期2のHarris作用素となる．従って， Theorem2.1, 2.2を満たす．
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