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A LIMIT THEOREM FOR THE 
VALUE-DISTRIBUTION OF SYMMETRIC POWER 

£-FUNCTIONS 
（対称べき L関数の値分布に関する極限定理）

KOHJI MATSUMOTO 
（松本耕二）

本稿の主目的は対称べき L関数の値分布についての、 M 関数を密度
関数として内包するような極限定理を証明する試みに関する、 Philippe
Lebacque氏、峰正博氏、梅垣由美子氏との共同研究 [15]において得ら
れた結果について報告することである。しかし、諸定理のかなり複雑
で長い証明の細部については [15]に譲り、本稿では関連する先行研究
などについて紹介1した後、今回得られた結果についてはその主張と、
証明についてのごく手短な要約を述べるに留めることにする。
なお、数理研での研究集会における筆者の講演の直後、杉山真吾氏
から、その講演で述べた定理において採用していた仮定について、か
なり criticalなご批判をいただいた。氏のご批判に基づいて [15]の著
者たちで相談した結果、当時の仮定のある部分は違った形の仮定で差
し替えたし、また別のある部分については実際に証明できることが判
明した。したがって [15]の現在の versionは、当時とは相当に異なる
仮定の下に記述されている。ただし証明の骨組み自体は、数理研で喋っ
た時と本質的には変わっていない。
重大なご示唆をいただいた杉山真吾氏には、この場をお借りして心
からの謝意を表しておきたい。

1. BOHR-JESSENの極限定理

まずM 関数の理論の原点である、 Riemannゼータ関数の値分布に
関する古典的な Bohr-Jessenの定理から話を始める。
よく知られているように、 Riemannゼータ関数は

00 

1 
((s)=L~ (s=CJ+itEC) ns 

n=l 

として半平面 CJ>lにおいて定義され、全複素平面に有理型に解析接
続される。 BohrとJessen[4]は、 CJ>1/2なる 0 をひとつ固定して、
直線詑s＝ぴ上の点における log(の取る値の分布を調べた。複素平面

1この部分の記述は、 [19],[24]と重複する箇所も多い。
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内の有界な Jordan可測集合 Aをひとつ定め、 T>Oに対し

L(T,A) = μ{t E [-T,T] I log(((J＋it) EA} 

と定義する。ただしμは通常の一次元 Lebesgue測度である。

定理 1(Bohr— Jessen) 
(i)任意の (J>1/2に対して、極限値

L(T,A) 
(1.1) W(A) = Jim 

T→oo 2T 

が存在する。
(ii)具体的に構成可能な、連続な密度関数M(J: C →賊＞。が存在
して、

(1.2) 
dudv 

W(A) = 1叩w)~ (w=u+ivE<C) 
A V'I  21r 

と書ける。

この極限値 W(A)は、直線応＝ぴ上でlog(の値が Aに含まれる
「確率」と見ることができるであろう。
この定理はゼータ関数の値分布論の創始者である Bohrがその研究
生活の後半において到達した、いわば彼にとっての最終到達点とも言
うべきものである。その後の発展についていくつか述べておくと、ま
ず Bagchi[3]による関数空間上での類似がある。この Bagchiの結果
はVoroninの普遍性定理の Bagchiによる別証明の鍵となったことも
あり、それ自身重視され、特に Laurincikasを中心とするリトアニア学
派によって深く追求されている。
次に、 Bohr-Jessenの定理の前半部分、つまり (1.1)については、
Euler積を持つような非常に一般的なゼータ関数のクラスについて、
(1.1)の類似が成り立つことを筆者 [16]が証明した。
また (1.1)における収束のスピードや、極限値 W(A)の挙動の定量
的分析なども種々行なわれている。以上のような事項についての 20世
紀末の頃までの発展については [18]にもサーベイされているが、近年
においても著しい成果が次々と得られている。

2. M 関数の理論

次に DirichletL関数L(s,x)を考える。ただし xはmodqのDirich-
let指標とする。 DirichletL関数については、 q-aspectの考察が重要で
あるということはよく知られている。そこで Bohr—Jessen の定理の q
類似を追求する、という着想が生まれる。
Ihara [8]は代数体と関数体の両方の場合に、 L関数の対数微分の値
分布を考察して、定理 1に類似した極限定理を絶対収束域 (J> 1に対
して（関数体の場合にはより広い領域で）示し、また積分の中に現れ
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る密度関数をM 関数と呼んだ。引き続いて !hara-Matsumoto[10]は
Dirichlet L関数の対数の場合に、 lhara[8]の着想と、筆者が [17]で論
じた平均値定理に基づく議論とを組み合わせることにより、臨界領域
に踏み込むことに成功して、次の結果を証明した。

定理 2(!hara-Matsumoto) a > 1/2とする。具体的に構成可能な、
連続な密度関数Ma:C→股2。が存在して、

(2.~vg⑲(logL(s,x)) ~ 1 M.(w)W(w)~ (w = u + iv EC) 

が叉有界連続な、または（コンパクト台を持つ） Riemann可積分関数
であるような任意の中について成り立つ。ただし Avgxは指標に関
するある平均であって、具体的には次の二つのどちらかの平均を意味
する。

(Avgxの意味）
(FI) fを素数、 X(f)をmodfの原始 Dirichlet指標の全体、 1r(m)
をm以下の素数の個数として、固定した sに対し、

1 1 
AvgけW(logL(s,x)）＝ lim 〉〉 w(logL(s,x)）

m→OO7r(m) f -2 
2<f3m xEX(f) 

とする。ただし L(s,x)=Oとなる指標 xは適宜無視する。
(FIi) XT(n) = n―iTとおくと、

((s + iT) = IT (1 -p―8一門―1= IT (1 -XT(p)p―8)―1 
p
 

p
 

なので、 T についての平均も一種の指標に関する平均と見ることがで
きる。この意味で、

Avg~w(log L(sふ））＝｝偲→J-TTW(logく(s+iT))dT

とする。

(FII)の方は、実質的にはt-aspectである。事実、中として集合Aの
特性関数を取れば、その場合の (2.l)(FII)が意味していることは Bohr-
Jessenの (1.2)そのものである。この密度関数が、異なる aspectであ

2この式の左辺の sは複素数であるが、右辺はその実部びにしか依らないことに

注意。

3ここは実は [10]では、 Riemann可積分関数ではなく、「Cのコンパクト部分集
合の特性関数」となっているのだが、上記のように修正する必要がある。筆者の論

文 [20]を参照。
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る(FI)の場合にもそのまま密度関数として使える、という点は、上の
定理の一つの興味深いポイントである。
上の定理においては、テスト関数中について有界連続という条件が
現れていたが、この「有界」という条件は一般 Riemann予想の下では
大幅に緩和される Ohara-Matsumoto[11]）。なお (L'/L)(s, X)に対す
る、定理2と類似した結果は !hara-Matsumoto[12]にある。関数体の
場合は !hara-Matsumoto[9]において、 [8]の結果が改良されている。
!hara-Matsumotoによる一連の論文に対して、最初にその variant
を提示したのはMourtada-Murty[29]であって、彼らはL関数の対数微
分の discriminantaspectに関する類似の結果を証明した。さらにそれ
を受けて、 Akbary-Hamieh[1] [2]や Gao-Zhao[5]がcubiccharacter, 
quartic characterの場合を論じている。 Mine[25] [26]はより一般的な
枠組みでM関数の理論を展開し、また Euler積を持たない Lerchゼー
タ関数の場合にも考察を広げている ([27]）。また Suzuki[31]による、
Riemannゼータ関数に付随するある種の関数の零点分布に関連しても
M関数が現れる、という観察も興味深いものである。

3.保型L関数の場合

定理 1の後半や定理 2のような、 M 関数を含む積分表示が他の種々
のゼータ関数、 L関数の値分布についても示せないか、と考えるのは
極めて自然な疑問であろう。するとやはり大きな目標は、保型L関数
の場合の状況を考察することである。
品(N)を、重みが Kでレベルが N の正則カスプ形式の全体のな
す空間とする。 Sk(N)の元 fとして原始形式、すなわち normalized
Hecke-eigen new formであるものをとる。この fのFourier展開を

CX) 

f(z） ＝こ州n)がk-1)/2 e21rinz 
n=l 

と書けば、入八1)= 1で、入J(n)はすべて実数である。これに付随する
L関数を

00 

L(f, s) =区州n)n―s
n=l 

で定義すれば、これは (J'>1で絶対収束し、全平面に正則解析接続可
能で、その Euler積表示は

(3.1) L(f, s) = IT (1 —入J(P)P―s□I1 (1 —入J(P)P―s+p―2s) ― 1
PIN pEIP'N 

となる。ただし巳［は N を割らない素数全体の集合とする。あるい
は、この第二の積の部分を

(1 -入1(P)P―s+p―2s)―1= (1 -a1(P)P―s)―1(1 -f31(P)P―s)―1 



144
SYMMETRIC POWER £-FUNCTIONS 

と因数分解して書く場合も多い。ここで町(p)，内(p)は共に絶対値が
1の複素数で、

町(p)＋内(p)＝入1(P)，内(p)=町（p)

を満たす。
この L(f,s)に対する研究として、まずt-aspectについては、 Matsumoto-
Umegaki [22]において定理 1の後半部分の類似が示されている。その
証明のひとつのポイントは、 !hara-Matsumoto論文などでも重要な役
割を果たす Jessen-Wintnerの評価式 (Jessen-Wintner[13]）を、保型
L関数の場合にも利用できるように適切に一般化することであった。
他方、 Lebacque-Zykin[14]は別の二種類の aspectsについて考察し
た。まず第一に、彼らは保型L関数を Dirichlet指標で捻った L(fRx, s) 
を考え、その値分布の q-aspectについて [11]に類似した結果を示して
いる。また彼らは levelaspectについての議論も試みているが、その
方向では [14]の段階では中間的な結果しか得られていない。その後、
Mine [28]によって、保型L関数の levelaspectについても、定理 2の
完全な類似とも言うべき、満足すべき結果が証明された。

4.対称べき L関数の場合

次に対称べき L関数の場合を論じる。自然数 r,N に対し、 (partial)
r-th対称べき L関数を

(4.1) 伝 (Sym1,s) = IT IT (1 -af―h(p)吟(p)p―s)―1
pElP'N h=O 

で定義する。この級数は a>lで収束する。 Newton-Thorne[30]によ
り、各PINに対して適当な局所因子ら(Sym1,s)が存在して、

L(Sym1, s)：＝伝(Sym1,s) ITら(Sym1,s) 
PIN 

が、 GLr+1のある保型表現のL関数と一致し、従って全平面に有理型
に解析接続される。
対称べき L関数の値分布について、 t-aspectはMatsumoto-Umegaki 
[23]で論じられた。関数 L(Sym1,s)に対する (2.1)のt-aspectの場合
の類似が、 a>1 -1/(r + 1)の範囲で、 r= 2のときには無条件に、
r~3 なら non-CM caseでかつ局所因子等が若干の仮定を満たすとき
に、成り立つことが示されている。成立範囲が a>1-1/(r + 1)と狭
くなっているのは、使用した平均値定理に由来する制約である。
次に levelaspectであるが、これは [23]より早く、 Matsumoto-Umegaki 
[21]においてまず取り上げられた。この論文 [21]は、 Lebacque-Zykin
[14]と並んで、保型L関数に対するM関数の理論を構築しようとした
最初期の試みである。この研究は当初、保型L関数そのものの値分布
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を考察しようとしたが、なかなか上手くいかなかった。そのうちに、そ
の手法はむしろ対称べき L関数の対数の差

logLIP'q(Sym1,0") -logLIP'q(Sym1，(J") 

（ただし qは素数、 u,vは正の整数で u-v=2、また m を自然数とし
て、 fのレベルは炉）に対して有効に働くことに気づき、その level
aspectに関する (2.1)の類似を証明するに至った。
定理 1、定理2のような結果の証明においては、例えばt-aspectにつ
いてはKronecker-Weylの定理、 modulusaspectについては Dirichlet
指標の直交性のような、ある種の「直交性」が爪要な鍵となる。保型L
関数の場合、そうした鍵の役割を果たすのがPetersson公式である。上
の[21]においては、 Ichihara(= U megaki) [7]によって定式化された形
のPetersson公式が用いられる。証明4の基本方針は !hara-Matsumoto
[10]のアナロジーであるが、結論として現れる M関数はこの場合は C
上の関数ではなく罠上で定義された関数となる。

5.主結果

前節で紹介した [21]の結果は、 levelaspectへの挑戦であったが、対称
べき L関数そのものの値分布の記述は与えることができなかった。今回
報告するのは、対称べき L関数そのものに対する M 関数の理論の試み
として、おそらく初めて意味のある成果に到達した、筆者と Lebacque,
Mine, U megakiとの共同研究 [15]の主結果（以下の定理 3と定理 4)
である。
考察の対象は qを素数として、レベルが庁の原始形式fに対する
logLIP'q(Symい）の値分布であって、考える平均は

(5.1) Avg¥ll(log LIP'q(Sym1, O")) 

1 1 

= qi四 cK(1-Cq(m））ご〈f，f〉w(logLIP'q (Sym戸））

というものである。ただし Ck=(41r)k-lげ(k-1), 

C,(m) ＝{〗り2 -1) 1 : ~ ~: 

〈，〉は Petersson内積、そして和は L(Sym1,s)が整関数であるような

Sk（炉）の原始形式 fすべてにわたる。また極限炉→ 00は、 (Case
I) qを固定して m→ CX) とするか、 (CaseII) m を固定して q→ CX) と
するか、のどちらかの意味であるとする。

置明のアウトラインは [24]にもスケッチされている。
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我々が得た第一の結果は、 r= 1または r=2の場合の、次のよう
な定理 2の類似である。

定理 3kは偶数で 2s k s 10または k= 14とい、また L(Sym1,s) 
(r = 1, 2)に対して一般 Riemann予想を仮定する。このとき、民上で
定義された（明示的に構成できる）非負実数値の連続関数Mび(Sym1,*) 
が存在して、有界連続または Riemann可積分な任意のテスト関数巾
に対して、

(5.~vg叫logLIP'q(Sym] ， a) ） ＝ J屈払(Symい）罰）□（r= 1,2) 
が a>1/2において成り立つ。

Case Iの場合の Mびと CaseIIの場合の Maは同じではないことを
注意しておく。実際、 CaseIの場合は qに依存するが、 CaseIIでは
そうではない。
上の定理で r=lの場合というのは SL2の保型L関数に他ならず、
既に Mine[28]の結果があるわけだが、この定理では r= 1の場合の
証明と r= 2の場合の証明が全く並行して進むので、 r= 1の場合
も結果に含めてある。本質的に新しい部分は r= 2,つまり symmetric
squareの場合である。定理3の証明の基本原理は先行する Matsumoto-
Umegaki [21]と同じなのだが、今回の新しいアイデアはM 関数の構
成に Sato-Tate測度を用いる点であり、従って細部の計算はかなり異
なってくる。
定理 3によって r=2の場合には、一般 Riemann予想の仮定など
はあるが、一定の結論が得られた。しかし、 r~ 3の場合はどうなっ
ているのだろうか。この方向はまだ暗中模索の状態だが、ごく特別な
形のテスト関数に対しては、 (5.2)と同様の結果が得られることが判明
した。

定理 4 kは定理 3 と同様とし、一般 Riemann予想に加えて、
「L(Sym1,s)が整関数ではないような原始形式は少ない」6と仮定する。

このとき、テスト関数叱(x)=cx(c=/=O)に対して、

(5A3:g叱(log伝 (Sym]，a)）＝ J恥払(Sym7,-u)叱(U)□(r = 1,2) 
5前節で言及した Ichihara[7]のPetersson公式をこの定理の証明でも用いるが、
Kについてのこの制約は Petersson公式の定式化に起因する。
6正確に言うと、品（炉）に属する、 L(Sym1,s)が整関数ではない原始形式の個数

を(5.1)の右辺と同様の重み付きで数え上げたとき、それが O(q―△m)と評価できる
ような△ ＝ △（r) > 0が存在する、ということ。
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がa>1/2において成り立つ。ただし r。は rが偶数なら 2,rが奇数
なら 1と定める。

また上式右辺をもっと明示的に書き下すことも可能である。
定理4の証明は、 (5.3)の左辺と右辺を別々に計算して、その両者が等
しいことを見ることによってなされる。左辺の計算においてはGarnville-
Soundararajan [6]における手法を援用し、右辺では !hara-Matsumoto
[11]にある議論が使われる。
定理 4において rの偶奇で状況が区別されることと、 Matsumoto-
Umegaki [21]において u-v=2の条件の下で SymuとSy血のL関
数の対数の差を考えると議論が上手く進行したこととを考え合わせる
と、 rのパリティに関する何らかの原理が背後に潜んでいるのかもし
れない。関連する若干の考察は [15]の最終節にも述べた。だが定理 4
はあまりに特殊な場合にしか示されておらず、この方向で予想めいた
ものを提案するには、まだ時期尚早であろう。
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