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1　Fano多様体上のEinstein－K蓋hler計量

　この節では、Xはη次元Fano多様体を表すものとする。すなわちXはη次元のコンパ

クト複素多様体で正の第一Chern類c1（X）を持つものとする。　X上のKahler計量gに対応

するK泌ler形式を

　　　　　　　　　　　　　ω，・＝ぴ＝了Σ鱒ば乞∧d万

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぱニエ
で表す。特に我々はωgのdeR加mコホモロジー類｛ωdが

　　　　　　　　　　　　　　　　｛ω9】＝2πc1（X）

を満たすもののみを考える事にする。さらにgのRicci形式RiCgを

　　　　　　　　　　　　　RiCg：＝vq∂∂log　det（96）

で定義する。この時以下の事が成り立っ。

Remark　1．1伍％のde　Rh孤コホモロジー類｛Ricヨ］は［RiCg］＝2πc1（X）を満たす。

De§垣tion　L2　K甑ler計量gがEinste三n－K泣1er計量であるとは、　Einsteinの方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　RiCg＝ω9

を満たすときをいう。

　一般には、X上の実数値の滑らかな関数∫gが存在して

　　　　　　　　　　　　　　　Ri・ザω，＝・／＝r∂∂ん

となる。ここで二木不変量を

　　　　　　　　　　昂・刀゜（X，0（TX））∋v・一→五（v了9）ωζ∈c

で定義する。この時取の定義は｛ωglのみによりgの取りかたによらない事が示される（［21）。

　一般のFano多様体上にEinstein－Kahler計量が存在するかという問題を考えると、この

問題に対しては反例が知られている。実は次のように二っの障害がよく知られている。
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Fact　1．3（i）XがEinstein－K蕊hler計量を持てば、　Xの自己同型群Aut（X）の単位元を含む

連結成分Aut°（X）は簡約代数群になる（【71）。

（ii）XがEinstein－K5hler計量を持てば、取は恒等的に零である（［2］）。

　そこで二木は次のような予想を立てた。

Co司ec缶re　1．4（｛2D二木不変量澱が恒等的に零である様なFano多様体XはEinsteln－

K泣leτ計量を持っ。

　ここで次の事に注意する。

Remark　L5（i）Aut°（X）が簡約代数群であるが、1『xが零でない様なFano多様体Xの例
は知られている（［2｝）。

（ii）逆に1『xが消えているがAut°（X）簡約でない様なFano多様体xの例は知られていない。

　ここで少し脱線するが、Einstein－K5hler計量の一般化である端的Kahler計量にっいて

説明する。そのためにまず記号の準備をする。

　　　　　　　　2πc1（X）㌔＝恒∈2πc1（X）；ηはKal〕1佼形式である。｝

とし、その元η＝百Σ匂砿∂ヲ∈2πc1（X）＋に対して

　　　　　　　　　　‘，ゴ獄1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂2
　　　　　　　　　　　　R（η）∂：ニー∂、・∂万1・gd・t（ん・β），

　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　ョロ
　　　　　　　　　　　　σ（η）・＝Σんフ8R（η）、∪

　　　　　　　　　　　　　　　　緬＝1

とする。ここで（蘭）は（㌧）の逆行列である。

De負垣tion　L6（｛1D　K魏1佼計量gは対応するKahleτ形式％が汎関数

　　　　　　　　　　　　2・・1（x）＋∋η一L・（・）2が・R

の臨界点であるとき端的K薮hler計量という。

　この端的1〈ahler計量については、次が成り立っ事が示されている。

Fact　1．7（i）gが端的K5hler計量となるための必要十分条件は

　　　　　　　　　　　　叫（σ（時））⊆シ∂警）忌

が正則ベクトル場となる事である61D。特にE…nstin－Kahler計量｛ま端的Kahler計量である。

（ii）取が恒等的に零の時、端的1〈ahler計量はEinstein－K繭hler計量となる（［2］）。

最近、Hwangと満渕は端的1〈5hler計量を研究するために次の概念を導入した。
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De6nition　1．8（［4D　Gを線形代数群とし、　G＝H×σをそのChevalley分解とする。す

なわちσは幕単根基で、Hはある簡約代数部分群である。このときGが第一種であるとは、

σニ｛id｝となるかまたはHが半単純でない時をいう。

　この第一種という概念に対してHwangと満渕は次を示した。

Fact　1．9（［4］）（i）Xが端的1〈5hler計量を持てば、　Aut°（X）は第一種である。

（ii）Xがトーリック多様体であれば（トーリック多様体の定義は次節を参照の事）、　Aut°（X）

は第一種である。

　この事実は次の予想の正当性を支持するものである。

Conjecture　1．10トーリックFano多様体上には、端的Kahler計量が存在する。

　もしこの予想が正しいとするとFact1．7（ii）によりConjecture1．4をトーリックFano多様

体に限った次の予想が示される。

Conjecture　1．11二木不変量Fxが恒等的に零であるようなトーリックFano多様体Xは

Einstein－K5hler計量を持っ。

2　トーリックFano多様体

　この節では、トーリックFallo多様体について簡単な復習をする。（詳しくは小田（110】）

を見よ。）前節に引き続き本節でもXはη次元Fano多様体を表すものとする。

Definition　2．1η次元Fano多様体Xは効果的かつ概等質的な代数的トーラス万：＝（（C＊）n

の代数的な作用を持つ時、トーリックFano多様体と呼ばれる。

DeHnition　2．2　Pをn次元Euclid空間Rπの中のη次元凸多面体とする。　Pは以下の条件

を満たす時、η次元Fano多面体と呼ばれる。

　（i）IRπの原点0がPの内部lnt（P）に含まれる。

（ii）Pの頂点集合はz“に含まれる。

（iii）Pの任意の面は単体である。

（iv）Pの任意のη一1次元の面の頂点集合はznのz基底を成す。

　次の事実はトーリックFano多様体の研究において最も基本的かっ重要な事実の一つであ

る。これを用いて、トーリック多様体の様々な幾何学的性質を具体的に調べる事ができる。
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Fact　2．3（i）η次元トージックFano多様体の同型類とη次元Fano多面体の同型類とは一

対一に対応する。この対応において、η次元Fano多面体Pに対応するη次元トーリック

Fano多様体をXpで表すことにする。

（ii）Pのκ次元の面δとXpのη一兎一1次元の鳳軌道0（δ）が一対一に対応する。

（iii）GL（n，Z）の元ψでψ（P）エPを満たすものは♪（pの石同変な正則自己同型ψ．と一対一

に対応する。

　特に二木不変量に対しては、次の満渕による結果がある。

Fact　2．4（｛6D　PをFano多面体とする。トーリックFano多様体Xpの二木不変量1『Xpが

恒等的に零であるための必要十分条件は、Pの極多面体P＊の重心が原点にある事である。

3　対称トーリックFano多様体

　Fact2．4により対称トーリックFano多様体と呼ばれる特別なトーリックFallo多様体を考

える事にする。このトーリックFano多様体は後で述べるが（Corollary33）、二木不変量は

恒等的に零である。

De丘niti皿3．1（［13D　XpをトーリックFano多様体とする。．Xp上の対合L：Xp－・Xp（す

なわち↓2＝idx．を満たすXpの正則自己同型）で

　　　　　　　　　　　　　　　　L（紘）＝重一1Lω

がすべてのε∈鳳とエ∈X夕に対して成り立っようなものが存在する時、Xpを対称トー

リックFano多様体と呼ぶ。またこれと同値な条件として

一P＝P

が成り立っとしてもよい。この条件の成り立っPを対称Fano多面体という。

　次はPの対称性より明らかである。

Lemma　3．2対称トーリックFano多面体Pの極多面体P＊の重心は原点にある。

　CoroUary2．4と合わせると、系として次が得られる。

Corollary　3．3対称トーリックFano多様体の二木不変量は恒等的に零である。

　よって我々はConjecture1．11の特別な場合として、次のような予想を考える事にする。

Conjecture　3．4対称トーリックFano多様体にはEinstein－1〈5hlerが存在する。
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VoskresenskiiとKlyachkoによる対称トーリックFano多様体の分類の結果を述べるため

に少し記号を準備する。

　　　　　　　　　　　el，e2，＿，e．　　：Rnの標準的基底，

　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　…＝一Σe・＝（－1，－1＿，－1），

　　　　　　　　　　　　　　‘＝1
　　　　　　　　　　　几：＝｛土eo，土e1，＿，±e．、｝の凸閉包

　この記号の下でVoskresenskiiとKly㏄hkoは以下を示した。

Fact　3．5（［13D（i）ηが偶数n＝2mの時乃mは2m次元対称Fano多面体である。

　この時対応するトーリックFano多様体をX2m：＝Xp、mと表すことにする。

（ii）任意の対称トーリックFano多様体は

　　　　　　　　　　　　　Pl（C），X2，X4，．．．，X2…．．．，

達の直積に書ける。

　よってConjecture3．4を考える変わりに次を考えれば十分である。

Conjecture　3．6任意の自然数mに対して、　X2mにはEinstein－K訪ler計量が存在する。

　この予想については、m＝1の時はSiu（【111）やTianとYau（［12］）やNadel（［8Dにより

示されている。またm＝2の時も最近示された（【91）。

　ここで後で必要となるx2mの幾何学的性質を述べるために幾つか記号を用意する。1と
」を｛0，1，．．．，2m｝の部分集合で

（＊）　　　　　　　　　　　　　　∫∩、ノ「二偽，　　1≦1∫UJI≦2ητ，　　0≦1∫1，IJI≦m

を満たすものとする。∫＝｛Z1，22，・　．・　，Zρ｝と」＝｛」1，ゴ2，＿，ゴq｝の様に表されているとす

る。このような1と」に対して

　　　　　　　・…一｛・・1，・・、，…，・・，，一・、1，一・」，，…，一・・，｝の凸閉包

とする。この時

　　　　　　　　｛σ〃；1∫1＝IJI＝m｝＝｛几mの2m－1次元の面｝

となる。また（1∫1，IJD＝（ρ，q）または（川，IJD＝（q，ρ）の時（ただしρ≧σとする。）σ∫」を

（ρ，q）型の面という

　（ρ，q）型の面σ〃はρ＋q－1次元なのでFact2．3により対応するX2mの中の乃m軌道0（σ〃）

は2m一ρ一q次元になる。0（σ〃）のX2mの中での閉包を巧」で表すことにする。またこの

巧」も（p，q）型といいtype（巧」）ニ（p，　q）と表す。さらに

　　　　　　　　　　　　　　垢，，・＝Uy｝」
　　　　　　　　　　　　　　　　　type（y∬J）＝（ρ，q）

とおく。
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　次にX2mの正則自己同型について考える。2m＋1次対称群（52m＋1は｛eo，e1，．．．，ε2m｝

の置換と見てGL（2m，z）の有限部分群となる。　G1を62刷1と｛封d2m｝により生成される

GL（2m，Z）の有限部分群とする。この時G1…≧62m＋1×Z2となる。

Remark　3．7　G1は集合｛σ〃；∫，」⊆｛0，1，＿，2m｝は（＊）を満たす｝に作用する。

Lemma　3．8苗の作用でσ∫メま同じ型のσ〃，に移る。逆に三っの同じ型の面σ汀と碗メこ対

して、σ∫」を⑳ゴ，に移すG1の元が存在する。

Remark　3．9　G1はGL（2m，狗の部分群であり几mを保つのでFact2．3によりG1はX2mに

ちm同変正則自己同型として自然に作用する。これによりG1をAut（X2m）の部分群と見る。

　Go：＝（σ（1））2m⊂乃mをコンパクト・トーラスとし、GをGoとG1で生成されるAut（X2m）

のコンパクト部分群とする。さらにGCをGの複素化とする。この時次がわかる。

Lemma　3．10×2mのGC不変被約閉複素解析的部分空間は幾つかのち，4達のi和集合となる。

4　主要結果

　さてここで本来の問題に戻ることにする。すなわち♪（2mにEinstein－Kahler計量が存在

するかという問題を考える。トーリックFano多様体のように非常に対照性の高いFano多

様体上の計量の存在問題を考える時に有効な手段として次のN却elの結果がある。

Fact　4．1（［8D　Fano多様体Xとその自己同型群Aut（X）のコンパクト部分群Gを考える。

もしX上にEinstein－K5hler計量が存在しないとすると、XのGC不変な閉複素解析的部分

空間zで

（1）Zの構造層係数のコホモロジー群は

di㎎一竺
｛；ぽ

となる。

（ii）zの補集合x＼zの対数的幾何種数は零である。

が成り立つようなものが存在する。このZをmultiplier　Meal　subschemeと呼ぶ。

　このNadelの結果を用いてX2m上にEin§tein－1く頭leTが存在する事を示したい。もしX抗

がEinstein－K5田er計量を持たないとするとX2mのmlUρlieパdeal　subscheme　Zが存在する

はずだが、この様なZは存在し得ない事を示せばよい。しかし現段階ではまだ出来ていな

い。そこで本稿ではこのZが満たすべき条件（Theorem4．3）を求める事にする。
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　一般のFano多様体Xに対して、X上にEinstein－kahler計量が存在しないとするとFact4．1

によりXのmultipli¢r　ideal　subscheme　Zが存在する。　Z，edによりZの被約型を表す。この時

　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ
　　　　　　　　　　　　　z，ed＝u苦：　　既約分解，

　　　　　　　　　　　　　　　　‘＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　ど　　　　　　　　　　　　　た
　　　　　　　　　　　　　Z1：＝U｝7，　Z21ぱU，｝り

　　　　　　　　　　　　　　　　亡1　　　　　　　　　　ゴご～十1

　　　　　　　　　　　　　T1：＝（limc　Z1

とする。以上の記号の下で次が成り立っ。

Lemma　4．2　H「1（Z1，0z1）＝｛0｝

　これを用いて次が得られる。

Theo恨n　4．3×2m上にEinstei11－K5hler計量が存在しないとし、　ZをX2mのnmlも1ρlier

ideal　subschemeとする。この時以下が成り立っ。

　（i）2，。dは幾っかの石q達の和集合となる。

（11）27，Mの幾つかの既約成分の和集合として皇≧1の】㍍冴は現れない。

　Proo♪（i）はLemma3．10より明らかである。（ii）について例えばσ＝1の時を考える。

塩，1が現れたとする。この時y∴，1の幾つかの既約成分の和集合として

　　　　　　　　　　　　　　　　　カエ
　　　　　　　　　　　　　　z1：cuγ叙蛎1嫡兄＿細｝

　　　　　　　　　　　　　　　　亡0

が現れる。このZlにLemma4．2を適用してやると、dimc　Z1＝m－1なので

　　　　　　　　　　　　　　　刀佑1（z1，0z、）＝｛o｝

となる。一方Z1はm次元複素射影空間ピ（C）の斉次座標で定義されるm＋1枚の超平面

の和集合と同型なので

　　　　　　　　　　　　　　dimc（1fm－1（Zl，Oz、））＝1

となり矛盾である．一般の場合引まぼ同様に示せる。　　口

　このTheorem4．3により特に次が解る。

Corollary　4．4　Theorem4．3と同じ条件の下で

　　　　　　　　　　　　　　　2≦di1Σ1cZ≦2m－2

が成り立つ。
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　Pm砿もしdimc　Z＝0とすると2，ed＝y二，mとなるが、これはTe◎rem4．3により起こり

得ない。dimc　Z＝1ヒするとZ，．d＝石，m－1となるが、これもまた恥orem4．3に反する。一

方dimc　Z＝2m－1とするとX2m＼Z＝乃mとなる。7㍍の対数的幾何種数は零ではない

のでFact4」に反する。　　ロ

Examρ1e　4．5（i）C◇rol』y4．4をm＝1の時、すなわちX2に適用すると直ちにX2に

Einstein－K5hler計量が存在する事が示される。これがNadel（｛8DによるP2（C）を三点プ

ローイン・グアップして得られる曲面がEinstein－K議111er計量を持つ事の証明である。

但）m＝2の時、すなわちX4に対しては、残された可能性はd面cZ＝2のみである。こ
の場合に対しては、石田の判定法（｛51）などを用いて起こり得ない事が示される。このよう

にしてX4にも田nstein－K5hler計量が存在する事が示される（191）。
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