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1次元量子系の厳密解とベ-テ仮説の数理物理

1 はじめに

1.1 厳密解とは

量子系の多体問題の中には ｢厳密に解ける｣場合がある｡ ここで ｢厳密に解ける｣とは､

与えられたハミルトニアンの基底エわレギーや基底状態､そして素励起などを解析的に求

められることである､と定義してみよう｡そして､このような量子系を ｢厳密に解ける模

型｣とよぶことにする｡本解説ではさらに､ベ-テ仮説の方法 (Betheansatz)が適用可能

な模型に限定して議論しよう｡ この場合には､原理的にその全てのエネルギー固有値と固

有状態を求められる模型が存在する｡本解説の目的は､1次元量子系の厳密解､特にベ-

テ仮説の方法 (Betheansatz)で詳しく調べられる可解模型の数理物理を分かり易く紹介す

ることである｡

｢厳密に解ける模型｣という言葉の意味は必ずしも一意的とは限らない｡【1-10】臣,12】

ベ-テ仮説 (Betheansatz)の方法で調べられる模型の中には､実質的に全てのエネルギー

固有値と固有状態を議論できる場合があり､このような場合には有限温度の熟力学量まで

求められている｡ただし､ベ-テ仮説の方法(Betheansatz)で調べられる模型でも､研究

が進んでいないために全ての固有状態をまだ議論できないものも多数ある｡このため､一

概に言い切ることは難しい｡

｢厳密に解ける｣という日本語は英語では ｢exactlysolved｣に大体対応すると思われ
る｡ ここで ｢exactlysolved｣の意味は､第一義的には文字通り､数学的にも厳密に解かれ

た､ということであろう｡しかし僅かながらも筆者の経験では､物理量の解析的な表式や

臨界指数などの数値が誤差なくきちんと求められた場合､これらの導出を数学的には証明

出来ない場合にも､｢厳密に解けた｣と報告されることが多いように思う｡ そしてこのよう
な広い意味での ｢厳密に解ける｣という意味と区別するため､数学的な証明が与えられた

場合には特別に ｢rigorouslyshown｣というような表現が用いられるのではないかと思う｡

このような微妙な言葉の用法は､有限自由度の系から出発して無限自由度の系 (あるい

は､ある程度以上の大きさの有限自由度多体系)の性質を議論することの数学的な困難さ

を反映している｡有限系から無限系へ至る極限を全く何の困難もなく議論できる場合は非

常に数が少ない｡物理学の理論の中には､むしろ無限系の振る舞いを近似として取り入れ

た結果､成功する場合がある｡例えば繰り込み群やスケーリング則の臨界現象への適用な

どがそのような例ではないだろうか｡ベ-テ仮説による厳密解の取り扱いですら､解析的

表式を導出する際に何らかの仮定が必要な場合がある｡(後で見るように､1次元ハイゼン

ベルグ模型の場合にはストリング仮説が導入される｡)

以上の議論をまとめてみよう｡ ある物理量の計算結果の解析的表現が非常に確からしい

ということが分かったとき､数学的な証明が与えられなくても､それは ｢厳密解｣(exact

solutions)とよばれる｡ もちろん､数値的手法など他の方法でその結果あるいは導出の際

に用いられた仮定を確認することが重要であることは言うまでもない0
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出口 菅生

1.2 厳密解を研究する物理学上の動機

さて､物理学において厳密解を研究する動機とは一体何であろうか｡もし一言で表現す

るなら､自由度の大きな多体系の性質をきちんと調べること､つまりミクロな相互作用が

マクロな系の振る舞いにどのように反映するかを理解すること､と言えるであろう｡話を

具体的にするために､例を挙げてもう少し詳しく考えてみよう｡筆者は大体次のようなと

ころではないかと考えている｡

厳密解の研究の物理学における意義 :

● (他の方法では解析が困難な)相互作用する多体系に関する正しい情報を導くこと

●低次元系特有の性質を明らかにすること

●厳密解と数値的な方法を合わせて一般の場合を類推すること

一つ目には､必ずしも1次元系である必要はないが､量子的な臨界状態など他の方法で

は解析が非常に困難な物理系の性質を調べ､一般次元の相互作用する多体系に関する正し

い議論を誘導することが挙げられる｡1次元量子系の基底状態はしばしば臨界状態であり､

相関長が非常に大きく揺らぎの効果が仝系にまで及んでしまう｡また､近藤問題のような

本質的な多体問題を厳密に議論できることは非常に意義深いと思われる｡【11】

二つ目は､1次元系特有の性質を明らかにすることである｡ 一般に低次元系においては

揺らぎの効果が無視できず､量子1次元に特有の多体効果がいくつも知られている｡例え

ばキンク解であるスピノン励起､また強相関電子系におけるスピン電荷分離などが挙げら

れるであろう｡

そして三つ目には､厳密解と数値的な方法を合わせて､一般の厳密に解けない場合の様

子を類推するのに役立つことがある｡例えば1次元 t-J模型は超対称な場合しか厳密に

解けないことが知られている｡しかし､数値計算と厳密解を突き合わせることにより､一

般の場合の様子が探索されている｡

1.3 量子 1次元系と古典2次元系の対応､そして可解模型の数理

可解模型といえば､2次元イジング模型を忘れることは出来ない｡【3】2次元イジング模

型は､2次元の強磁性の模型であると同時に2次元の格子ガス模型でもある02次相転移

や臨界状態の振る舞いに関する正しい知識を提供し､統計力学の歴史的発展の中で非常に

重要な役割を果たした｡

イジング模型のように､変数が c 数であるものを ｢古典系｣とよぶ0(c数とは､他の

どの変数とも交換する変数のことで､スカラー変数と見なせる変数である｡)2次元イジ

ング模型は古典2次元系の厳密に解ける模型の代表例である｡興味深いことに､量子1次
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1次元量子系の厳密解とベ-テ仮説の数理物理

元系の厳密解は数学的には､古典2次元系の可解模型と対応している｡ただしこれがどう

言う意味なのかをきちんと述べるには多少の準備が必要である｡そこで本文では､量子1

次元系の厳密解を最初に考え､後から古典2次元系が対応することを詳しく説明する｡

古典2次元系の可解模型と量子1次元系の可解模型との数学的な対応関係は､厳密解の

数理物理において非常に重要である｡実際､量子系の可解性の数理的性質は､対応する古

典2次元系の転送行列を考察すると明らかになる｡ このことを数学的にきちんと表現した

ものが､代数的ベ-テ仮設法 (algebraicBetheansatzあるいはQISM)である｡ 3

1.4 ベーテ仮説について -ベ-テ仮設法とストリング仮説

ベ-テ仮説はどこまでまだ仮説なのであろうか｡この点こそが本解説の最重要ポイント

であり､詳細に解説される｡しかし長いので､前もって要約しておこう｡

ベ-テ仮説は (強磁性)1次元ハイゼンベルグ模型のスピン波の束縛状態を議論したベ-

テの論文に由来する｡【1】この論文の内容を簡単に紹介する｡固有波動関数の関数形 (ベ-

テ仮説型波動関数)を仮定してハイゼンベルグハミルトニアンの作用を計算すると､スピ

ン励起の擬運動量がベ-テ仮説方程式を満たすときにこれが固有ベクトルになることが議

論されている｡そして､ある仮定 (ストリング仮説)の下にベ-テ仮説方程式の解の個数

を数え上げた結果､1次元格子の格子点の総数がⅣのとき2〃 個の線形独立な固有ベクト

ルが導かれることを議論する｡つまり､最初に前提にしたベ-テ仮説型波動関数 (および

それから導かれる波動関数)だけで完全系を作るので他のタイプの固有ベクトルは存在し

ない､という論法である｡ベ-テの議論は詳細で､ベ-テ仮説方程式の束縛解 (ストリン

グ解)を仮定して解の個数を勘定すると､ちょうど全部で2Ⅳ 個になる､ということを予

想として主張している｡ここで束縛解 (ストリング解)の存在の仮定とその数え上げの方

法の二つをまとめて､ストリング仮説､とよぶ｡

ベ-テの論文に書かれている内容がベ-テ仮説の意味であると解釈してみよう｡すると

ベ-テ仮説は次の二つの部分から構成されている｡

1.ベ-テ仮説型波動関数を仮定して固有波動関数を導くこと

2.ベ-テ仮説型波動関数 (およびそれから導かれる固有関数)だけで完全系を作るとい

う主張

まず第-のポイントを議論しよう｡ 1次元ハイゼンベルグ模型の場合､その (有限系の)

基底状態がベ-テ仮説型波動関数で与えられることはヤン･ヤン【2】によって証明されてい

る｡ これは重要な事実で､基底状態が分かってしまえば､絶対零度での磁化など興味のあ

る物理量の相当多くの部分は数学的にもほぼ厳密に議論できる.一般の固有状態の場合に

関しても､ベ-テ仮説方程式の解に対応してベ-テ仮説型の固有波動関数が存在すること

を数学的に証明するのは､そう困難ではない｡現在では､何通りかの証明法がある｡(本解

3QISM とは､QuantumInverseScatteringMethodの略である｡【6,7,8,121
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説では座標的ベ-テ仮設法と代数的ベ-テ仮設法の二つの証明を議論する｡)この部分の議

論は近年非常に発達し､｢可解性｣をヤン･バクスター方程式で特徴づける量子逆散乱法､

ヤン･バクスター方程式の解を導く量子群などの新しい数理物理学が展開し､今では数多

くの可解模型が議論されている｡四
一万､完全系の主張を数学的に証明することは相当困難であり､現役階の研究水準での

証明はほぼ絶望的ではないかと思われる｡ 4状況は微妙で､ストリング仮説それ自身には

反例が見つかっているがベ-テ仮説方程式の解の個数の数え上げの結果は常に正しく､完

全系でないことが示されたことは今まで一度もない｡実際すでにベ-テの論文において､

束縛状態が壊れてしまう場合が示されており､さらにその場合でも解の個数は変わらない

ことがきちんと議論されている｡ さらに､ストリング解が壊れてしまう場合でもそのこと

が熱力学的物理量の評価に及ぼす効果は案外小さいのではないか､というのが筆者の感想

である｡ただし､そのような正当化の議論は今までほとんどなされておらず､学問的には

重要な課題として残されている｡

まとめると､ベ-テ仮説は完全系に関する部分も含めると､まだ証明されてはいない｡

しかし､基底状態に関しては証明されている場合もあり､さらにストリング仮説を用いた

熱力学的計算もその結果自体はかなり確実性が高いと考えられている｡さらに､ベ-テ仮

説の前半部分の模型の可解性に関しては､量子逆散乱法や量子群などにより数学的に厳密

でかつ明快な説明が可能となった｡

以上のようなベ-テ仮説の研究の発展を鑑みると､｢ベ-テ仮説｣を前半と後半の二つ

に分け､前半部分を ｢ベ-テ仮設法｣､後半部分の完全性の議論を ｢(広義の)ストリング

仮説｣と名前を付けて区別するのが便利ではないかと思われる｡従来のように ｢ベ-テ仮
説｣と一言で全体をまとめることも可能ではあるが､今後問題点を整理する都合上､残さ

れた主要な問題点が ｢(広義の)ストリング仮説｣であることを明確に認識することが重

要である｡標語的には､以下のような主張である｡

(ベ-テ仮説の方法)-(ベ-テ仮設法)+(ストリング仮説) (1)

簡単に言うと､｢ベ-テ仮設法｣はベ-テ仮設方程式を導くまでの数学的導出のことを意味

し､そして ｢ストリング仮説｣は､ベ-テ仮設方程式の解を求めることを意味する｡

1.5 本解説の特色と構成

本解説の最大の特色は､ベ-テ仮説の方法の基礎､つまり波動関数のベ-テ仮設法と代

数的ベ-テ仮設法をきちんと丁寧に解説したことである｡ これらの話題に関しては他の文

献では詳しい説明はほとんどなされていないと言って良い｡特に両者がどのように関係す

4V.E.Korepin氏から内緒話として筆者が開いたところでは､Kazhdan-Lusztig予想で世界的に有名な数
学者のKa乞hdanが数年間証明を試みていたが､しばらく前にどうやら諦らめたらしい､とのことであった.
この話から示唆されることは､ストリング仮説には未来の新しい数学が含まれている可能性が高いというこ
とである｡
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るかの記述は英文でも非常に稀である｡【8】 1次元量子系に対する波動関数のベ-テ仮設

法【1,10ト バクスターの教科書【4】に展開されているような2次元古典統計力学系の転送行

列法､そしてこの両者をつなぐ代数的ベ-テ仮設法[61の三つを同時に解説する文献は､ま
だ存在していないと思われる｡ また､出来る限り物理的な意味を説明し､物理的な見方か

ら自然に数理物理を理解できるように努力した｡

本解説の構成を以下に説明する｡ 第2節では1次元ハイゼンベルグ模型など､代表的な

可解模型の例を紹介する｡第3節では､ベ-テ仮設波動関数を用いた固有関数の構成法を

数学的にも厳密に議論する｡第4節では､2次元古典統計系の可解格子模型である6バー

テックス模型を説明し､ヤン ･バクスター関係式と転送行列の関係を述べる｡ ヤン ･バク

スター関係式の取り扱いを図解する｡第5節では､代数的ベ-テ仮設法を丁寧に解説する｡

第6節ではストリング仮説とスピノン励起を議論する｡第7､8,9節は関連する話題を

カタログ的に取上げ､本解説で議論された事柄が他の幅広い分野に関係することを示唆す

る｡本解説が様々な分野の参考書や研究論文を読んでいくきっかけになれば､望外の幸い

である｡【1-10】【1ト21】

2 可解量子スピン系の例

2.1 1次元量子Heisenberg模型 一量子スピン系の厳密解の代表例

周期的な1次元格子鎖の上に定義された量子ハイゼンベルグ模型 (XXX模型)は､量

子スピン系を代表する可解格子模型である｡【1,10]格子点の数をⅣとして､そのハミルト

ニアンは以下のように表される｡

∧r

71xxx-J∑S-2･島+1,Where S-N.1-S-1･e=1 (2.1)

上式では周期的境界条件‥S-N+1-S-1を仮定した.結合定数Jが正のとき (J>0)､基底
状態は反強磁性的となる｡本解説では量子ハイゼンベルグ模型は反強磁性の場合のみを考

えることにする｡変数 S-eは e番目の格子点上に定義された量子変数であり､スピン変数

とよぶ ｡ そしてその大きさは 1/2とする｡

S-A-(sex,sey,sez)-(芸qex,;qey,;qez) (2･2)

上のスピン変数を数学的にもう少しきちんと説明しよう｡まず､パウリ行列は以下のよ

うな行列である｡

qx - (冒三) qy- ( ? -.i) qz- ( ; _01 )
2行 2 列 の単位 行列を Jと表すことにする ｡

･- ( 去 冒)
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単位行列Iのn重のテンソル積を､I⑳nと表すことにするo すると､j番目の格子点上の

パウリ行列O-,Fは､次のように定義されるo
ill N-i

q,F-7㌃ ｢ 訂 ⑳qx ⑳7訂 ｢ 訂 -I@'j-1)㊨qX㊨I⑳("-j' (2.5)

この模型がハイゼンベルグ模型と呼ばれる理由は､ハイゼンベルグが強磁性の微視的原因

として隣り合う原子上の電子の波動関数の交換積分を考察したことに由来する｡【22,23,24】

ただし､S-1･S完 というスピン変数同士の結合をきちんと数学的に定式化したのはデイラッ

クであるらしい｡電子の波動関数の重なりから交換積分Jを導くことは､磁性あるいは量

子力学の教科書を参考にして欲しい｡【23,22,24】

1次元反強磁性XXX模型 (量子ハイゼンベルグ模型)の特徴として､以下のような事
柄が挙げられる｡

●基底状態は仝スピン0(∫=0)､量子揺らぎあり (古典的ネール状態でない)

●基底状態は臨界状態､ギャップなし

.励起状態はスピノン(spinon)という ｢キンク解｣

2.2 異方性をもつ可解量子スピン鏡の例

量子ハイゼンベルグ模型(2.1)のスピン変数の結合は等方的で､ハミルトニアンには回

転対称性が存在する｡ 一万､回転相称性を壊すような異方的な結合定数が存在すると､結

合定数の値に応じて多様な基底状態が出現する可能性が出てくる｡(量子系の模型の結合変

数に依存して異なる基底状態が出現する現象を､量子相転移現象という｡)

等方的な量子ハイゼンベルグ模型において､Z軸方向のスピン変数の結合が変化するも

のをXXZ模型とよぶ｡1次元異方的ハイゼンベルグ模型のハミルトニアンは以下のよう
なものである｡

N

71xxzニーJ∑ (SeXseX.I+SeYseY.I+△SeZseZ.1),Where S-N十1-S-1･ (2･6)
√=1

ここで変数△ は異方性を表す変数であり､その値に応じて基底状態は異なる｡困 ≦1の
場合､励起スペクトルにギャップがなく､基底状態は量子的な臨界状態であると考えられ

る｡ 一方､困 >1の場合､励起スペクトルにはギャップが存在する｡
異方的ハイゼンベルグ模型はさらに一般化して､XYZ全ての結合定数が異なる1次元

xYz模型を考えることができる｡そのハミルトニアンは以下に与えられる｡
〟

71xyz--∑ (JxSeXseX.1十JySeYseY.1+JzSeZseZ.1),Where S-N+1-S-1･ (2･7)招･_il
ここでXXZ模型は Jx-Jy-J,Jz-J△の場合に対応する｡1次元XYZ模型の基底
状態はその結合定数 Jx,Jy-J,Jzに依存して定まるが､やや詳細になるので省略する｡

【4】
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2.3 1次元ハバード模型 一強相関電子系の厳密解の代表例

量子スピン系に適用されていたベ-テ仮説の方法を拡張して､相互作用する電子系の厳

密解が導かれる｡1次元ハバード模型はその代表例である｡

周期的な1次元格子鎖の各格子点上に原子が位置し､その原子にほぼ局在した電子状態

が存在すると仮定する｡電子状態としてはワニア-波動関数を考える｡電子は上向きか下

向きのスピンを持ち､各原子において上向き (下向き)の電子は一個しか存在できないと

する｡ つまりパウリの排他律である.(バンドは一個ということ)このとき､格子点j上に

スピンC,を持つ電子を生成する演算子 (消滅させる演算子)をC3,q(cj,q)とする.これら
はフェルミオン演算子であり､反交換関係を満たす｡隣接する格子点上の電子の波動関数

は互いに少しだけ重なり､このため電子は最近接格子点へ移動できると考える｡さらに電

子間にはクーロン力に由来する相互作用が作用する｡ ただし局在電子状態 (実はワニア-

波動関数)から出発するので､同じ格子点を占有する電子同士の間にしか電子間相互作用

が存在しないと仮定できる｡隣接する格子点上の電子間の波動関数の重なりは小さく､電

子間相互作用も非常に小さい｡この結果､同一の格子点に上向きスピンと下向きスピンの

電子が一個ずつ存在する場合だけ､電子間相互作用が存在する｡

以上の物理的考察を数学的に表現しよう｡ 1次元ハバード模型のハミルトニアンは､以

下のように与えられる｡

L L

71Hubba,dニーi∑∑(C,f･,qcj'1,q+C,+･.lCj,q)+ U ∑ n,I,Tnj,ij-1q-T,1 1'-1
(2･8)

ここで格子点の総数はLとする.周期的境界条件は､cL.I,g- Cl,qおよびcLl,q- C壬,Uで
与えられる.そして結合定数は､4tはバンド幅に対応し､ハバード結合定数Uは電子間の

クーロン力に対応するo また､nj,J-C,I,JC,I,Jは j番目の格子点上のスピンO-の電子の数
を表す｡

1次元ハバード模型の特徴としては､以下のような事柄が挙げられる0

●ハバード結合定数が斥力的のとき (U>o)､ハーフフィリングでモツト絶縁体を実
現する

●スピン自由度と電荷自由度が分離 (スピノン励起､ホロン励起)

･ハバード結合定数が引力的のとき (U<o)､スピンギャップが存在する

1次元ハバード模型のスピン部分のスペクトルは1次元反強磁性量子ハイゼンベルグ模

型と細かい点を除けばほぼ同じである｡ そこで､1次元ハバード模型は､電荷励起部分を

含むようにXXX模型を一般化した模型であるとも見なせる｡スピン自由度と電荷自由度
の分離は低いエネルギー励起状態に対してのみ成立する､と通常考えられている｡1次元

ハバード模型の低励起スペクトルは共形場理論あるいは朝永 ･ラッチインジャー流体を実

現していると解釈できるので､そのように考えることも無理はない｡しかし実際には､系
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の大きさLが十分に大きい場合､電荷ギャップの存在する励起状態も含めてスピン自由度

と電荷自由度の分離が成立する｡【26】共形場理論および朝永 ･ラツティンジャー流体では
励起エネルギーの線形分散関係はその前提であるが､電荷ギャップ励起状態では線形分散

関係は成立しない｡しかしその場合でも､1次元ハバード模型ではスピン･電荷分離が実

現している場合がある｡

3 波動関数のベーテ仮設法の厳密な導出

3.1 ベーテ仮設波動関数

ベ-テ仮設法には､固有波動関数を仮定するもの (波動関数のベ-テ仮設法,coordinate

Betheansatz)､代数的な交換関係を用いるもの (代数的ベ-テ仮設法,algebraicBethe

ansatz)､そして転送行列の固有値の解析性の仮定から方程式を導くもの (解析的ベ-テ仮

設法,analyticBetheansatz)の3種類がある｡ここではその中でも最も歴史の古い､座標

的ベ-テ仮設法を議論する｡具体的な例として､XXX模型に対するベ-テ仮設法を考え

る｡M 個の下向きスピンの擬運動量 kjがベ-テ仮設方程式を満たすとき､対応するベ-

テ仮設波動関数はXXXハミルトニアンの固有関数となることを数学的に厳密に証明する｡

1次元XXX模型のハミルトニアン(2.1)の固有関数を求めてみよう｡最初に考察すべき

ことは､系の持つ対称性である｡明らかに､XXX模型は回転対称性を持つ｡この対称性を

具体的に交換関係で表現してみよう｡

全スピン角運動量演算子 S-を導入する｡

〟

S-lot-∑S-i
E=il

(3･1)

==∵
ただし､各格子点上のスピン変数の大きさはどれも1/2であるとする.Sj-q-i/2このと
き､仝スピン角運動量はハミルトニアンと交換することを示せる｡

[7ixxx,S-tot]-0,. (3.2)

こうして､仝スピン角運動量が系の保存量であることが明らかになった｡全スピン角運動

量 S-tolの大きさSloLt Z成分 StZotはハミルトニアンと同時対角化される｡XXXハミルト

ニアンの固有ベクトルを表す量子数 (の一部)として､仝スピン各運動量の大きさSlotと

その Z成分StZotの値を考えることができる｡
仝スピン角運動量の Z成分を対角化する方向に選んだので､各格子点のスピン演算子の

Z成分を対角化する表示を選択すると便利である｡まず､全てのスピンが上向きの状態を

考えよう｡これを ｢真空｣として選ぶ｡

Ⅳ
l††-･†
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ベクトル表示では､｢真空｣状態は以下のように表せる｡
Ⅳ

lO)- ( 三 ) ⑳- ㊨ ( 三) (3･4)

ベ-テ仮設固有状態を定義しよう｡ まずスピン1/2の上げ下げ演算子を以下のように走

める｡

6㌧ ;gx ･i;qY - (0. ; ) , g-三 gx -i;qY- (冒O.) (3･5)

下向きのスピンが〟 個のベ-テ仮設ベクトルをⅠ〟)と表し､以下のように定める｡

IM)- ∑ f(xl,･･I,XN)JIlqX-,-qT-MIO)
1≦xl<x2<...<xM≦N

(3･6)

ここで係数 J(∬1,… ,棚 )は〟 個の下向きスピンがJl,…,紬 に存在する場合の波動関

数を表す｡ただし､1≦ ∬1<- <∬〟≦〃 の場合のみを考える｡∫(∬1,… ,棚 )をベ-

テ仮設波動関数とよび､次式のように与えられるものとする｡

f(xl,･･･,XM)-PSMAM(P,exp(填kpjXj) (3･7)

ここで SM は M 次の対称群 (置換群)､pはその要素であるひとつの置換を表す.jに対

する置換演算の結果をpjと表す｡そして和記号 ∑p∈sM は対称群 SM のM!個の全ての要

素に関する和を示す｡k1,...,kM は異なるM個の定数 (一般には複素数)であり､擬運動

量(quasi一momenta)とよぶ｡これらはスピン波の ｢格子運動量｣のように見えるが､正確に

述べると通常のスピン波ではないことを後で示す｡AM(P)は振幅とよばれ､あとでゆっく

り決めることにする｡また､波動関数f(xl,… ,XM)は詳しくはf(xl,‥.,XM;kl,… ,kM)
と表すことができる｡

定義式 (3.7)が何を意味するのかをすぐに理解することは難しいので､いくつか簡単な
例を調べてみよう｡

(1)〟=1の場合

下向きスピンが一個の場合､波動関数は単なる指数関数である｡

f(I)-Aexp(ikx) (3.8)

この場合は単なる平面波解である｡よって､ベ-テ仮設ベクトルは波動関数 f(I)が周期

的境界条件を満たせばxxxハミルトニアンの固有ベクトルとなる｡

(2)〟=2の場合

下向きスピンが2個の場合､2次の対称群は

S2- ( ( ll 22 ) , (冒 ))

- 2 65 -
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の2個の要素が存在する. ここで与えられた置換 pを次のように表現した.

p-(pllP22) (3.10)

そして､置換 pに対して振幅 A(P)をA(P)-AlPl,P2]と表そう｡すると､ベ-テ仮設

波動関数は以下のようになる｡

f(xl,x2)- ∑ A(P)expi(kpIXl+kp2x2)
P∈S2

- Al12】ei(klXl+k232)+Al21】ei(k231十klC2)

(3)〟 =3の場合

3次の対称群S3の要素は以下の6個である｡

(3.ll)

F

lnH一

3
1

2

2

1

3

(し""■.l.■
ln
u

3

2

2

1

1

3

(し"l

nu

3

1

2

3

1

2

J
H川ト
_
し
川U

F

n
u

3

3

2

1

1

2

慧

tU

F

別U

3

2

2

3

1
1

ィHr
点
F
れu

3
3

2

2

日日
日
二

i"川Ⅷ旧
し川U

(3.12)

置換 p に対して振幅A(P)をA(P )-AlPl,P2,P3】と表す｡ するとベ-テ仮設波 動関数
は､以下のように与えられる｡

I(xl,x2,33)- ∑ A(P)expi(kpIXl+kp2x2+kp3X3)
P∈∫3

- Al123】expi(klXl+k2x2+k3X3)+Al132]expi(klXl+k3x2+k2X3)

+Al213】expi(k2Xl+klx2+k3X3)+Al231]expi(k2Xl+k3x2+klX3)

+Al312】expi(k3Xl+klx2十k2X3)+Al3211expi(k3Xl十k2x2十klX3)

(3.13)

3･2 周期的境界条件(ベ-テ仮設波動関数)
-◆

xxxハミル トニアンは周期的境界条件 :S-N+1-Slの下で定義されているので､波動
関数も周期的境界条件を満たさなければならない｡5下向きスピンの位置座標が 1≦ ∬1<

∬2< ･- <∬〝≦Ⅳを満たすとき､波動関数に対して次式が成立しなければならない｡

I(xl,x2,-,XM)-I(x2,- ,XM,Xl+N) (3.14)

(1)〟-1の場合

周期的境界条件 :I(I)-i(I+N)が成立するための必要十分条件は明らかに次式である｡

exp(ikN)-1 (3.15)

5そうでないと､XXXハミルトニアンの波動関数への作用がうまく閉じない｡
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(2)〟 -2の場合

まず次式に注意する｡

I(x2,Xl+N)- Al12】expi(klx2+k2(xl+N))+Al21】expi(k2x2+kl(xl+N))

-Al21】exp(iklN)expi(klXl+k2x2)+Al12】exp(ik2N)expi(k2Xl+klx2)
(3.16)

すると､1<_xl<x2≦Nを満たす任意のxlおよびx2に対して周期的境界条件'.I(xl,x2)-

∫(∬2,∬1+〟)が成立するための必要十分条件は

Al21]exp(iklN)-Al12],Al12]exp(ik2N)-Al21] (3.17)

(3)〟-3の場合

周期的境界条件

J(gl,∬2,g3)エア(∬2,∬3,∬1+〟) (3.18)

から6個の条件式が導かれる｡上式の左辺において次のような置き換えを行うと､右辺が

導かれる｡

∬1-∬2,∬2-∬3, ∬3-∬1+〟 (3.19)

そこでこの置き換えを左辺の一つの項に適用してみよう｡

A【123]expi(klXl+k2x2+k3X3)- A【123】expi(klx2+k2X3+k3(xl+N))

- Al123】exp(ik3N)expi(k3Xl+klx2+k2X3)

(3.20)

ここでf(xl,x2,X3)におけるexpi(k3Xl+klx2+k2X3)の係数が上と一致することから､

Al123]exp(ik3N)-Al312] (3･21)

が導かれる｡他の5式も同様にして導かれる｡ これらの条件は以下のようにまとめられる｡

記号 (123)で､ 1- 2､ 2- 3､3- 1なる巡回置換を表す｡このとき任意の置換

Q∈S3に対して､周期的境界条件は次の関係式で与えられる.

A(Q(123))exp(ikQl)-A(Q) (3･22)

ここでQlとは､置換 Qの 1への作用を表す｡例えば Q-(12)のとき､Q1-2である｡

(4)一般の〟 の場合

記号 (12-･〟)で､ 1-2､2-3､-･〟- 1なる巡回置換を表す｡このとき周

期的境界条件は次の関係式で与えられる｡

A(Q(12･･･M))exp(ikQl)-A(Q),for QESM .
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3.3 ベーテ仮設ベクトルが固有ベクトルとなる十分条件

前節で取上げたベ-テ仮設固有状態がどのような場合に固有ベクトルになるのか､詳し

く調べてみよう｡ ただし､周期的境界条件は満たされているものとする｡以後､格子点の

総数 Ⅳ は偶数とする｡

まず､SeZseZ+1の項を次式のように変形する｡

差sezsez･1-接JeZ-1,(JeZ･1-1)+(筈-M) (3･24)

演算子(JeZ-1)は､格子点 侶こ下向きスピンがいる場合に-2､いない場合は Oを与え
る｡上のよう.に変形すると､下向きスピンが存在する格子点だけを考えれば良いので､取

り扱いが容易になる｡例えば-般の場合,次のように表せる｡

(qez- i)牛 qIMP,- (,f l( - 2)62･T,･) gr-.･-JI- ･0, (3･25)

次に､XXXハミルトニアンを昇降演算子で書き直す｡その結果と上の変形とをまとめて､
次式が導かれる｡

･xxx-言針毎 l･qe-qe･･1.去(qez-1,(qeZ･1-1)〉･J(芸IM)･(3･26)
xxxハミルトニアンのベ-テ仮設ベクトルへの作用を具体的に考察しよう｡

(1)〟 =1の場合

下向きスピンが一個の場合､波動関数は単なる指数関数である.(I(I)-Aexp(ikx))ま

ず次式に注意しておく｡

f(x-1)+I(I+1)-2coskf(I)

そして､o･e-j=lqe+･qclO)-6T,EVE-illO)を用いて､以下のように計算できる.

N NN
∑(q2-.1qe'+q2--1Je')Il)-∑∑ f(I)(転.Ilo)+Jr1-110))β=1 2=13:=1

〟

∑ (I(I-1)+I(I+1))JI-IO)T=1
〟

2cosk∑I(I)JIIO)r=l

(3･27)

(3.28)

ここで変数のシフト (∬一g-1および ∬→∬+1)を実行した際に波動関数の周期的条
件と同時にスピン演算子の周期的境界条件:ち+N-0-㌔ を用いた.

(2)M =2の場合
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下向きスピンが2個ある場合から､厳密な取り扱いはやや面倒になる｡特に､周期的境

界条件と座標領域の条件1≦ gl<∬2≦Ⅳの二つを同時に取り扱うのは､厳密に示すこと

は可能であるが､あまり見易くはない｡

分かり易く説明する一つの方法として､座標領域を拡大するやり方を議論しよう｡ つま

り､1≦Jl≦Ⅳおよび 1≦ ∬2≦Ⅳ を満たすⅣ×Ⅳの正方格子点全体を定義領域とす

る波動関数*(xl,x2)を考えよう｡ 以下のように定義する｡

¢(∬1,∬2)-
∬1<∬2

g2<gl
Jl=∬2

また周期格子上のクロネッカーのデルタを､以下のように定義する｡

6j,k-(吉
for j=k(modN)
otherwise

(3.29)

(3.30)

このとき､下向きスピンが2個のベ-テ仮設ベクトル(2)は､以下のように正方格子点全

体で定義された波動関数4,(xl,x2)を用いて表される｡

I2)- ∑ f(xl,x2)crx-1Crt2lO)
1≦Tl<T2≦N

l≦31%2≦N去f(xl,x2)q云J;2JO)+1≦｡IS2≦N;f'xl,x2)62-1柳 )

1≦CIS2≦N去f'xl,X2'63-1cc12P'+l≦ょ.≦N去f'x2,Xl'q訪 -1P'
∑ 4,(xl,x2)0-I-1Cr訂0)+ ∑ 4,(xl,x2)0-云C,訂0)

1≦Tl<C2≦N l≦C2<xl≦N
〟

- ∑ 4,(xl,x2)qr-10･=2(0)∬1,〇2-1
(3･31)

次に､XXXハミルトニアンの作用を具体的に考察しよう｡まず最初に､ベ-テ仮設ベク
トルl2)において､二つのスピンが同じ格子点にある場合はゼロになることを次式の右辺

のように式で表現しておく｡
〟 〟

l2)- ∑ 4,(xl,x2)JT110rI2fO)-∑ 4,(xl,x2)(1-∂rl,C｡)Jc-.0･I2IO)
∬1,C2-1 3:1,32-1

(3.32)

この右辺に昇降演算子を作用させ､変数のシフト(∬1→∬1-1および∬2ー∬2-1)を行

うと､以下のように計算される｡
〟

(gel.lqe')∑ 4,(xl,x2)(1-∂3.,T｡)qr11g訂0)
cl,3:2=1

〟

- ∑ 4,(xl,x2)(1-6Tl,C2)(6erlqr-1.1g=2lO)+∂er｡q=163-,.1lO))
cl,32-1
〟

- ∑ g仲(xl-1,x2)(1-∂xl11,I,)6e,訂1-1+4,(xl,x2-1)(1-6｡1,∬2-1)∂e,I2-1)
xl,3:2-1

×o'3-1qI2lO) (3.33)
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ここでデルタ関数の引数の周期性63+N,y-6T,yを用いた｡こうして次式を得る｡

(差 qe-･NIJe･)'2'
- ∑ (4,(xl-1,x2)(1-∂x.-1,x2)+4,(xl,x2-1)(1-6Tl,Tュll))OIT-1C,I,[0)
xl,32-I

(3.34)

同様にして､次式を得る｡

(差Nqe--1qe･)･2'
∑ (4,(xl+1,x2)(1-∂C.+1,3｡)+4,(xl,x2-1)(1-∂訂1,32+I))qflCrt,lO)
rl,32-1

(3.35)

次に,対角項を計算する｡

真言(qez-1)(qeZ･1-1)･2,
〟

去(qez-i)(qeZ.1I1) ∑ *(xl,x2)qf1g3-2IO)xl,x2-i
Ⅳ

∑
xl,x2-1*(xl,x2)去(-2)(6e,Tl･62,32)(-2)(∂e,I.-1+6e,32-1)gr-.JI2IO)
〟

∑ 2(6e,rl∂e,X｡-1+62,I,6e,｡.-1)*(xl,x2)oI3-1g=210)
rl,x2=1

(3.36)

以上の数式(3.34)､(3.35)そして(3.36)の計算結果をまとめると､以下のようになる｡

N

∑
e=1(q2-.1geh 吃 lqeh 芸(gez-1)(JeZ.1-1))l2)
∧r

∑ 〈4,(xIJ ,x2)(1-∂xrl,x2)+4,(xl,x2-1)(ト ∂C1,C2-1)
xl,r2-I
4,(xl+1,x2)(1-∂31+1,2｡)十4,(xl,x2+1)(1-6Tl,E,+1)

+2(∂rl,｡｡11+∂耶1-1)4,(xl,x2))qI.qI2[0)
〟

∑ 〈∑ (4,(xl+S,x2)+4,(xl,x2+S))
Tl,C2-1s-i:1
-∂Tl十1,訂2(4,(xl,x2-1)+4,(xl+1,x2)-24,(xl,x2))

-∂叶1,C2(4,(xl-1,x2)+4,(xl,x2+1)-24,(xl,x2))〉0(xl,x2)qx-1qf2lO)
〟

∑ ∑(4,(xl+S,x2)+4,(xl,x2+S))0-㌫ q訂0)
rl,3:2-1a-土1

- 270-



1次元量子系の厳密解とベ-テ仮説の数理物理

〟

-∑(¢(xl,Xl)+4,(xl+1,xl+1)-24,(xl,Xl+1))cr3-1g㌫十ll0)
細目二日
∧｢

-∑(¢(xl-1,xl-1)+4,(xl,Xlト 24,(xl,Xl-1))qf.Jx-I_1lO)明日-il (3･37)

ここで∬1<∬2ならば gl+1≦ ∬2 であることに注意すると､∬1<∬2のときは

4,(xl土1,x2)-I(a･1j=1,a.2)/2 であり､xl>x2のときは4,(xl土1,x2)-I(x2,Xl土1)/2
である｡よって､

〟

∑(qe-.lqeh ge-Jqe'+;(geZ-1)(Fez.1-1))l2)で._1
〟

- ∑ ∑ (I(xl+S,x2)+I(xl,x2+S))crx-1JI210)
xl,32-18=士1
〟

-∑ (I(xl,Xl)+I(xl+1,xl+1)-2f(xl,Xl+1))q云q云+1回 (3･38)
Tl-1

ベ-テ仮設ベクトルは､言わば平面波の重ね合わせなので､次が導かれる0

∑ (I(xl+S,x2)+I(xl,x2+S))-(2coskl+2cosk2)I(xl,x2) (3･39)
β=土1

ハミルトニアンの作用は以下のように表される｡

差(Jellqい 吃lqe･･去(qez-1)(JeZ･1-1))l2)
-(2coskl+2cosk2)l2)
N

-∑ (I(xl,Xl)+I(xl+1,xl+1)-2f(xl,Xl+1))o･8-.olx-I+1IO) (3･40)
〇1-1

以上の計算から､ベ-テ仮設ベクトル l2)がXXXハミルトニアンの固有ベクトルである
ための必要十分条件は､周期的境界条件の下で次式が成立することである｡

f(I,I)+I(I+1,I+1)-2f(I,I+1)-0 for I-1,･1.,N

ベ-テ仮設波動関数を上式に代入して､振幅に対する条件を調べよう｡

(3･41)

I(I,I)+I(I+1,I+1)-2f(I,I+1)

∑ A(P)ei(kpl'kp2)r+∑ A(P)ei(kpl'kp2)(叶 l)-2∑A(P)ei(kpIC'kp2(3'1))
P∈S2 P∈S2

∑A(P)(1+ei(kpl'kp2)-2eikp2)ei(kpl'kp2)I
P∈S2

ei(kl'k2)I∑ A(P)(1+eqkpl+kp2)-2et'kp2)
P∈S2
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以上の計算から､必要十分条件は次式であることが分かる｡

∑A(P)(1+et'(kpl十kp2)-2eikp2)-0
P∈S2

具体的には､次式となる｡

(3.43)

A(12)(1+ei(kl'k2)-2eik2)+A(21)(1+ei(Lll'k2)-2eikl)-0 (3･44)

これを振幅A(21)とA(12)の関係を与える式であるとみなすと､

A(21) ′.､1+ei(kl+k2)12eiL-2
-(-1)

A(12) 1+ei(kl+k2)-2et'kl (3.45)

と表される｡

(3)一般の〟 の場合

領域1≦xl< ･･･XM≦N の条件を簡単に表現するため､領域を一辺の長さが N の M

次元超立方格子に拡張してみよう｡新しい波動関数*(xl,… ,XM)を定義する｡i-1,...N

に対して1≦xj≦N を満たす格子点の列x1,...,XM を任意に与えたとき､これらの座標

点を小さい方から順番に並べ直す置換Qが存在し､1≦ xQl_< ･･･≦ xQM _<N となる｡こ

のとき､新しい波動関数4,(x1,...,XM)を次式で定める｡

柚 ,･-,xM)-去f(xQl,･･･,XQM)
ベ-テ仮設ベクトルはこの新しい波動関数で次のように表される｡

〟

lM)- ∑ 4,(x1,.･･,XM)JT-1-gxIMIO)
Jl,…,∬〟-1

(3･46)

(3.47)

新しい波動関数を用いると､ベ-テ仮設ベクトルに対するXXXハミルトニアンの主要部
の作用は以下のように表される｡

〟

∑
e=1〈qe-.lqeh 吃Iqeh ;(JeZ-1)(qeZ.i-1)〉lM)
〟 〟

∑ [∑∑4,(xl,･･･,I,･11,Xj+ S,Xj'1,-,XM)
31,…,CM=1)I-1s-士1

-∑ (∂3,A.I,｡k(勅 ,xkl1)+*(xj+1,xk)-2勅 ,xk))
1≦)'<k≦M

+6Tト 1,Ck (4,(xj,Xk+1)+4,(I,･l1,xk)-24,(xj,Xk))〉]Jr-I･･･q=MIO)

(3.48)

よって周期的境界条件の下で次式が成り立つことが､ベ-テ仮設ベクトルが固有ベクトル

となるための必要十分条件である｡

M-1 )i+I

∑ ∑(I(x1,.･･,Xj-I,分,育 ,xj.2,- XM)
1≦cl<-<cM≦N3'-i
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l i+I
J～ .～

+I(xl,-･,Xj-1,XJ･+1,xj+1,xj+2,･･･XM)
i+I

-2f(xl,‥.,隼 1五 訂 訂 ,xj.2,.‥XM))63,.1,I,.1gr-1I-gIMIO)-0.
(3.49)

上の表現では演算子の周期性とデルタ関数の引数の周期性が仮定されていることに注意

する｡

隣り合う二つの整数jとj+1の互換(i,i+1)を記号7rjで表す｡任意の置換Pに対して

A(P)(1+ei(kpj'kp(州,)-2et'kp(,'･1))+A(Pqj)(1+eqkp,'kp'j･.')-2eikp,A)-o (3･50)

であるとき､

人 ､.,. J r
f(xl,･･･,Xj-1,Xj,Xj,Xi･+2,･-XM)+I(xl,･-,Xj-1･Xj+1,xJ･+1,x31+2,- X M )J
-2f(x1,.‥,X]_1,号 ,xi+1,xJ.2,....TM)-0 (3･51)

が成立する｡ 波動関数に対する周期的境界条件が成立するとき､条件 (3.50)は､ベ-テ仮

設ベクトルがXXXハミルトニアンの固有ベクトルであるための十分条件である｡これを
振幅A(P)とA(P7Tj)の関係式とみなすと､

A(P7Tj)_′1､1+exp(i(kpj+kp(i+l)))-2exp(ikp(i+1))
-(-1)

A(P) ＼ー′1+exp(i(kpj+kp(i+l)))12exp(ikpj)
(3･52)

ただし分母の振幅 A(P)はゼロでないと仮定した.一般にはゼロでないとは限らず､特に

ハミルトニアンに対称性がある場合はゼロになる振幅も存在する｡

3.4 振幅に対する関係式(固有ベクトルの十分条件)の無矛盾性

振幅に対する関係式 (3.52)に矛盾がないことを議論しよう｡そのためには､対称群の知

識が少し必要である｡

簡単のため､下向きスピンが3個の場合を考える｡ まず､自明な置換 eに対する振幅

をA(e)とする｡ そして､互換 (13)に対する捌 苗を関係式(3.52)を用いて求めてみよう｡

関係式 (3･52)はjとj+1の引き続 く正整数の互換 7Tj-(i,i+1)に対して与えられ
る.そこで､互換 (13)を7rl-(12)と 7r2-(23)を用いて表そう.容易に示せるように
(13)-(12)(23)(12)-7r17T27Tlである｡よって振幅 A(13)は以下のように求められる.

A(13)
A(7r17r27rl)
-1((I)
･A(e)

A((7T17r2)7rl)A(7r17T2)A(7rl)

A(7T17r2) A(7rl) A(e)
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上式中の三つの積は各々以下のように与えられる｡

A((7r17r2)7rl)

A(7r17T2)

.1(/Tl,I._･)

A(7Tl)

1+exp(鶴 .打el+ikql打｡2)-2exp(ikql汀｡2)
1+exp(ikwl汀21+鶴 .汀22)-2exp(ikql打21)
1+cxp(ik2+ik3)I2exp(ik3)
i+exp(ik2+ik3)- 2cxp(ik2)
1+cxp(勅 12+ikq13)-2exp(ik,r13)
1+exp(ikN.2+ikq13)-2exp(ikN12)
1+exp(ikl+ik3)- 2exp(ik3)
1+cxp(ike+ik3)- 2exp(ikl)
1+exp(ikl+ik2)- 2exp(ik2)
1+cxp(ikl+ike)-2exp(ikl)

互換(13)は (13)-(23)(12)(23)とも表される｡つまり2通りの表し方がある｡

(13)-7r17r27r1-7r27r17r2

(3.54)

(3･55)

この二つのうちのどちらを用いて振幅 A(13)を求めても結果が一致しなければならない｡

実際､7T27T17T2の表式を用いても同じ結果が導かれることを､以下に示す｡

A(13)
A(7r27r17r2)
A(e)
･A(e)

A((7T27Tl)7T2)A(7r27rl)A(7T2)

A(7r27rl) A(7Tl) A(e)

ここで上式中の三つの積は各々以下のように与えられる｡

A((7T27Tl)7r2)

A(7r27Tl)

A(7T27Tl)

A(7r2)

･A(e)

1+exp(ikT｡打12+ikw2打13)-2exp(ikT,れ3)
1+exp(ikq2汀12+ikq｡汀13)-2exp(ikw｡打12)
1+exp(ikl+ik2)- 2exp(ike)
1+exp(ikl+ike)- 2exp(ikl)
1+exp(ikT21+ikw｡2)-2exp(ikn｡2)
1+exp(ikq｡1+ikw｡2)-2exp(ikq｡1)
1+exp(ikl+ik3)-2exp(ik3)
1+exp(ikl+ik3)- 2exp(ikl)
1+exp(ike+ik3)- 2exp(ik3)
1+exp(ike+ik3)- 2exp(ik2)

(3.56)

(3.57)

式(3.54)の三つの振幅の比の積は､順番を変えると式(3.57)と一致することが分かる｡こ

うして､互換(13)の2通りの表し方(3.55)のどちらからも同じ振幅が導かれることが明ら

かになった｡

それでは逆に､(3.53)と(3.56)が一致することを示すだけで十分なのであろうか.他に

は何か満たされるべき関係式は存在しないのであろうか｡この間題は､対称群の生成演算

子とその定義関係式を調べることで解決される｡実は次のような事実が証明されている｡6

6Magnus,KarraSandSolitar【171を参照
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Theorem 3.1M 次の対称群sM は､次の定義関係式を満たすM -1個の演算子7Tl,‥.,

打〟 _1で生成される｡

7rJ?-C,forJ-1,･･･,M -1
7Tj7Tj+17｢j - 7rj+17rj7rj+1 for j-1)-†M -2･

ここでeは単位元である｡

対称群の任意の元は生成子7r,.の積で表され､その表し方の不定性は全て上の二種類の関

係式 (3.58)と(3.59)から導かれるものだけである.よって､振幅A(P)の無矛盾性を証明
するには､関係式 (3.58)と(3.59)が満たされていることを示せば良いO実際､一般の M

の場合の確認も容易である｡

3.5 ベーテ仮設方程式

振幅を決める関係式(3.52)を用いて､波動関数に対する周期的境界条件を定式化しよう｡

まず具体的にM =2とM =3の場合を書き下してみよう｡

(1)〟-2の場合

波動関数の境界条件は､Al21】exp(iklN)-Al12】 および Al12】exp(ik2)-Al21】とい

う振幅に対する条件に帰着される｡そこで関係式(3.52)より､この2条件は次式に還元さ

れる｡

exp(iklN)

exp(ik2N)

A(12)
1+exp(ikl+ike)-2exp(ikl)

1+exp(ikl+ike)-2exp(ik2)

A(12)

A(ど)

1+exp(ikl+ik2)I2exp(ik2)

1+exp(ikl+ik2)-2exp(ikl)
(3.60)

(2)〟-3の場合

対称群S3の任意の要素Qに対して､A(Q(123))exp(ikQl)-A(Q)が条件である. そこ

で 関係式(3.52)と(123)-(12)(23)より､次が導かれる｡

exp(ikQl)
A(Q) A(Q)

A(Q(123))~A(Q(12))

卜1)

A(Q(12))

A(Q(12)(23))

1+exp(ikQl+ikQ2)-2exp(ikQl)

1+exp(ikQl+ikQ2)-2exp(ikQ2)

×(-1)
1+exp(ikQl+ikQ3)I-2exp(ikQl)
I+exp(ikQl+ikQ3)-2exp(ikQ3)
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任意の置換Qに対して成立するので､i-Qlとおくとこれは

㌔ expi(kj+ke)+1-2expiki
exp(iNkj)- n

e=I毒jeXIM'(kj+ke)+ト 2exp砺
for 3-1,2,3･ (3.62)

とまとめられる｡

(3) 一般の 〟の場合

M -3の場合の議論と同様にして､次のM個の式が周期的境界条件と等価である｡

筈 expi(kj+ke)+112expikj
exp(iNkj)-(-1)M~1Il

e=t,i#expi(kj+ke)+i-2expike
, for 3-1,2,",M.

(3.63)

これらの〟 本の方程式の系を､ベ-テ仮設方程式､とよぶ｡

ベ-テ仮設方程式(3.63)を満たすM個の未知数kl,‥.,kM が求められれば､1次元XXX
模型の固有状態波動関数と同時にそのエネルギー固有値が次式により求められる｡

E弓 ,!12coskjIJ(;-M ) (3･64,

後々の便利のため､ベ-テ仮設方程式を別の形に表そう｡擬運動量kjに対してラビデイ

ティ一入jを次式で定める｡

exp(ik,･)-至宝

i+exp(ikl+ike)- 2exp(ike)

1+exp(ikl+ike)- 2exp(ikl)

すると次式より､

ベ-テ仮設方程式 (3.63)は次のように書き直される｡

(班 )〟-筈入j一入e+2ie=tii1人j一入2-2i'

l1-12- 2i

ll-12+2i

(3.65)

(3.66)

for 3-1,2,..･,M. (3.67)

3.6 ベーテ仮設固有ベクトルの数え上げとベーテ仮説の妥当性

ここで少しベ-テ仮説の完全性を議論してみよう ｡下向きスピンが 〟 個の場合のベ-チ

仮設方程式の解の個数をZ(N,M)とする｡ そして､それが次式で与えられると仮定する.

Z(N,M)-NCM -NCM-1 (3.68)

このとき､解の個数は必要十分であること､つまり全部で2Ⅳ個の固有ベクトルが導かれ

ることを示そう.(NCM-N!/(M!(N-M)!)である｡)
ベ-テ仮設ベクトルは全スピン角運動量SU(2)の最高ウェイトであるので､M 個の下向き

スピンのベ-テ仮設ベクトルの仝スピン運動量の大きさは(〟-〟)/2-〟/2-(〟-2〟)/2
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である｡ このため､一つのベ-テ仮設ベクトルからN-2M+1個の固有ベクトルが下降

演算子Slolを作用させて導かれる｡ そこで､こうして導かれる全ての固有ベクトルの数を

Z(N)は次式のように計算される｡

〟/2

Z(N)- ∑ (N-2M+1)Z(N,M)
M=0
〟/2

- ∑ (Nl2M+1)(NCM-NCM-1)
〟=0
〟/2

- ∑ (N-2M+1)NCM-
M=0
〟/2

- ∑ (N-2M+1)NCM-
M=0

〟/2-1

- NCN/2+2∑ NCM
〟=0

= 2Ⅳ.

〟/2

∑ (N-2M+1)NCMll
A(=l

〟/2-1

∑ (N-2M-1)NCM
A(=0

(3.69)

解の個数の表式(3.68)は､SU(2)対称性の観点からも都合が良い｡実は､ベ-テ仮設固

有ベクトルはS-tolの作るSU(2)対称性に関する最高ウエイト状態であることが証明されて

いる｡【6,71-万､下向スピンがM個の状態ベクトルは全部でNCM個存在する.このう

ち､NCM_1個は､下向スピンがM-1個の状態ベクトルに下げ演算子をかけて導かれる｡

そこで､表式(3.68)が導かれるというわけである｡

以上をまとめる｡ もしベ-テ仮設方程式の解の個数が 式(3.68)で与えられるならば､

ベ-テ仮説の方法により全ての固有値が尽くされることが分かった｡しかし､問題はベ-

テ仮設方程式の解の個数が 式(3.68)であることの証明である｡

3.7 スピン波理論との関係

ベ-テ仮設波動関数はスピン波 (マグノン)の波動関数と形式的には良く似ている｡し

かしマグノンはボソンであり同じ状態の粒子が複数個存在可能なのに対して､ベ-テ仮設

法では二つの粒子が同じ擬格子運動量を持つことはできないという一種の ｢パウリ原理｣

が成立する｡t81(これを､ベ-テ仮設の ｢パウリ原理｣と呼ぼう｡)このことはベ-テ仮
設波動関数の振幅を具体的に求めると明らかになる｡また､磁場ゼロ下での反強磁性基底

状態における素励起は､後にみるようにスピノンというキンク解であり､スピン波とは本

質的に異なる｡

磁場が存在する場合､xxx模型の基底状態からの励起を広義のマグノンによるもので
あると解釈する場合もある｡ ただし､見かけは似ているが､通常のボソンとしてのスピン

波とは全く異なるものとして理解すべきである｡
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4 2次元古典系の厳密解

4.1 6バーテックス模型

2次元正方格子上に定義された6バーテックス模型 (6-vertexmodel)を解説しよう｡ こ

の模型はもともと誘電体の平衡状態の統計力学を研究するために導入され､2次元系の可

解格子模型の代表例である｡

2次元正方格子の各頂点に原子が位置し､各辺の上にはプラスあるいはマイナスの矢印

が配置され､分極ベクトルを表すものとする｡分極の大きさは士1である｡4個の分極が

各々2個の状態をとることによって､全部で16通りの配置が可能である｡

∴

図4.1:頂点の周りの分極の配置:α,β,7,6;水平左向き､垂直上向きが正方向｡

図のように頂点の周りの分極の値をα,β,7,∂という変数で表そう｡このとき､各々の頂

点の周りの電荷分布は中性でなければならない｡電荷分布の中性条件は次式で与えられる｡

α+7-β+6 (4.1)

誘電体として氷を考える場合には､この条件はアイス･ルールともよばれる｡もしα+β+

7+∂≠0であると､頂点のまわりに正あるいは負の電荷が出現するがそれはエわレギー的

に不利であり､平衡状態では存在しないと考えられる｡ そこで､全部で24=16通りの分
極の配置の中で中性条件を満たす6通りの配置だけが実現する｡ そして､頂点のまわりの

分極の配置を6個しか考えないため､6バーテックス模型 (six-vertexmodel)という名前

が付けられた｡

後の便利のため､分極の値+1と-1を添え字では各々1と2で表すことにする｡頂点の

まわりの分極の配置をを矢印で表した場合と数字で表す場合は､図のように対応している｡

頂点の周りの分極の値が α,β,7,∂という配置のとき､この配置に対応するエネルギーが

存在し､e(α,βl7,6)であるものとする.ただしα,β,7,6は 1あるいは 2の値をとるもの
とする｡分極が中性条件を満たすように配置するとき､エネルギーが配置によって異なる

と考える｡あるいは､中性条件を満たさない配置のエわレギーは無限大であると考えても

よい｡系の温度をrとするとき､次をボルツマン重率 (Boltzmannweight)とよぶ｡

W(α,剖7,6)-exp(-E(α,βl7,6)/kBT)
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(1)+ 3̀)+ (5)+

(2)+ (4'+ (6)+

図4.2:アイス ･ルールを満たす分極の配置｡ボルツマン重率W(α,βlT,♂)と以下のように
対応:(1)W(1,111,1);(2)W(2,212,2);(3)W(1,1t2,2);(4)W(2,2ll,1);(5)W(1,212,1);(6)

W(2,lll,2)A

分配関数を計算すると､系の平衡状態の様子が分かる｡分配関数を求めるには､例えば

周期的境界条件を仮定し､各頂点のボルツマン重率の積を計算し､全ての配置に関して和

をとる｡

Z-∑ II w(a,･,bjJcj,dj) (4･3)
confi9j･･vertices

分配関数 Zは転送行列 Tの積で与えられるので､転送行列の固有値 Ajを求めることが数

学的な課題となる｡ 正方格子の一辺の格子点数をN とする. 転送行列の行列要素は次式の

ように､ボルツマン重率の積の和で与えられる｡

･ba.1,'.I:.I,iaN" - ∑ W (cl,bllal,C2)W (C2,b2la2,C3)･･･W(cN,bNFaN,C1) (414)
Cl,-†C〃

α1 α2

b1 b･2
図4･3‥転送行列の行列要素Tball,':..:,iaN"

2次元正方格子の境界条件が周期的である場合､転送行列の横 丁Ⅳ のトレースが分配関

数を与える｡

Z-Tr(T")-∑ (T")::,I::::::-Ar･A,"十 十AXαl一-1α〃
そこで､もし転送行列の固有値が求まるならば､分配関数はそのべき和で表される｡

(4.5)

Z-Ar+A2N+･･･+鳩 (4.6)
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系の格子点当たりの自由エネルギーfはf--kBT(logZ)/N2で与えられる.特に､励起
エネルギーにギャップがある場合､つまり最大固有値と第二固有値の比がある程度以上あ

る場合､無限系の自由エネルギーは最大固有値のみを用いて表される0

6バーテックス模型を誘電体の模型として研究する物理学的な意義が現在でもあるかど

うか､筆者にすぐに断言する自信はない｡しかし､1次元量子スピン系の可解模型として代

表的なXXⅩ模型が2次元古典統計系の可解模型と数理物理学的に対応することは現在で
も重要な事実であり､このことから見かけの異なる様々な可解模型の関連性が理解できる｡

4.2 独立なボルツマン重率の個数

分配関数の値の微視的な変数表示を考えよう｡分配関数あるいは転送行列はボルツマン

重率の積の状態和で与えられ､ボルツマン重率は系の温度と微視的な配置エネルギーを与

えると一意的に定められる｡ そこで､ボルツマン重率をどのように変数表示するかが問題

となる｡

電荷中性条件 (アイス ･ルール)を課すと､6バーテックス模型の頂点のまわりの分極

の配置は6通りであった｡これらの配置に対応するエネルギーは対称性を考慮すると､2

配置づつ同じ値になり､異なる配置エ*)レギーは全部で3種類だけである.

W (1,1ll,1) - W(2,212,2)- w l-a

w (1,112,2) - W(2,2 11,i)- W 2-b

w(1,2I2,1) - W(2,1l1,2)- W 3-C (4.7)

ここで重率wl,W2,W3は簡単に a,a,Cとも表す.独立なボルツマン重率は3個であるがさ

らに全体の規格化因子を自由に選べるので､本質的な独立変数は2個である｡実際､6バー

テックス模型の相図はボルツマン重率の比 a/Cおよび b/Cを用いて表示できる｡

ボルツマン重率 (統計量率)を用いて模型を定義する場合､原理的にはボルツマン重

率の倍が異なれば､違った模型を表すと考えられる｡しかし実際には､次節で見るように

△-(a2+b2-C2)/(2ab)の値が重要で､この値が同じ模型は転送行列が交換し､同じ固有
ベクトルを共有する｡

4.3 ヤン･バクスター関係式と転送行列の交換

本節では6バーテックス模型のヤン･バクスター関係式(Yang-Baxterrelations)を議論
する｡標語的には､ボルツマン重率がヤン ･バクスター関係式を満たすと､その転送行列

は交換する｡

3種類の異なるボルツマン重率の組み(wl,W2,W3)-(a,b,C),(al,b',C'),(a〝,b〝,C〝)を考

えよう.そして､(a',b',C')と(a〝,b〝,C")から導かれる転送行列を各々了および 了'とし

よう｡これらのボルツマン重率の組みがヤン･バクスター関係式という次式のような関係
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α1 α2 α2 α3

bI b･2

図4.4:ヤン･バクスター関係式

式を満たすとき､転送行列T'と7-"は交換する.

∑W(al,αla2,7)W'(7,帥 3,b3)W〝(α,blIβ,b2)
α,β,7
- ∑W′′(a2,βla3,α)W'(al,bllβ,7)W(7,b2恒,b3)α,β,7

b2 b3

(4.8)

転送行列の交換を分かり易く示す道具として､モノドロミ-行列を導入する｡モノドロ

ミ-行列は2行2列の行列でその行列要素は演算子あるいは Ⅳ階のテンソルである｡そ

の α行 β列成分は､以下のように定義される｡

(Ta,β);ll::::,'baN"- ∑ W(α,bllal,C2)W(C2,b2la2,C3)･･･W(cN,bNIaN,β) (4･9)
C2一･･･1CN

転送行列はモノドロミ-行列のトレースとして定式化される｡

･-tr(T)-∑Ta,αα-1,2
モノドロミ-行列の成分表示では以下のようになる｡

(T)冒.1::::,'baN"- ∑ (To,α)冒ll,'.'.'..,'baN"
α-1,2

α1 α2

bl b12

図4･5‥モノドロミ-行列の(α,β)成分の行列要素 :(Ta,β);.1,,::.I,,baN"
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ボルツマン重率の組 (a',b',C')と (a〝,b",C〝)から導かれるモノドロミ-行列を各々T'

および r"とするoまずモノドロミ-行列の行列要素同士の積 TLβTi',6を考えるOその

(al,･･.,aN)行 (b1,..･,bN)列成分は以下のようになる｡

(Tit,7N+.T:.･eN･.)ba.1,'::::N" el,…,eN-∑ (Tit,TN.I):.1,'.'.'.','eaN"(T:1,6N.I)be.1,'二.'二,'beN"
- ∑ ∑ W'(71,ellal,C2)W'(C2,e2la,,C3)･･･W'(cN,eNlaN,7N.1)
el,.･･1eN C2)･･･1CN

x ∑ W''(∂1,bllel,d2)W〝(d2,b2Ie2,d3)- W'I(dN,bNleN,∂N.1)d2,...,dN
- ∑ ∑ ∑ W'(71,ellal,C2)W"(61,bllel,d2)･W'(C2,e2Ia2,C3)W〝(d2,b2le2,d3)･
C2'･･･'CN d2,-.,dNel,･･･,eN

･･･W'(cN,eNIaN,TN.I)W''(dN,bNLeN,∂N.1)

- ∑ ∑ S(al,bl)gil,'322AS(a2,b2)322',Cd33･-S(aN,bN)芸N',TN:1.
c2'･･･'CN d2,...,dN

ここでS(aj,bj)cd';,Cd':.1.は次式で定義されるo

s(aj,bj)3';,cd'I.I.-∑W'(cj,ejlaj,Cj'1)W"(dj,bjlej,dj'1)e)'

行列Mの行列要素MdCoO,'dCllを次のように定める｡

MdC.0,'511-W(do,dllco,cl)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

行列Mの(co,do)行(cl,dl)列の行列要素はMdC.0,I;11であるものとするoこの行列Mを用い､
ヤン ･バクスター関係式を繰り返し適用して､次のような関係式を示せる｡

∑Ml.o:de.lT:1,TN..Till,6N.1- ∑ T二,cN..Til,dN..MdCN",,67N"二.1 (4･15)
clldl C〃+1Id〃+I

関係式を証明しよう｡図4.6に証明の概略が措かれている｡ その最初の部分では､以下

の等式が用いられている｡

∑Ml.0,illS(al,bl)311･,Cd22-∑S'(al,bl)i.0,･芸MdCll,･芸
cl,dl Cl,dl

(4･16)

上式はヤン ･バクスター関係式そのものであり､記号S'(aj,a,･)cd';,Cd':.1.は次で定義されるo

S′(aj,bj)記',cd':.1.-∑W''(cj,ejlaj,Cj'1)W'(d,･,bjlej,dj十1)
ej

図4.6に対応して､関係式(4.15)の数式による証明が以下に与えられる｡

∑Ml.0,RIT:1,TN.1Till,6N..
cl,dl

∑ ∑ Mloo:dells(al,bl)Sll',Cd22･S(a2,b2)32t,Cd33･･･S(aN,bN)芸N',76"N'.1.
cl,C2'-･'CN dl,d2,...,dN
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ala2 aN
C1 C2

dl d2
bl b2 bN

TN+1 70

∂八㌧1 ∂0

α1 α2 αⅣ

b2 bN

α1α2 αⅣ
C1 CN T

dl dN 6

bl b2 bN

図 4.6:ヤン ･バクスター関係式の証明の概略図

∑ ∑
cl,C2'･･･'CN dl,d2,-,dN
∑ ∑
cl,C2'･･･'CN dl,d2,-,dN

∑ ∑
el,C2,･･.,CN dl,d2,-,dN

S'(al,bl)i.o:SiMdCll:32,･S(a2,b2)322,,Cd33･･･S(aN,bN)芸N',諾::

S'(al,bl)i.0,3:･S'(a2,b2)Call,,Cd22MdC22:333･･･S(aN,bN)Cd"N',芸N'.ll

s'(al,bl)loo:宗･S'(a2,b2)Call,,Cd22-S'(aN,bN)芸NIll',Cd"NMdCN",'gN".'ll

∑ T:.,cN.1Til,dN.1MdCN",'67N".Ill
cN+lldN+1

次に,行列M の逆行列M-lを考えよう.

(M-1M)cdll',Cd2,-(MM-I)Cdll',Cd22-∂cl,C｡6d.,d｡
関係式(4.15)の両辺に右から逆行列〟~1をかけると

MTITHM-I=THT'

(4.18)

(4･19)

(4.20)

が導かれる｡そして両辺のトレースをとると､tr(MTIT"M-1)-tr(TIT〝)であるので､求

める転送行列の交換 :了了′=了丁が証明される｡

4.4 ヤン ･バクスター関係式を満たすボルツマン重率の解

ヤン･バクスター関係式を満たすボルツマン重率を具体的に求めてみよう｡(α1,α2,α3)と

(bl,b2,b3)の可能な全ての場合の数は26-64通りである. しかし､アイス･ルールのため
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にal+a2+a3-bl+b2+b3となる場合のみを考えれば良い.この場合の数は､以下の計
算から20通りである｡

(3Co)2+(3Cl)2+(3C,)2+(3C3)2+-i+9+9+i-20 (4.21)

さらにボルツマン重率の対称性(4.7)を考えよう｡1と2を全部入れ替えてもボルツマン重

率は変わらない｡そこで半分の10通りだけを考えれば良い｡
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さらに(4.7)には次のような対称性がある｡

W(α,βlT,∂)-W(7,堰 ,β)-W(β,可6,7) (4･23)

これらの対称性を組み合わせると､次の二つの場合に対するヤン･バクスター関係式は等

価である｡

･1)-(冨11 冨22 ;33),(2,-(333 222 三11) (4･24)
より詳しく述べると､(1)に対するヤン･バクスター関係式 (4.8)の左辺 (右辺)が(2)に

対する右辺 (左辺)と等しい｡そこで(4.24)の二つが一致してしまう場合は､自明な関係

式を与える｡さらに残りの6個は2個づつ同じ関係式になるので､結局独立な場合は以下

の3通りである｡

(:

1

1 ≡), (;

1

2 ;), (去

2

1 ;) (4･25)

ボルツマン重率を用いて以上三つの場合のヤン･バクスター関係式を書き下すと､以下の

ようになる｡

∫∫/ ∫JJ
aca = bc'b"+cac

ab'C" = ba'C"+cc'b"

cb'a" - ca'b"+bclc" (4.26)

上を満たす非自明な(a〝,b'',C〝)が存在する条件は､次の行列式が零となることである.

thU

-
α

α
-c

c

一
LU

一

㌧

一

α一hU

空

cc

m

∝

oめ
=abca'b'C' (a')2+(b')2-(C')2 a2+b2- C2

a'b' ab
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こうして次の関係式が成立するとき､ヤン･バクスター関係式を満たすボルツマン重率が

存在する｡

(a')2+ (b')2- (C')2 _a2+b2-C2
a'b' ab

△=
a2+b2-C2
2ab

変数△を次のように定める｡

(4･28)

(4.29)

これはXXZ模型の異方性変数と一致する｡
6バーテックス模型の場合､3個のボルツマン重率はスペクトルパラメタ-とよばれ

る変数 uを用いてW(α,βl7,6;u)とまとめて表現できる.u と V を任意の変数として､
W(α,紬 ,♂)､W'(α,β巨,♂)そしてW〝(α凋7,6)は各々､W(α,β巨,∂;u)､W(α,β巨,∂;a+V)
そしてW(α,βIT,6;V)に対応する. こうしてヤン･バクスター関係式は､スペクトルパラ
メタ-を用いて以下のように与えられる｡

∑W(al,αla2,7;u)W(7,βIa3,b3;u+V)W(α,bllβ,b2;V)
α,β,7
-∑W(a2,βla3,CW)W(al,blip,7;u+V)W(7,b2恒,b3;u) (4･30)
α,β,7

α1 α2

bl b2

α2 α3

b2 b3

図4.7:ヤン･バクスター関係式 :スペクトルパラメタ-は交差する直線の角度に対応する

例えば､次のようにおくと良い｡

a- psinh(u+217)

b-psinh(u)

C- psinh(211)

ここで△-cosh(217)となる.

スペクトルパラメタ-で表示すると､転送行列の交換は次のように表される｡

T(u)T(V)- r(V)T(u)

- 28 5 -
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5 代数的 Bethe仮設法 (量子逆散乱法)

5.1 R行列とIJ演算子

代数的ベ-テ仮設法の出発点は､ヤン ･バクスター方程式を生成消滅演算子の問の交換

関係と読みかえることである｡【6,7,8】ヤン ･バクスター方程式の右辺あるいは左辺に登

場する三つのボルツマン重率の積を､R行列の要素と二つの L演算子の要素の積である､

とみなす｡

最初に､行列の直積 (テンソル積)の記号法を定義する｡行列Aのj行k列成分の行列

要素をA圭と表す｡二つの行列AとBの直積A⑳Bを定義する｡(jl,j2)行(kl,k2)列の成

分を

(A㊨B)'L･11','k22-A'kllBZ22
と定めよう｡ 具体的に行列で表示すると､次式のようになる｡

(A⑳β)-

1
2
2
2
1
2
2
2

1
2
1
2
2
2
2
2

E■iiZlMlnr
p
山川一ー
nu

β

β

β

β

⑳

⑳

⑳

⑳

A

A

.TE
A

(

′し
(

/t
､

l
1
2
11
1
2
1

1
2
1
22
2
2
2

Ei-

Ei-
Ei-
Ei-

β

β
β

β

⑳

⑳
⑳

⑳

財

財

財
i
i

/し
(

′t
t

I
2
2
2
1
2
2
2

1
1
1
12
1
2
1

Ei-

E■11uEi-
Ei-

β

β

β

β

⑳

⑳

⑳

⑳

A

A

A

A

(

/L
t

(

l
1
2
11
1
2
1

1
1
1
12
1
2
1

Ei-

pmHtEi-
円■ー■れu

β

β
β

β

⑳

⑳
⑳

⑳

.I:

.I:

.I:

.

(

′し
′し
′し

A壬BllA壬B去A圭BllA去B去
A圭BfA壬B22A去BfA圭B22
A亨BllA誓B去A…BllA…B去
A亨BfA亨B22A…BfA…B22

(5.1)

(5･2)

1次元XXX模型に対応するR行列を定義しよう｡ R行列の要素Rcadbを次式のように定
める｡

R(A)-

R(A)iiR(A)圭去R(A)圭壬R(A)圭圭
R(A)ifR(A)壬…R(A)妄言R(A)墨書
R(A)芋壬R(A)?圭 R(A)…壬R(A)害毒
R(A)ffR(A)亨…R(A)崇R(A)……

ここで b(A)とC(A)は次式のように与えられる｡

277
b(A)-TT ,C(A)-
A+211'〉＼‥ノ 入+211

0

0

0

1

ー
nuE""仙nu

o
/lい
い

o

ハL
lnU

E
Ei-

o
ハい
‥い

O

,hU
のし

1
0
0

0

(5.4)

6バーテックス模型のボルツマン重率においてu一 入Eおよび211- 211Eと置き換え､さら

に亡を非常に小さくする極限をとると､このR行列が導かれる｡

L演算子は格子点和の上に定義されたスピン変数を行列要素とする ｢行列｣で､具体的

には次式で与えられる｡

Ln(A)-lIo⑳In十11∑ qoa⑳O-:
a=TlylZ
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ここでIoおよびqoaは補助空間Voに作用する演算子であり､補助空間の添字はL行列の
行列要素に対応するoL演算子の行列要素(Ln(A))]kCま次のように表されるo

(Ln(A))Jk-A(Io)Jk⑳In+q∑ (US)ik⑳q三
a=T,ylZ

以下のように行列で表すと､分かりやすいであろう｡

Ln(A, - A( I.n IOn)･り(qOSJ.=)

･q(i:Eh許だ)+～(U.i_Oq孟)
- (入Inq:nr三人InnIn-nq孟)

L演算子の行列要素(Ln(A))JkをLn(A)まと書くと後で便利であるo

Ln(u)-(LLnn'(uu')iLLnn'(uu')2;)-(入InJn.W三人InnInLw孟)
このR行列とL演算子を用いて､ヤン･バクスター方程式は次のように表される｡

R(A-FL)(Ln(A)OLn(p))-(Ln(p)@Ln(A))R(A-p)

(5･6)

(5.7)

(5.8)

(5･9)

ここでLn(A)⑳Ln(FL)におけるテンソル積は､補助空間に関するテンソル積である｡つま

り,これを行列で表すと次式のようになる｡

Ln("⑳Ln(p,-(三霊 三圭三:(';;童)㊨(三nnEppH nn'(:三重)
Ln(A)iLn(p)iLn(A)iLn(p)圭Ln(A)圭Ln(FL)i Ln(A);L(FL)圭
Ln(A)llLn(p)写Ln(A)llL(p)22 Ln(A);Ln(p)誓Ln(A)iLn(FL)22
Ln(A)fLn(FL)壬Ln(A)fLn(p)圭Ln(A)…Ln(p)王Ln(A)往n(p)圭
Ln(A)fLn(p)芋Ln(A)fLn(p)…Ln(A)…Ln(p)芋Ln(A)往n(p)22

ここで上の行列の行列要素は､行列の積であることに注意する｡例えば4行4列の行列

Ln(A)⑳Ln(p)の1行2列成分は､次式のようになる.

Ln(A)壬Ln(FL)圭-(入In+弼)rlCrn- (5.ll)

そこで､R(A-p)(Ln(A)⑳Ln(p))-(Ln(p)⑳Ln(A))R(A-p)は次のような4行4列の

行列の二つの積に対する関係式を意味する｡

1 0 0 0

0 b c 0

1 c a 0

0 0 0 1

Ln(A)iLn(IL)iLn(A)iLn(FL)i
Ln(A)壬Ln(p)芋 Ln(A)壬L(p)≡
Ln(A)fLn(FL)壬Ln(A)fLn(FL)圭
Ln(A)iLn(p)亨Ln(A)fLn(FL)茎
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Ln(A)iLn(p)壬 Ln(A);L(p)圭
Ln(A)iLn(FL)亨Ln(A)圭Ln(FL)≡
Ln(A)…Ln(FL)圭Ln(A)…Ln(IL)圭
Ln(A)往n(p)亨Ln(A)SLn(FL)茎
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Ln(FL)壬Ln(A)壬 Ln(p)壬Ln(A )a Ln(FL)圭Ln (A )壬 Ln(FL);L(A);
Ln(p)壬Ln(A)芋 Ln(iL)iL(A )… Ln(FL);Ln(A)2 Ln(FL)iLn(A )召
Ln(p)fLn(A)壬 Ln(p)fLn(A)iLn(FL)…Ln(A )壬 Ln(p)…Ln(A)圭
Ln(p)fLn(A)iLn(FL)fLn(A )… Ln(p )…Ln(A)iLn(p)…Ln(A)≡

ここでb-b(A-FL)そしてC-C(入IP)とする｡

(1 )

∴ 2'α｣

0

0

0
1

0
ハ
L

LU
0

O

一･nU
(
し

0

1

0
1

0

図5.1:(1)Ln(A)gl｡n,βn､(2)W(a,βnlαn,b;A-r7)

R行列とL演算子で表されたヤン･バクスター方程式 (5.9)は､4行4列の行列の二つ
の積の間の関係式である｡その行列要素を具体的に書き下してみると､ヤン･バクスター

方程式の図による表示と対応することが分かる｡ まず､ヤン･バクスター方程式 (5.9)の
左辺は次のようなものである｡

lR(A-p)･Ln(～⑳Ln(p)]:ll,';-C;,R(A-p):ll,･ca22(Ln(～⑳Ln(p));::岩
- ∑R(A-p):.1,,ca,2Ln(A)Zi×Ln(p)岩 (5･13)
CllC2

ヤン ･バクスタ-方程式 (5.9)の右辺は次式のように表される｡

lL(p )㊨Ln(A)･R (A - p)]:ll,'ba22 - 芸 (Ln(A)㊨Ln(p)):.1･'ca22R(A-p)Z::岩

-∑Ln(FL):ll×Ln(A):,2R(A-p)Z::岩 (5･14)
CllC2

-㌔ ■ 一

図 5･2:R(A);ll,'a2

-288-



1次元量子系の厳密解とベ-テ仮説の数理物理

R行列やL演算子の要素はボルツマン重率との対応する｡その関係を式や図で表してみ

よう｡ R行列とボルツマン重率は次のような関係にある｡

R(A)E.1,'ba22-W(a2,b2lal,bl;A)-X(A);,2,'ba.1 (5･15)

ここでX(A)g22,'ballは第8節で用いられる表示であるo 次に､αn,Pn今nなどはn番目の格子
点の上のスピン変数の添字を表すとする｡L演算子の行列要素Ln(A)gは､n番目の格子点

の上のスピン変数で表されるので､このスピン変数を行列表示したときのαn行 Pn列成分

を､Ln(A)g♭n,pn とすると､まず次式のように与えられる｡

Ln(A)'Ll｡外,βn-A(Io)ik⑳(In)｡凡,βn+q∑ (J.a)ik㊨(a:)｡n,Pn (5･16)
a=X,y,I

ボルツマン重率との関係は､

Ln(A)glQn,Pn -W(a,Pnlαn,帰 一り)-X(A-り)昌二言
以上より､ヤン ･バクスター方程式は

(5.17)

[R (A - p ) ･Ln(A)⑳L n(p)];ll,I:2Iαn,pn - ∑R(A-p):ll,･ca22(Ln(A)㊨Ln(p))bCi:;2lαn,pnCl†C2

- ∑∑R(A-FL):ll,･ca22Ln(A)鈍 れ,TnLn(FL)鈷 n,pn
CllC2 711

(5.18)

ヤン ･バクスター方程式 (5.9)の右辺は次式のように書き下される｡

lL(p)⑳Ln(A)･R (A -p)]:ll,'; lαn,βn - ∑≦(Ln(A)㊨Ln(p)):.1,,ca22lan,βnR(A-瑞 eaCllC2

- ∑∑ Ln(p):.ll｡ n ,TnLn(A):,2hn,βnR (A - p);ll:岩ClTC2771
(5.19)

この式はボルツマン重率で表されたヤン ･バクスター関係式と等価である｡

5.2 モノドロミー行列と転送行列

4章で導入された転送行列と同じものが､L演算子の積から導かれる｡ まず､モノドロ

ミ-行列 r(A)を次式で定義する｡

T(A)-Ll(A)･･･LN(A) (5･20)

ここで右辺の積は､L演算子Ln(A)をn番目の格子点上に作用するスピン演算子を要素と

する2行 2列の行列と見なして計算される｡例えば､Ln(A)とLn+1(A)の積は､つぎのよ
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うなものである｡

Ln(A)Ln+l(A)

(

(

図 5.3:L行列に対するヤン ･バクスター方程式

Ln(A)圭 Ln(A)去
Ln(A)iLn(A)22
Ln(A)iLn+1(A)
Ln(A)fLn+i(A)

)(
Ln+1(A)壬 Ln+1(A)去
Ln+1(A)亨Ln+1(A)≡
+Ln(A)圭Ln+l(A)亨 Ln(A)圭Ln+1(A)主+Ln(A)iLn+1(A)茎
+Ln(A)…Ln+1(A)fLn(A)fLn+1(A);+Ln(A)書Ln+1(A)茎)(5.21)

こうして､モノドロミ-行列はスピン変数を行列要素にもつ2行 2列の行列である｡その

要素を次のように表す｡

･(A)-(2'(AA',3'(AA',) (5･22)

そして､転送行列はモノドロミ-行列のトレースで与えられる｡

T(A)-trT(A)-A(A)+D(A). (5.23)

このように定義されたT(A)は､第4節で導入した転送行列と一致している｡ 演算子T(A)

を2Ⅳ行2Ⅳ列の行列とみなすと､その行列要素は第4節でボルツマン重率の積に関する和

で表された転送行列の要素を与えるのである｡

転送行列を演算子の形式に表した目的は､次節で見るように､その要素を生成消滅演算

子とみなすことである. 面白いことに､B(A)がベ-テ仮設状態の生成演算子､C(A)が消

滅演算子､そして A(A)+刀(A)転送行列となっているのである｡
モノドロミ-行列のトレースとしての転送行列の固有値を少し調べてみよう｡最初に ｢真

空｣を選択する｡全てのスピンが上向きの状態を ｢真空状態｣として採用する｡
Ⅳ

lO)エロ)1日)2･･･l†)N

モノドロミ-行列の真空への作用を調べてみると､以下のようになる｡

T(A)IO)
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〟times
(Act(AA')flo.I)芸'(̂̂')JfO.)))

(Ll(A)- LN(A))=)1日)2- 日 )N

Ll(A)lT)1･･･LN(A)IT)N

(

(

(

(All+110-i)日)l rlO'llI)1
17Crl=)1 (All-rlqf)=)1

(A+ll)日)1 T1日)1
0 (A-rl)冒)1

(A+ll)NIo) *
0 (入IT7)NIO)

)

)

) (

(久IN+T7gん)日)N
rlC,封 †)N

(A+17)H)N l1日)N

O (A-17)日)N

以上の計算から､以下のようにまとめられる｡

A(A)lO)-(A+17)NIO)

D(A)lO)-(A-q)NIO)
C(A)lO)-0

記号の便利のため､α(A)と∂(A)を以下のように定める.

α(A)-(A+rl)N,♂(A)-(A-r7)N

こうして､転送行列の真空に対する固有値が求められた｡

T(A)LO)-(A(A)+D(A))IO)-(α(A)+6(A))lO)

77CT討 †)N

(久IN-17Crk)日)N

)

(5.25)

(5･26)

(5.27)

(5.28)

5.3 演算子の交換関係

R行列とL演算子で表されたヤン･バクスター方程式(5.9)を繰り返し用いて､モノドロ

ミ-行列に対するヤン･バクスター方程式を導くことができる｡例えば､n=1とn=2

のし行列の積に対しては､以下のように計算される｡

R(A-p)(Ll(A)L2(A)eLl(p)L2(FL))- R(A-p)(Ll(A)@Ll(p))(L2(A)@L2(FL))

-(Ll(FL)@Ll(A))R(A-p)(L2(A)@L2(FL))

-(Ll(FL)⑳Ll(A))(L2(p)⑳L2(A))R(A-p)

-(Ll(FL)L2(FL)eLl(A)L2(A))R(A-p) (5.29)

上のトリックを繰り返すと次式が導かれる｡

R(A-p)(T(A)@T(p))-(T(p)@T(A))R(A-p)
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この関係式が代数的ベ-テ仮設法の出発点となる｡

モノドロミ-行列のテンゾル積に関するヤン･バクスター方程式の左辺を行列要素を用

いて直接書き下してみる｡引数を省略して､b-b(A-p),C-C(入IP),そしてA-A(A)
およびA'-A(FL)などのように表す｡

R(A-FL)･T(A)@T(p)

R(A-p)
(
A(A)B(A)
(I(A)

0

0
0

1

0

のL
TO
0

0
LU

C
0

1

0
0
0

nlnu
l∧/し刀
(
⑳

F

別U

A(p)B(FL)

1)〟.
nut11川U
ハし

β

か

β

か

β

β

か

β

A

C

A

C

β

β

か

p

g

cj
β

C
)

A

A

C

C

A

c

A

C

A

A

C

C

AA′ Aβ′ βA′ ββ′

bAC'+cCA'bAD'+cCB'bBC'+cDA'bBD'+cDB'
cAC'+bCAIcAD'+bCBIcBC'+bDAIcBD'+bDB'

cc.' CD' DC' DD'

同様にして､右辺は以下のようになる｡

T(p)OT(A)･R(A-p)-

β

か

β

か

●
l

一･
-･

β

β

か

β

A

C

A

C

_
1.

′

■-

β

β

β

か

β

か

β

か

■
･l

一-

1-

A

A

C

C

A

C

A

C

.
-

′

/

A

A

C

C

0
0

0

1

0

ハL
LU
0

O
一人U

のし
0

1

0

0

0

AIA bAIB+cB'A cA'B+bB'A

AIc bA'D+cB'c cA'D+bBIc
CIA bCIB+CDIA CCIB+bDIA

c'c bC'D+cD'c cc'D+bDIc

β

か

β

か

′

l

l

且

β

C)
cj

左辺(5.31)と右辺(5.32)の行列要素から全部で16個の交換関係が導かれる｡ 例えば､1

行4列成分を比べると､ββ′=β̀βが導かれる｡つまり､生成演算子であるB演算子は互

いに交換することを意味する｡

β(A)β(〟)-β(〟)β(A) (5.33)

次に､1行3列成分を比較すると､BA'-CAIB+bBIAが出てくる.生成演算子Bと転送

行列の一部であるAとの交換関係が導かれる｡

A(A)β(〟)- B(p)A(A)-
1 n ′｣ .ハ ､ b(FL一入)

C(p - A)~＼rノ--＼‥ノ C(ll一入)
B(A)A(p) (5.34)

同様にして2行3列成分からB'D=bBD'+cD'B､つまり生成演算子Bと転送行列の一
部であるD演算子の交換関係が導かれる｡

刀(A)β(〟)- B(FL)D(A)-
1 n′..､n,､､ a(A-FL)

C(A-p)~＼rノJJ＼'tJ c(A-p)
β(A)刀(〟) (5.35)

これらの交換関係を用いて､代数的にべ-テ仮設固有状態が構成される｡
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5.4 ベーテ仮設固有ベクトルの構成とベーテ仮設方程式

代数的ベ-テ仮設法に従ってベ-テ仮設固有ベクトルを議論しよう｡M 個の下向きスピ

ンを持つベ-テ固有ベクトルは､〟個の生成演算子Bの積で与えられる｡

tM)-B(ll)-B(入M)JO) (5･36)

ただしM 個のラビデイティーはベ-テ仮設方程式の解であるものとする｡以下､この事

実を具体的に議論する｡

(1)〟-1の場合

転送行列をベクトルB(入1)IO)に作用させる｡

T(A)ll)- (A(A)+D(A))B(入1)lO)

- A(A)β(右)lO)+刀(A)β(右)lO)

第一項は､交換関係とA演算子の固有値を用いて以下のように計算される｡

A(A)B(ll)JO)-
C(入1-A)

α(A)

β(右)A(A)-

B(ll)IO)-

a(ll-A)

C(ll-A)

b(̂1-A)

C(入1-A)~＼‥り J〉′ C(入1-A)

第二項も同様にして以下のようになる｡

刀(A)β(右)回 -
C(入一右)
(l(,1)

B(ll)D(A)-

β(入1)lO)-

B(A)A(Al)

(5.37)

α(右)β(A)lO) (5･38)

a(A-ll)

C(A-ll)

a(A-1l)

C(A- 1̂)~ ＼‥1/'〉′ C(A-ll)

B(A)D(ll)

6(入1)B(A)t0) (5･39)

そこで､ラビデイティ一入1が次の条件式を満たすとき､β(右)lO)は転送行列丁(A)の固有
ベクトルになることが分かる｡

b(Al一入)_′､､.b(A-ll)
α(右)+

C(Al一入)…＼‥1/ Ic(A-Al)

このとき､以下が成立する｡

(A(A)+D(A))B(ll)[0)-

6(ll)--0

α(A) , ∂(A)
C(ll-A).C(A-ll))

(5.40)

β(入1)lO) (5･41)

条件式(5.40)はb(A)/C(A)-211/人を用いて変形すると､下向きスピンが1個の場合のベ-
テ仮設方程式に他ならないことが分かる｡

(言霊 )" - 1
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(2)〟-2の場合

下向きスピンが一個の場合と同様に､転送行列T(A)-A(A)+D(A)をベクトルB(Al)B(入2)lO)
に作用させる｡交換関係 (5.34)と(5.35)を用いて演算子A(A)とD(A)を右へ移動させ､

途中で出現する余分な項がキャンセルするようにラビデイティー右 と入2を決める｡ B演

算子同士は交換することに注意しよう｡ つまり､β(右)β(入2)-β(入2)β(右)である｡
ひとつ重要なトリックを紹介する｡A(A)をB(ll)B(入2)LO)にかけて交換関係(5.34)を繰
り返し適用した場合に最終的に得られるベクトルは､B(A)B(ll)lO)､B(A)B(入2)[0)､そし
てB(Al)B(入2)lO)の3個である｡ 交換関係(5･34)を2回用いると一度に2個ずつ合計4個
の項が出現するが､そのうちの二つはB演算子の引数が同じ組み合わせである｡ また､こ

の段階では引数入､ Il､そして 入2は任意の値をとれるので､上の三つのベクトルは互い

に線形独立である｡ 7

-度目に交換関係を適用したとき､A演算子の引数人が右 と入れ替わらない項と入れ

替わる項が出現する｡一度日に入れ替わらない場合､A(A)の引数が次の β(入2)との交換

の際に入れ替わらない場合B(入1)B(入2)lO)が､入れ替わる場合B(A)B(ll)tO)が導かれる｡
一度目に入れ替わる場合､A(ll)の引数が次のB(入2)との交換の際に入れ替わらない場合

B(A)B(入2)10)が､入れ替わる場合B(A)B(Al)tO)が導かれる.ここでB(A)B(入2)(0)の項は
1個しか出現しないのに､B(A)B(入1)[0)は2個出現する｡
一方､最初にB演算子の順番を並べ替えてB(入2)B(ll)IO)にA演算子を掛けた場合､同
様な議論により､B(A)B(入l)[0)の項は1個､B(A)B(入2)lO)は2個出現する｡ しかしもとも
とB演算子同士は交換するので､この結果は一致していなければならない｡つまり､2個

出現した場合にその係数を足しあわせると､それは1個だけ出現する場合の係数と一致し

ていなければならない｡

こうして､β(A)β(入2)tO)の係数は､β(右)β(入2)回 にA(A)をかけて-度目の交換関係で
引数が入れ替わる場合を考えて求められる｡また､B(A)B(ll)IO)の係数は､B(入2)B(入1)lO)
にA(A)をかけて-度目の交換関係で引数が入れ替わる場合を考えて求めることができる.

A(A)B(入1)B(入2)lO)- α(A)
C(入1-A)C(入2-A)

+α(右)

+α(入2)

b(̂1-A) 1

B(Al)B(l2)lO)

C(ll- A)C(ll- 2̂)

b(12-A) 1

C(12-A)C(12-ll)

同様にして､D演算子をかけた場合は以下のようになる｡

D(A)B(入1)B(入2)lO)- 6(A)
C(入一入1)C(入一入2)

+∂(右)
b(A-ll) 1

B(A)B(̂2)lO)

β(A)β(右)回 (5.43)

B(̂1)B(12)lO)

C(A-ll)C(12-ll)
B(A)B(入2)TO)

7この事実は例えば対応する波動関数の表示を用いて証明することができる｡
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+∂(入2)
a(A- 2̂) 1

C(A- 2̂)C(ll-12)
B(A)B(入1)IO) (5.44)

展開(5.43)と(5.44)の和においてB(A)B(入1)lO)およびB(A)B(入2)lO)の係数が各々キャン

セルし合う条件

α(右)

α(入2)

a(ll-A) 1 .C,､ ､b(A-ll) 1

C(入1-A)C(̂1-人2)'〉＼‥⊥ノC(入一入1)C(入21Al)

a(121 人) 1 .C,､ ､b(A-人2) 1
C(入2-A)C(入2-ll)- 〉＼′､̀ノC(入一入2)C(̂1-人2)

0

0 (5.45)

から､ベ-テ仮設方程式が導かれる｡

(3)一般の 〟 の場合

M-2の場合の議論をそのまま拡張できる｡まず､A演算子をベクトルB(入1)･･･B(入M)lO)
に作用させた結果は以下のようになる｡

A(A)B(̂1)･･･B(lM)lO)
〃

口
付
Jヽl八･/αニ IJハし

〃

∑
何
E■1■muIJα

I
.リ

･J

･人

,A

一

頃

B(ll)･･･B(̂M)[0)

,A1人

Jヽl∧仇ハし k=冒k≠iC(入k一入j)

J
E=gコ!

B(Al)･･･B(A)･･･B(AM)lO) (5A6)

次に､D演算子をベクトルB(ll)-B(入M)tO)に作用させた結果は以下のようである｡

D(A)B(ll)･･･B(lM)lO)
〃

Ej
Tu
l11人
ノー_l川U
(入U二 C(A-Aj)

〟

-∑ ∂(Aj)

B(Al)･･･B(lM)[0)

b(A-人j) 苫 1

盲 〉＼~リノC(入一入j)k=f;lk≠i C(lj 一 入 k)

J
E=g=ヨ

B(̂l)･･･B(A)･･･B(AM)IO) (5.47)

ここでM 個の余分な項がキャンセルする条件は､次式のように与えられる｡

α(入j)a(̂j一入) 書
C(入j一入)L･=f;lLl≠]

書き直すと､これはベ-テ仮設方程式に他ならない｡

(宝崇)-(-1,"-1kgj
入j一入k+2rl

入j-77ノ＼~ノktli入j-入k-2rl'

入j) 苫 1

入j)k=‡;lkiJC(lj一入k)

for3-1,...,M .

-0,

(5.48)

for j-1,･･･,M･ (5Ag)

こうして､M 個のラビデイティーがベ-テ仮設方程式を満たすとき､ベクトルB(Al)･･･
B(入M)lO)は転送行列の固有ベクトルとなることが示された｡

千(A)β(入1)- β(入〟)lO)-A(A;右 ,入2,- ,人〟)β(入1)-β(入〟)lO)
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その固有値は次式で与えられる｡

A(木^1,12,.･･,lM)
肘

Ej何pnulハ
/しαニ 仇ハし

,
･
E
j
.i

Ⅳ

Jヽmリ+
1人l"rLはuニ

1

i

FnH一
1∧

Aj-2r7

･＼-,tJ ∧ヽ -,tJ

5.5 可解ハミルトニアンの転送行列からの導出

前節までで､代数的ベ-テ仮設法により転送行列がどのように対角化されるかが示され

た｡本節では､転送行列 T(A)とⅩXXハミルトニアンTtxxxの関係を議論する｡
まず最初に､L演算子は特別な場合に置換演算子と一致することに注意する｡

Ln(A-り)-～(Io@In･a=;y,zgoa@qニ)
- 2rln(0,n) (5.52)

ここで記号rI(0,n)は､n番目の格子点上のスピン IT,1)nと補助空間 (0番目格子点)のス

ピン日,1)oとに作用する置換演算子を表し､その作用は次のように与えられる0

n(o･n)IT).ll)n-Il).IT)n, rI(0･n)li).lT)n-IT).ll)n,

n(0,n)=)0日)n-=)0日)n, ∩(0,n)=)｡‖)n-=)｡=)n. (5.53)

このことを用いて､入-rlのときに転送行列は格子並進演算子 (運動量演算子)と一致す

ることが示される｡

71(A-rl)- tr(Ll(17)･･･LN(r7))

- (2n)"tr(n(0･l)･-Il(0,"))
-(27)Nn(N◆●◆21) (5.54)

ここで n(〟-21)はⅣ をⅣ-1に､Ⅳ-1をⅣ-2に､､､2を1に､そして1をⅣに変換

する巡回置換であり､次式を仮定した｡

tr(n(0,1)･･In(0･M))-rl("'''21)

上式は以下のように直接証明できる｡

(5･55)

tr(Il(0,1)･･･n(0,M))lql)llq2)2･･･lqN)N
∑ ((αoln(0,1)lal)(αll･･･IaN-1)(αN-lIIl(0,")Iao))Iql)lLq2)2-lqN)Nαo,-,α〃_1-1,2

∑ (αoln(0,1)lal)lql)1･(α1In(0,2)lα2)lq2)2- (αN_lln(0,N)let.)IoIN)N
α1,…,α〃-1,2
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∑ (αololl)桓l)1･(α1lo12)la2)2･･･(αN-llcrN)lcto)N
αo,.-,α〃_I-1,2
∑ 6｡｡,qllα1)1･∂｡1,U｡Ict2)2- βαN_1,gNIcto)N
α0,-,αⅣ_1-1,2
桓2)1･lq3)2- lJl)N (5.56)

つぎに､転送行列の対数微分孟logT(A)を議論する｡ まず､L演算子の積のトレースの
微分は､以下のように計算される｡

孟T(A)1人-り - 志tr(Ll(A)･-LN(m -り
〟

∑tr∫-1(Ll(n,･･･Lj-(滝 Lj("lA-qLj･1(n,･-LN(n,)
N

- (2n)"-1∑tr(∩(0,1)- n(0,j~1)･Io⑳I]･口(0,j'l)-n(0,"))(5･57))'-1
運動量演算子の計算(5.56)と同様にして､次式を示すことができる｡

tr(n(0,1)･･･口(0･j-1)･Io⑳Ii･Il(0,j'1)･･･口(0,"))

(i

2

1

2

1

十

+

.1J

.､J

HH
HH

+

l

.っJ

.りJ

.りJ

.りJ

1

2
L

I

.qJ

.りJ
N"_1) (5･58,

そこで､転送行列の対数微分は､以下のようになる｡

孟 logT(A)(,-n - T-1(n)iT(A)lA-り
〟

-(2n)-1∑Il(12''.")tr(n(0,1)･･･n(0,ill)Io⑳Ijn(0,州 ･･･n(0,"))
E=u
〟

-(2n)~1∑n(j･j十l)
j-I
〟

(2q)-1∑(q-i･01-i+1+Ij㊨In)hfPH
(5.59)

ここで次式を仮定した｡

口(i,j'l)-n(12'''")tr(n(0･1)･･･rI(0,i-1)Io叫 口(0州)-∩(0,")) (5･60)

上式の証明は､置換の計算を用いると以下のように表される｡

2

3

1

2

iZr旧し
旧川U

2

1

1

Ⅳ

ィトー
相川U
X

2

3

+
+

.りJ

.ハJ

1

2

+

+

.りJ

.りJ
1

.J

+.ハノ

‖HI
.cJ

.ハJ

2

1

+

+

.
り
J

.
り
J

r:

:

+
一

.りJ

.りJ

.りJ

.ウノ

1
2
一
一

.りJ

.ハJ
2

2

+

+

.
り
J

.
ゥ
J

1+

.
∫

.
り
J

H
H

.∫

+.qJ

F=

日
日

一

一

.ゥ
J
.ウ
ノ

2

2

r:
:

召

相川p
ニ

E
■1
■ー
■
l■
"u

〟

-

打

n

u

l

F

n

u

∵

十

∴

〔
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最後の結果はn(j･j+l)を表す｡また上では便宜上､置換の積を以下のように定義した.

-1■11

u

3

C

2

β

1

4
.

■

-

相川u
こ

し
i
iid

3

(し

2

'hU

l

α

iZu旧
点×

E

u

c

ハし

わ

β
α
A

■r
LLt旧

(5.62)

5.6 運動量演算子とハミルトニアンの固有値

前節では､運動量演算子とハミルトニアンが転送行列から導かれることが示された｡こ

のことから特に､転送行列とハミルトニアンは同じ固有ベクトルを持つことが分かった｡

これらの関係式を用いて､転送行列の固有値の表式から運動量とエネルギーの固有値の表

式が導かれる｡

最初に､格子運動量演算子の固有値を考える｡格子運動量演算子卓を指数関数の肩に乗

せると､下向きスピンを格子一個分だけ並進させる格子並進演算子が導かれる｡

exp(iji)-n(12''.N) (5.63)

一方､転送行列はその引数が特別の値の場合に格子並進演算子の逆演算子を与える｡ そこ

で､格子運動量演算子と転送行列との関係は､次式で与えられる｡

p-吾log ((2n)"T(A- n)ll)

そこで運動量固有値pは以下のようになる｡

p-計 og(言霊)

(5.64)

(5.65)

さて､ここで全運動量の値は実数でなければならない｡このため､変数 11の値は純虚数で

なければならない｡その大きさを決めることはラビデイティーのスケールを決めることで

あり､これは任意である｡ ここでは3節で議論した波動関数のベ-テ仮設法の計算結果と

表式が一致するように選択しよう｡そこで以下のようにおく｡

Tl=-i

すると､仝運動量の固有値は以下のようになる｡

p-,iilog(班)-善kj

(5.66)

(5･67)

ここで擬運動量kjとラビデイティ一入jの関係式exp(ikj)-(lj+i)/(入j-i)を用いた.エ
ネルギー固有値は､ラビデイティーを用いて以下のように与えられる｡

りJi logA(A- ～)lA-7

--=填≠
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5.7 ベーテ仮設固有ベクトルの回転対称性､ベーテ仮設法の ｢パウリ原理｣

ベ-テ仮設固有ベクトルが全スピン各運動量演算子の作るSU(2)対称性の最高ウエイト

ベクトルであることを､代数的ベ-テ仮設法を用いてきちんと証明できる｡また､二つの

ラビデイティーが同じ値を持つとき､ベ-テ仮設固有ベクトルのノルムがゼロになること

を証明できる｡ ただしこれらの証明をここで説明するのは冗長に過ぎるので省略する｡詳

しくは､原論文を参照してほしい｡【6,7,8]

また､量子逆散乱法とソリトン理論との対応は文献【12】に詳しく書かれている｡

6 ストリング仮説と励起状態

6.1 ベーテ仮設方程式の実数解

下向きスピンが 〟 個のベ-テ仮設ベクトルにおいて､その〟 個のラビデイティー

右 ,…,入〟が 〟 本のベ-テ仮設方程式を満たし､〟 個のラビデイティーの値がどれも
互いに異なるとき､XXXハミルトニアンの固有ベクトルが導かれる｡

(班 )〟-kiS=1(
入j一入k+2i
lj-lk-2i).for3-1,...,M･ (6.1)

ここで ｢パウリ原理｣､つまりベ-テ仮設波動関数の振幅 AM(P)がゼロにならないために

はM 個のラビデイティーの値がどれも互いに異なる必要があることを注意しておく｡

6節では､ベ-テ仮設方程式の解集合の様子を考察しよう ｡ まずベ-テ仮設方程式を分

かり易く表現するため､つぎの記号を導入する｡【10]

e(I)-三宝
すると､ベ-テ仮設方程式(6.1)は以下のようになる｡

M

e(Aj)N- He(㌔ 蓮 ),for i-1,･..,M ･
k≠j,i-1

(6.2)

(6･3)

まず最初の問題は､この方程式には案外多数の ｢解｣が存在することである｡この点を明

確にするため､関数 e(I)の対数を考える｡

言loge(I)-(2n･1)打-2tanl1x (6･4)

ここで整数 相は､対数関数の分岐に対応する｡ベ-テ仮設方程式(6.3)の両辺の対数をと

り､上式 (6.4)を用いて次式が導かれる｡

2tan-1入j葦 .kk!12tan-I((九一 k,/2,
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ここでMが奇数のときIjは整数値､M が偶数のときIjは半整数値をとるものとする｡

以後､これを簡単に次のように式で表そう｡

･j≡竿 (-od2) (6･6)

対数形式のベ-テ仮設方程式(6.5)では､対数関数の分岐の選択が､〟 個の整数 ･半整

数Ij(i-1,- ,M)の値として表現されている｡ もともとの乗積形式のベ-テ仮設方程

式(6.1)ではそのよう自由度はあからさまには見えないので､対数をとることによって解
の個数が増えるように思うかもしれない｡しかし本当はそうではなく､もともとの乗積形

式のベ-テ仮設方程式(6.1)自体にすでに多数の ｢解｣が存在し､対数関数の分岐をきち
んと定めることによってはじめて正しい解を選択することができる｡

このことは次のように説明できる｡M 個の整数 ･半整数Ij(i-1,･‥,M)をどのよう

に選んだ場合にも､もし対数形式のベ-テ仮設方程式 (6.5)の解が存在すれば､それは指

数関数の肩に乗せることにより乗積形式のベ-テ仮設方程式(6.1)を満たす｡よって､対

数形式のベ-テ仮設方程式と乗積形式のベ-テ仮設方程式は､M の偶奇によってIjの値

が整数かあるいは半整数であるという条件 (6.6)の下で､等価である｡またベ-テ仮設の

｢パ ウリ原理｣のため､どちらの場合でも〟個のラビデイティーはどれも互いに異ならな
いと固有ベクトルを与えないことに注意する｡

少し見方を変えて説明しよう｡数値計算でベ-テ仮設方程式の解を探す場合､しばしば

｢偽の解｣を見つけてしまうことがある｡この ｢偽の解｣は本当はベ-テ仮設方程式(6.1)
を満たさないのだが､数値精度の範囲内では満たしているように見えることがある｡直接

方程式に代入して右辺と左辺がほぼ同じ数値になるのだから､解ではないかと考えるのも

無理はない｡しかし筆者の経験では､対数関数の分岐が少しだけ間違っているときに導か

れた ｢解｣は､数値的には正しい解に非常に近い場合がある｡
本来はベ-テ仮設方程式のみを用いて ｢偽の解｣を見破ることが出来るはずであるが､

数値的に非常に近いためにそれが容易にできない場合がある｡このような場合には､直接

系の物理量を他の方法で求めておき､これと解を用いて計算した値を比較して､その真偽

を確かめることができる｡例えば､1次元ハバード模型のベ-テ仮設方程式の全ての解は､

その数値解から導かれる固有エネルギ二の値をハミルトニアンの数値対角化から求められ

た固有エネルギーの数値と比較して検証されている｡8

以上の話を一言でまとめる. ベ-テ仮設方程式の解を求める場合､その分岐 Ijを正しく

選択することが本質的に重要である｡

6.2 反強磁性 Heisenberg模型の基底状態

反強磁性XXX模型の基底状態のエネルギーを議論しよう｡ 系の大きさは十分大きいと
仮定し､Ⅳ に関する漸近展開として連続極限の基底エネルギーを求める｡

8この部分は､新潟大学自然科学研究科の革部活-氏他との共同研究である｡(T.Deguchietal【26】.)
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格子点の総数をNとし､下向きスピンがM個の場合を考える｡このとき､(1)基底状態

には縮退がなくベ-テ仮設固有ベクトルで与えられ､(2)そのラビデイティ一入jは全て実

数､(3)Ij(i-1,･･.,M)の値は最小値のI1--(M-1)/2から最大値のIM -(M-1)/2
まで一つずつ単調に増大する｡以上の (1)- (3)の証明がヤン ･ヤンによって議論さ

れている｡【21以下､これらを仮定して､無限系の極限での-格子点当たりの基底状態エネ
ルギーを議論しよう｡

ベ-テ仮設方程式の連続極限を議論するため､いくつか新しい記号を導入する｡整数n

に対して､On(a))とan(a･)を以下のように定義する｡

on(I)- 去 2tan-1

an(I)- 孟on(I)去･品

このとき､実変数 人に対して関数 Z(A)を定義する｡

Z(A)-01(入ト kk!102(入一入k)

(6.7)

(6.8)

ここで右辺の入kは､ベ-テ仮設方程式の実数解であると仮定する｡ 基底状態のベ-テ仮

設方程式はZ(A)を用いて以下のように表される｡

Z(Aj)-慕, fori-1,-,M･ (6･9)

方程式 (6.9)を連続極限で解くことが課題であるが､Ⅳ無限大の極限で両辺は発散する｡こ

のため方程式(6.9)を直接取り扱うのは適当でない｡そこで定義式 (6.8)の微分から､ベ-

テ仮設方程式の解の分布関数に対する連続極限を議論しよう｡関数β(A)を次のように定

める｡

p(～ -蛋 (A)

すると､式(6.8)から次式が導かれる｡

p(峠 al("一差差a2(入一入k)

(6.10)

(6.ll)

次に式(6.ll)の右辺の和を積分で近似しよう｡次式の Euler-Maclaurin公式は､和を積分

で近似する際に便利な公式である｡

妄差 f(i,-/nH;:2f(I,dx一品 (霊(
)-チ (

n2+1/2､ df,nl-1/2
N ′ dx＼ N ))･o(去)･

(6.12)

これを式 (6111)に適用する.まず､k-1,…,M に対応して Ik--(M+1)/2+kであ

るので､kに関する和をIkに関する和に書き換える｡そして Euler-Maclaurin公式により
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この和を積分で近似する｡

諸 a2(入一入k, 緩 a2(A-入k(i,,

JI'a2(入一入Z)dZ

/AA_'a2(入一入')芸d入′
/AAra2(A- '̂)p(̂')d̂' (6.13)

J土は各々 左 -J〟+1/2および J_-71-1/2によって定義される｡これらの積分
範囲はEuleトMaclaurin公式における積分範囲に対応している｡さらに 人士は J土から

Z(人士)-Ij=/Nで定義される｡

ここで関数 p(A)の意味を考えてみよう.基底状態では七十1-Ij+1であることと､関
数Z(A)で表されたベ-テ仮設方程式 (6.9)から次式が導かれる｡

Ij=
Z(A,.1)- Z(A,)-』 一面 去Ⅳ

そこで､解が十分桐密に分布していれば以下のように近似できる｡

Z(入j.1)- Z(Aj)-警 ×(入j.1- A,)

よって､

p(入j);i
1 1

Nlj+I-lj

(6･14)

(6.15)

(6.16)

となり､〟(A)はベ-テ仮設方程式の実数解の分布関数を補間する連続関数である｡

人士-士∞ の場合に解の分布関数β(A)を解析的に容易に計算できる｡フーリエ変換の記

号を確定する｡ 例としてj3(I)を次式で定める｡

p(u)-/I exp(iwA)p (A )d入

このときその道フーリエ変換は､次のようになる｡

p(A)-去 /I exp(-iu入)A(u)dw

分布関数 p(A)に関する積分方程式をフーリエ変換すると､次式が導かれる.

β(W)-al(W)-♂(W)a2(LJ)

関数an(I)のフーリエ変換は以下で与えられるので､

an(LJ)-eXp(-nILJl)
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上式(6.19)からβ(A)は容易に求められる.

i)(LJ)
al(LJ) 1

1+a2(LJ) 2coshLJ
(6.21)

積分の上限下限の変数が無限大 (人士-土∞)のとき､下向きスピンの数 〟 は 〃/2で

ある｡ これは以下のように求められる｡

- 蔦 p(A)d入

-刷-去 (6･22)
上式中の分布関数の積分は分布関数 p(A)のLJ-0のときのフーリエ成分であり､β(A)の

表式から分かる｡

-格子点あたりの基底エネルギーe∞は､以下のように計算される｡

E

e- = Jllmu万

一比 J講 読

--J/三品p("d入
ニ ーJlog2

つぎに､格子運動量の値を議論する｡

M

p-∑ kj (mod 27r)
EZ=!

公式 etlk-(A+i)/(A-i)により
程式を用いると､整数 (半整数)

(6.23)

(6.24)

kの値をラビデイティ一入に変換した後にベ-テ仮設方

Ijの和で与えられる.

M M

p - ∑ kj-M7r-27r∑ 01(入j)
j-1 )'-I

-Mw一指Ij
基底状態では､系の格子運動量の値はP-N7T/2(mod 27T)である｡

(6･25)

6.3 ホール励起状態

励起状態のエネルギーはベ-テ仮設方程式を解いてどのように求めれば良いであろうか｡

本節ではストリング仮説に基づいて､物理的にもっともらしいと思わせるような議論を展

開してみよう｡ただし､励起状態に関する数学的に厳密な議論は､現在まだ存在していな

いことを注意しておく｡
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定義式(6･8)より､左の値域には限界があることが分かる｡定義式(6･8)を満足するIjの

最大値と最小値を各Juma｡ と Imt･n とする｡このとき､ImaT と Iminに対応するラビデイ

ティーは有限の値であるはずなので､次のような条件が考えられる｡

Z(-∞)<Imin, Imar<Z(∞)

具体的には Z(∞)次のような値である｡

Z(-)- 01(-,-kk!102(-)
主-主.i_i

l

N-M

(6.26)

(6.27)

さらにもともとIjは(M -1)/2と同じパリティを満たさなければならない｡本解説ではN

は偶数であると仮定しているので､以上の考察から､ImaCと Iminは次のようになる｡

ImaT- , Imin-
N-M-1 N-M-i
2 ′ 2 (6･28)

前節で基底エネルギーを議論したN -2M の場合の基底状態では Iminニー(M -1)/2

および L a｡-(M -1)/2であり､IlからIM までで Ijとして可能な値を全部占有して

いる.一方､下向きスピンの数が N/2より少ない場合は､Imin <-(M -1)/2および

(M -1)/2<Imaxであり､基底状態のIjの値の以外にも可能な値が存在する｡

一個だけホール (正孔)を持つ励起状態を仮定して､その励起エネルギーを計算してみ

よう｡ホールは､j-jhからj-jh+1の間のIjの値の ｢とび｣に対応する｡

Ij+1-I)･+1+∂j,jh (6129)

Ijにおける｢とび｣は､階段関数で表現できる.階段関数H(I)を､x<OのときH(x)-0､

xL>0のときH(I)-1､ とするo するとホール励起のZ(A)は以下で与えられるo

z(Aj,- i (,･一撃 + H (i- jh,),for i-1,･-,M (6･30)

まずjに関する差分から､Z(入j+1)-Z(入j)-(1+6j,jh)/N となり､一方連続極限では
Z(入j'l)-Z(Aj)～～芸(入j.1-人j)である.ホールが存在する励起状態における実数解 入j
の分布関数 β(A)は次式のように定義できる｡

〟(A)-
N(Aj+1-Aj)

ホールのラビデイティ一入jhを入h と表すことにする.以上から次式が導かれる｡

dZ
瓦-P(A)･去 ∂(入一入h)
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もともとのZ(A)の定義式(6･8)から,次式を得る｡

p(A)･妄∂(入一入h)-al(A)一蔦 a2(A- '̂)p(入')d入' (6･33)

これがホール存在下における分布関数に対する積分方程式である｡

分布関数 p(A)は､ホールの影響のために基底状態の分布関数 pg(A)とは少しだけ異なっ

ているはずである｡これをα(A)/Ⅳと表そう｡(ホールのために生じるバックフローである｡)

p(A)-pg(A)･妄q(A)

すると､0-(A)は次の積分方程式の解である.

刷 ./AA:a2(入一入,)q(A,)d入′ニー∂(A-Ah)

(6.34)

(6.35)

ここで積分範囲は下向きスピンの数と運動量の値と関係して決められる｡

上の積分方程式を一般の積分範囲で求めるのはかなり大変である｡ そこで簡単のため､

ここでは 入_ニー∞ ､入+-∞ の場合を考える｡上の積分方程式をフーリエ変換して次式

を得､

q(u)+a2(LJ)q(u)ニーeiw入h

逆フーリエ変換により以下のように求められる｡

J(A)-一 芸
exp(iu(入h一入))

1+exp(-2回)

励起エネルギーを計算しよう｡ 励起状態のエネルギーEecは

EeX--J差 請 7--Jr n量 p("

そこで基底エネルギーEgとの差 △Eは以下のようになる｡

△E - Eex-Eg

- 可 三 轟 q(～d入
7rJ 1

2cosh(7rlh/2)

(6･36)

(6.37)

(6･38)

(6.39)

6.4 反強磁性基底状態における素励起 :スピノン

反強磁性基底状態における素励起 (スピノン)を考察しよう｡ ゼロ磁場のときの基底状

態での下向きスピンの個数 M はM -L/2である｡第一励起状態を考えるため､下向き

スピンの数が一個だけ少ないとする.つまりM -N/2-1である.このとき､Imac-
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(N-M-1)/2-N/4および L in--(N-M-1)/2--N/4占有可能な状態は全部で

ImaT- Imin+1-N/2+1個である｡ 一方下向きスピンの数はN/2-1なので､

(Imar- Imin+1)-M-(N/2+1)-(N/2-1)-2 (6･40)

2個の整数 (半整数)が占有されないことになる｡ これらは前節で議論したホールに相当

し､占有されない2個の整数 (半整数)の値をIhH Ih｡と表す.ここで注目すべきなのは､
一個だけ下向きスピンの数を減少させると､必ず2個ホールが生じてしまうことである｡

反強磁性基底状態においては､ホールを1個だけ作るような励起状態は存在せず､励起状

態は必ず2個のホ｣ルを伴なうoそしてIhlとIh2の 2個のパラメタ-を持つので､｢キン

ク解｣とよばれる｡

反強磁性基底状態におけるホール励起は､2個対になって出現する｡これをスピノンとい

う｡上で説明したように､キンク解である｡さて､反強磁性基底状態では積分範囲は入+-∞

および 入_=-∞ で与えられる.前節の計算ではホール一個分の励起エネルギーしか考え

なかったが､積分範囲が入+-∞ および 入_ニー∞の場合にはこれは間違いで､2個の

ホールのエネルギーの和を求めてはじめて正しい素励起エネルギーが計算される｡そこで

次式から出発すべきである｡

些辺 -刷 ･妄(6(̂一入h.)+6(入一入h2))dA (6.41)

まず最初に運動量を計算しよう.p-M7T-27T∑,y=1Ii/N(mod 27T)を用いると､

peT-(昔-1'打一芸,;lIj
- (筈-i)叫 等(Ih.･Ih｡)

よって,運動量変化△Pは

･p-打十等(IhJIh｡) -Od 2打

(6･42)

(6.43)

である｡つぎに整数 (半整数)Ih.とIh2をラビデイティーで表したい｡連続変数での表示

を求めるため､1/Nのべきによる漸近展開を考える.このとき､Ihl/Nは0(1)(オーダー

1)であることに注意して､積分を近似してよい｡

告 - Z(入hl)-i :芸 d入.Z(-∞)

-I:p(vd入.Z(-∞)+0(i/N)
- i:pg(～d入+Z(-∞)+0(i/N) (6.44)

上式では式(6･41)における0(1/〟)の項を落とし､さらに分布関数における1/Ⅳのオー

ダーを無視した｡こうして､Ihと入hを結び付ける次式が導かれる.

告- /_三吉sech(W入/2)dA一三十o(1/N)
1
元2tan-1(tanh(q入hl/4))+0(1/N)
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そこで運動量変化は､△p-ql+q2(0≦ql,q2≦7r)と表される｡ただしqlとq2は次式で

定められる｡

qj-芸.2tan~l(tanh(qAh,/4)),fori-1,2
こうして励起エネルギーは

AE Eec- Eg- El+E2

芸Jsech(芸人hl).芸Jsech(芸人h2)

であり､スピノンの分散関係は次式のようになる｡9

Ej-;Jsinqj ,-i,2･

(6･46)

(6･47)

(6.48)

この分散関係においてqj- 0あるいはqj一打のとき､Ej- 0と限りなくゼロに近づ くの

でギャップレス励起であることが分かる｡

6.5 ストリング解 -ベーテ仮設方程式の複素解

これまではラビデイティーは全て実数であると仮定していた｡ しかし､ベ-テ仮設方程

式には一般に複素数の解も存在する｡簡単のため最初に〟 -2の場合に互いに複素共役な

2個のラビデイティー人吉を考えよう.

入a+ - 入α+ i+ iE

人言 - 入｡- i- ie (6.49)

ここでEは非常に小さな数であると仮定して､ベ-テ仮設方程式の中に入j-入a+として代
入してみよう｡するとベ-テ仮設方程式の右辺は次のようになる｡

e(入a･,N-(男 "-( l入｡()

〟

≫ 1 (6.50)

ここでⅣは1に比較して十分大きいため､左辺の絶対値は非常に大きくなる｡次にベ-チ

仮設方程式の右辺へ代入すると､分母が非常に小さくなるため､右辺全体の絶対値は非常

に大きくなる｡

入a+一 入a-+2i～空~~~~ ～ ~~~~
入a+- 人言- 2i 2iE

≫ 1 (6.51)

こうして､ベ-テ仮設方程式の右辺も左辺も非常に大きくなるため､その大きさが釣り合

うと人吉が解となることが期待される.そして実際､解になる場合が存在する｡このよう

な複素数の解は､下向きスピン同士の束縛状態を与える｡

9ここでE-昔Jsech23,に関する計算を補足する｡tanp'-tanh3,とおくと､sech23-(1-tanh23)/(1+
tanh23,)- COSP'が導かれる
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以上のような議論を少し一般化する｡分母が非常に小さくなったのは､この2個のラビ

デイティーの差がj=2iに非常に近かったからである｡ そこで､ラビデイティーの差が士2i

であるようなラビデイティーの組を解として仮定することは自然な試みであろう｡こうし

て､一般に n- ストリング解が導かれる｡

入芸,i-入Z+i(2n+ト 2j)+EZ,i, fo; i-1,… ,n. (6.52)

ここでe芸,jの絶対値は 1に比較して非常に小さいと仮定する｡ また､主要な実数部分 入芸
をストリングセンターとよぶ｡以下に ㍑=3の場合､すなわち 3-ストリング解の例を挙

げる｡

入芝,1-人｡+2i+E芝,1,人芝,2-人｡+e三,2,人芝,3-人｡-2i+e芝,3, (6.53)

ストリング解を議論する際には､全てのストリング解において補正項がⅣ に関して指数関

数的に小さくなることを､しばしば暗黙の内に前提とすることがある｡また､実数値の解

を1-ストリング解とみなすと､ベ-テ仮設方程式の全ての解は何らかのストリング解であ

ると仮定する見方も存在する｡

もし全てのストリング解において補正項亡の絶対値が非常に小さいならば､ストリング

センタ一入芸を与えればストリング解は実質的に決まってしまう.そこでベ-テ仮設方程
式の全ての解がストリング解で良く近似されると仮定して､ストリングセンターに村する

方程式を導こう｡下向きスピンが〟 個のとき､〟 個全てのラビデイティーがどれもある

nストリング解に所属すると仮定する｡nストリング解のストリングセンターが Mn個で

あるとすると､M-∑ncx'=1nMnとなる.このとき､さらに補正項が非常に小さいと仮定す
ると､ストリングセンターに対して次の方程式が導かれる｡

o'̂:)-普+去(m,pE (叩 ,On-(A- p-' '6･54)

ここで記号 (m,β)はストリングセンタ一入pmを表す｡従って､和の記号は入芸を除く全て
のストリングセンターに関する和を意味する｡また､整数 (半整数)Jonのパリティは次で

定められる｡

Jan-(Mn- 1)/2(mod 1)

また､関数 Onm(I)は次で定義される｡

on-(I,-(

(6･55)

0恒ml(a･)+20ln-ml+2(I)+-+20n+m-2(I)+On+m(I) (n≠m)
202(I)十-+202n-2(I)十02n(I) (n-m>1)

02(I) (n-m-1)
(6.56)

方程式(6.54)がベ-テ仮設方程式に代わる基本方程式となる｡これを用いて様々な熱力学

的物理量が計算されている｡【101

ストリングセンターに対する方程式(6.54)は近似式であることに注意する｡ ベ-テ仮設

方程式と決して等価ではない｡実際にベ-テ仮設方程式の複素数解を求めるためには､もっ
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と複雑な ｢分岐の選択｣の議論をしなければならない場合が多い｡【261従って､一般には

ストリングセンターに対する方程式(6.54)の解を求めることとベ-テ仮設方程式の複素数

解の解法は全く独立な問題である｡

6.6 ストリング解の数え上げ

ストリング仮説の前提の下で､ストリング解の個数を議論しよう｡ まず関数zn(A)を次

式で定義する｡

zn'障 仰 )宣 mFp,on-'AzJ 冒) (6･57)

これを用いると､ストリングセンターの方程式(6.54)は､以下のように表される｡

Zn(入j)-Jan/N (6･58)

さて､ここでストリング仮説が正しいと仮定しよう.つまり､dZn/d入>0を仮定する.こ

のとき､整数 (半整数)Janの値の最大値JAaXおよび最小値JAt･nは､次の条件式を用いて

評価されるであろう｡

Zn(-∞)<J:in , J:ac<Zn(∞)

後の便利のため､次のような整数 (半整数)Tnを導入する｡

()〇
Tn-(N-1-∑ tnmMm)/2i抑-i!

ここでtnmは次式で定められる｡

tnm-2min(m,n)-∂n"

さて､Zn(∞)は以下のように評価される｡

()〇
Zn(∞)-(N-∑ tnmMm)/2-Tn+1/2iii)だ≠il

(6.59)

(6.60)

(6･61)

(6.62)

一方､整数 (半整数)Janのパリティ(整数あるいは半整数)を考慮すると､JAacはZn(∞)

よりも少なくとも1/2だけ小さいことが分かる.つまり､JAax≦Tnである｡実際には､

JAin--Tn, JAax-Tn (6.63)

であることが数え上げの議論から示唆されている｡【1,10】整数 (半整数)Janの最大値と

最小値(6.63)を仮定して全てのストリング解の場合の個数を数え上げると､固有状態の数

が全部で2Ⅳ個となり､完全性が満足される｡従って､最大値と最小値の評価式(6.63)は正
しいであろう､という論法である｡

下向きスピンの数をM､各nに対してn-ストリングのストリングセンターの個数をMn

であるようなベ-テ仮設固有ベクトルの総数を Z(N;Ml,M2,…) と表そう｡(ここで
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M -∑nnMnである.)さて､各々のnに対して n-ストリングの整数 (半整数)Janは
2Tn+1個の値が可能で､その中からMn個の値を選ぶとベ-テ仮設固有状態が一個指定

されると仮定する｡ このとき､次式が導かれる｡

Z(N;Ml,M2,･･･,-n91(2TLI1) (6･64)

下向きスピンの数がM 個のベ-テ固有状態の数 Z(N,M)は

Z(N,M)- ∑ Z(N;Ml,M2,.･･) (6･65)
Ml,M2,.-;M l十2M2+3M3+--M

によって与えられる｡ここでこの和を計算するベ-テの議論を少し紹介する｡【1】まず､ス

トリングセンターの数を表す変数をqとする｡つまり､

q-EMn†1
(6.66)

である｡ 下向きスピンがM 個､ストリングセンターが q個のベ-テ固有ベクトルの総数

Z(N,M,q)は､以下のように求められている.

Z(N,M,q)-
N-2M+1
N-M +1("-qr'1)(:II) (6･67,

この結果から､Z(N,M)は以下のように計算される｡

Z(N,M)- Z(N,M,q)

N-2M+1
N-M+1
N-2M+I
N-M +i

lHトトトト川U

ルーr+1
N-r-q+1
打
n
u
Ⅳ
〃

(6.68)

ここで2項係数の公式(B.7)を用いた｡また､Z(N,M,q)の導出はAppendixBで議論さ

れる｡

以上の議論をまとめる｡もしJanの最大値と最小値の公式(6.63)が正しいとすると､ベ-
テ仮設方程式のストリング解はまさに全ての状態を過不足なく与える分だけ存在する｡ ス

トリング解の個数の議論でどこに正しくない可能性があるかと言えば､実はセンターの分

布関数の正値性 :dZn/d入>0である｡人が十分大きい場合には､この条件が破綻している

可能性があり､実際に2ストリングの場合に必ず破綻する｡実に興味深いことに､ベ-チ

仮説の第一論文【1】ですでにこの限界が指摘されているにもかかわらず､ストリング解の破

綻が物理量の計算値に影響するかどうかは最近になってはじめて研究されはじめた｡【26】
著者の個人的見解では､ストリング仮説を用いた熟力学量の計算はある種の漸近的解析と

見なすべきで､熱力学的極限でのみ正しいのではないかと思う｡ここから先の議論は今後

の課題であろう｡
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7 厳密解の低励起スペクトルの特徴付けと共形場理論(CFT)

厳密に解ける模型では全てのエネルギー固有値が解析的に求められる｡基底状態の近傍

の低いエネルギー励起状態の様子は､線形分散関係が近似的に成り立つ範囲で共形場理論こ

あるいはボソン化法を用いて特徴付けることが可能である｡

共形場理論が成立する系として､長さLの周期的境界条件を満たす自由スカラーボソン

場を考えよう｡ ラグランジアンは以下のように与えられる｡

弓 g/dx((alQ)2-(acQ)2) (7･1)

場¢の値は半径月の円周上に制限されていると仮定する｡ これはもともとのストリング理

論ではコンパクト化半径に対応する｡場の値はある次元に関しては縮退して観測できない､

という物理的要請 (仮定)である｡

次に､スカラーボソン場の周期的境界条件を以下のように与える｡

¢(I+L)-め(x,i)十2mhR (mod27TR) (7.2)

ここで演算子1hの固有値mは整数値をとるものとする.状態ベクトルによって演算子Th

の固有値mは異なる.しかし､整数値であれば境界条件は満たされる､と考えられる.

有限サイズの補正の計算から､量子スピン系の低励起スペクトルは以下のように展開さ

れる｡

EeC-Ne-一芸十字 (hn,-･hn,-･N･N) (7･3)

Cはセントラルチャージ､hn,m (hn,n) は正則な (反正則な)コンフォーマル次元､N(N)

は粒子 ･ホール励起に対応する非負整数である｡ 系の臨界指数などを与えるコンフォーマ

ル次元hnm は､次式のように与えられる｡

hnが 2wg(義 .;-R)2 (7･4)

ここでmは境界条件に関係し､nは状態の運動量の量子数に対応するO

臨界指数などをCFTで求める際にも低励起スペクトルが連続理論と一致するように結
合定数を選ぶ必要があり､このときBethe仮設解が用いられる｡ゼロ磁場下のXXZ模型
において､対応する半径Rを議論してみよう｡ 自由フェルミオンからの摂動論では以下の

ような展開式が求められる｡(異方性変数△の絶対値が小さいとする｡)

R-[去(1十%)]
一方､厳密な解析からは次式が導かれる｡

R-(a-&cos-1(A))

(7.5)

(7.6)

可解量子スピン系に関しては解説書【14】があり､共形場理論との関係などが非常に分か
りやすく書かれている｡
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8 可解模型に関連する数理物理の話題

8.1 対称群と組みひも群

8.1.1 演算子形式のヤン ･バクスター方程式

2次元古典統計模型のヤン･バクスター関係式は､その転送行列が交換するための十分

条件であった｡しかし少し見方を変えると､同じ関係式がいくつもの異なった分野に登場

する｡

ここでは､ヤン･バクスター関係式と対称群や組みひも群との関係を議論する｡このた

めに､ヤン ･バクスター関係式をもう少し見通しの良い形式に整理する｡すなわち､前節

では､三つのボルツマン重率の積とその和の形式で表されていたが､本節ではこれを演算

子の形式に表現する｡

ボルツマン重率 W(al,blla2,b2;u)をテンソル積表示に都合が良いようにxgll,'a2(u)と表
そう｡

x;ll:a2(u)-W(al,blla2,b2;u) (8･1)

全ての行列要素の中で j行 k列のみが 1で他は全てゼロとなる行列をE是と書こう｡

(Ei):-∂a,jab,k a,b-1,2･
演算子 Xj(u)を次式で定義する.

珍(i-1) ㊨(N-i-1)

x,･(u)-∑ 境,,S(u)花 二 言了⑳Eba㊨E3⑳花二 言7
a,i,C,a

(8.2)

(8.3)

ただしj-1,…,N-1とする｡ これらの演算子を用いると､ヤン ･バクスター関係式

(4.30)は次式で表現される｡

X,.(u)Xj+l(u+V)X,I(V)-Xj+1(V)Xj(u+V)Xj+1(u),for i-1,.･･,N-1. (8A)

上式に(8･3)を代入すると､ボルツマン重率に対するヤン･バクスター関係式 (4.30)が導

かれる｡

8.1.2 組みひも群

演算子形式のヤン･バクスター関係式においてスペクトルパラメタ-を無限大にとると､

もし極限が存在すればそれは次のような関係式を満たす｡

X,･(∞)X,･+1(∞)Xj(∞)-Xj+1(∞)X,･(∞)X,･十1(∞),for i-1,･-,N-1. (8.5)

これは､組みひも群の定義関係式を与える｡
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N本のひもの組みひも群BN とは生成子bl,…,bN_1が次の定義関係式を満たすとして

定義される無限群である｡【17】

bjbj+lbj - bj+lbjbj+l

bibj-bjbiforli-jl>1

いくつか具体例を考えてみよう｡簡単のため､ボルツマン重率を次式で表そう｡

X(u)- ∑ xgllA2(u)Eba.1㊤EA2
al,a2,bl,b2

次のようなボルツマン重率に対して､その極限を求めてみよう｡

X(A)-

sinh(A+2rl) 0 0 0
0 sinh(2T7) sinh(A) 0
0 sinh(A)sinh(2り) 0
0 0 0sinh(A+2rl)

このとき次のような組みひも群の表現行列が導かれる｡

limX(A)/sinh(A+217)-入∞

0

0

0

1

ー
nu
m一
2
〇
一

O
o

nu11川u
pXe

ー
nu
mり
2

0

0

(

0
pXe

1

0

0

0

(8･6)

(8.7)

(8.8)

(8.9)

また､次の式で与えられるボルツマン重率もヤン･バクスター関係式を満たすことが示さ

れる｡

X(A)-

sinh(A+217) 0 0 0
0 exp(一入)sinh(217) sinh(A) 0
0 sinh(A) exp(A)sinh(211) 0
0 0 0 sinh(A+2rl)

この場合には､次の組みひも群の表現行列が導かれる｡

link(A)/sinh(A+2り)-人oo

1 0 0 0

0 0 exp(12rl) 0

0 exp(-2T7)lleXP(1411)0
0 0 0 ′1

(8.ll)

組みひも群に関しては､様々な数理物理の話題が結び付いている｡【18,19,20,21】

8.2 量子群 (ホップ代数)

ボルツマン重率から出発して､組みひも群の表現が導かれた｡可解模型から導かれるよ

うな組みひも群の表現行列は､量子群によって数学的に定式化できる｡さらに､量子群か

ら様々な新しい可解模型が導かれる｡【18,20,21】
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量子群の例としてUq(sl2)を考察する.生成子X士,Hは以下の関係式を満たす｡

KX土1rl-q士2x 土, lx+,xl-
〟 -.打-1

q-q-I
(8.12)

ただしIt'-qHである｡ 以上の関係式はq- 1とすると通常のsl(2)の交換関係に帰着

する｡

量子群ではテンソル積の規則が通常の場合と異なっている｡(テンソル積の規則とは､物

理的な例では､角運動量の合成別のことである｡)通常のスピン演算子の場合を復習する｡′

ベクトル空間VlとV2の上に各々スピン演算子 S-1とS-2が定義されているとする｡ このと

き､ベクトル空間のテンソル積Vl⑳V2の上に作用する仝スピン角運量演算子 S-12は

- ････■ -･■
S12-Sl⑳I+I⑳S2 (8.13)

で与えられる. この合成演算子 S-12を △(S-)と表そう｡量子群の場合には合成演算子が次

のように定められている｡

△(〟) - 〟⑳〟

△(x+)- x+⑳I+K⑳X+

△(X-)- X~⑳K+I⑳X- (8･14)

ベクトル空間 VlとV2のテンソル積として､Vl⑳V2と同様にこれをひねったV2⑳Vl

を考えることができる｡ 量子群のR行列とはこのふたつのテンソル積の問をつなぐ写像

(intertwiner)である｡次のような関係式を満たす｡

R△(I)- T△(I)R, x∈Uq(sl2)

ここで記号γはツイストを意味する｡

Tel⑳ e2- e2⑳ el,for el∈Vl,e2∈V2.

普遍R行列とは､上の関係式(8.15)を演算子レベルで満たすものである｡

71-q-H@H/2expq仁(q-q-I)Kllx'⑳x~K)

ただしexpqxは次式のような無限和を表すo

00

ex,qx-∑ q-n(n l l,′2ヱn=o ln]!

(8.15)

(8.16)

(8.17)

(8.18)

実は普遍R行列の表現から､組みひも群の表現行列が与えられる｡【18,20,21】(普遍R行

列は任意次元の組みひも群の表現行列を与える｡)実際､スピン1/2表現の場合には前

の節の組みひも群の表現(8.ll)が導かれる.(変数 qが exp2両こ対応する.)
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9 有限系の厳密解とメゾスコピック系への応用可能性

ベ-テ仮説の方法には､ベ-テ仮設方程式を導出する部分とストリング仮説など完全性

に関する部分の二つの側面がある｡ 励起状態の物理量の計算はストリング仮説を前提とす

る場合が多い｡前者の部分は数学的に厳密に議論できるが､後者の部分は他の方法と比較

するなど一般にはその計算の妥当性を確認する必要がある｡この結果､｢ベ-テ仮説の方法

で解かれた｣とは言っても､熱力学的極限の取り方など物理的状況が異なる場合には全く

新たな方法で研究する必要があると筆者は考えている｡

例えば､有限サイズの厳密解のスペクトルの研究はまだあまり問題意識が一般的になっ

ていないのではないだろうか｡最も極端な場合を挙げると､ベンゼン環など6個の格子点

からなる周期的格子鎖上の1次元ハバード模型の固有スペクトルの解析が興味深い｡この

場合には､スピン･電荷分離は全く成立しないパラメタ一領域が存在し､そこではレベル

交差が多数存在する｡1次元ハバード模型において､スピン･電荷分離は系のサイズが十

分大きい場合にはギャップ励起も含めて一般的に成立する現象であるが､系のサイズあま

り大きくないと状況は一変するのである.熱力学的ベ-テ仮説の諸方法は､おそらく転送

行列のレベルでのレベル非交差を暗黙の前提としており､この前提が崩れる状況では解析

的な仮定等が破綻する可能性が高いのではないだろうか｡

関連して､メゾスコピック系への厳密解の応用も興味深い今後の研究課題の一つとして

挙げられる｡ 境界条件を周期的境界条件から開いた鎖の境界条件などに変更して､境界に

不純物が存在するような系の厳密解が議論されている｡例えば､両端の開いた1次元ハバー

ド模型の1番目の格子点上に 境界化学ポテンシャル-pが印加された模型を考えよう.ハ

ミルトニアンは以下のように与えられる｡

L-1 L
71open--i∑∑(C,I,qcj巾+cLlCj,q)+U∑nj,Tnj,1+p∑ nlq (9･1)3'-Iq-T,1 i-l q-T,i

境界化学ポテンシャルの値に応じて様々な境界束縛状態が出現する｡境界に束縛された電

子を不純物とみなすと､様々な ｢表面相転移現象｣を厳密に議論することができる｡【25】
実際､量子臨界状態にある1次元系では境界端の影響は系全体に影響する可能性があり､

境界効果は自明ではない｡

A 座標的ベーテ仮設法の一般の場合

ハミルトニアンの作用を厳密に計算すると､以下のようになる｡

7i xxxIM )

言1≦｡l主 材≦Ⅳ [

A( )

∑∑ I(xl,…,XJ_1,笹 ,I,･.I,...1XM)i-1s-土1

ー 3 15 -
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M_1 } i+1 i i+1

-∑ (i(xl,･･･,Xj-1,? ,号 ,I,.2,-XM)'f(xl,-,Xj-1,符 ,訂口,xj.2,･-XM)hFH
i+1

-2f (xl,… ,Xj_1五 訂 口 ,I,.,,.‥xM))63,･.1,I,･. I

-(I(1,LT2,-I,XM-1,N 十1)+I(0,a･2,- ,XMll,N)

-2f (1,x2,･･･,XMll,N ))6xl,16xM･N･ 2(筈 -M)]q3-1- gT-M IO)
(A.1)

波動 関 数 の座 標の範 囲を拡 張 しな くても､直接上式を示す ことが できることをコメントし
てお く ｡

B ストリング解の数を与える状態和の計算

ストリング解を数え上げる和(6.65)は､ベ-テと高橋によって独立な方法で計算された｡

ここではベ-テによる計算法 【11を紹介しよう.10まず､関数Qn(N;qj)を定義する｡

Qn(N;ql,q2,･･･)-N-2∑ pqp-2∑nqp (B･1)
p<n p≧n

前に導入されたTnとの関係は､2Tn+1-Qn+Mn､ただしQn-Qn(N;ql-Ml,q2-
M2,-)であるOさて､ベ-テの数え上げの議論における最も重要なトリックを説明しよ

う｡正整数の変数 qをq-∑nqnと定義する｡変数qはストリングセンターの数に対応す
る｡このとき､次が示される｡

Qn(N;ql,q2,-)- N-2∑ pqp-2∑ nqp
P<n p≧n

- (N-2q)-2 ∑ (p-1)qp-2∑(n-1)qp
2≦p≦n-1 p≧n

- (N-2q)12 ∑ mqm.1-2∑ (n-1)qm.1
1<m<n-2 m>n-1

- Qn_1(N-2q;q2,q3,...) (B.2)
∫

つまり､N'-N-2qおよび qi-qj'1として､関係式 Qn(N;qj)-Qn-1(N';qi･)が導

かれた.特別な場合として､Ql(N;qj)-N-2qである｡このトリック(B･2)を用いると､
次のような漸化的関係式が導かれる｡

Z(N;qJ･,-n@1(Qn'"'qqnj)'qn)-(Qlqlql)nee(Qn'"'qqnj)+qn)
N-2q+ql
ql

N-2q+ql
ql

)真(

)
Qm(N-2q;q;･)+qL.1
qm

Z(N-2q;qi･)
10文献【11の§8と記号も議論も全く同じである｡

- 316 -

(B.3)



1次元量子系の厳密解とベ-テ仮説の数理物理

ここでqi･-qj.Iである.変数rを以下のように定める:r-∑nnqnlつまり変数rは下向
きスピンの数に対応する.下向きスピン数r､ストリングセンターの数がqであるような

ベ-テ仮設固有ベクトルの数をZ(N,r,q)と表す｡つまり､次式で定義される｡

Z(N,r,q)- ∑ Z(N;ql,q2,･･･)
ql十･･.-q;ql+2q2十･･･-r

このとき､関係式 (B.3)に対応して以下の漸化式が導かれる｡

q-I

Z(N,r,q)-∑
q1-0(Ⅳ~…;
N-2q+ql

)

(B.4)

Z(N-2q,r-q,q-ql) (B･5)

漸化式の初期条件として､r≧0のときZ(N,r,q-0)-0であり､また常にr≧qである

ことに注意する｡このとき､上の漸化式の解が次式で与えられることを数学的帰納法を用

いて証明できる｡

Z(N,r,q)-〟-2r+1N-r+1(
〟-㍗+11/㍗-1
qr'1)(rq-_ll) (B･6)

証明には次の公式を用いる｡

(aI b ) -3! .(: ) ( cis ) , when a,a,C, 0 (B･7)

a+b個の中からC個選ぶ選び方は､最初にa個 とb個に分けておいてからそれぞれ S個

とC-β個選ぶ選び方の全体と同じ､ということがこの公式の意味である｡

漸化式(B.5)の証明を少し詳細に記述してみよう｡まずq-1の場合､明らかに式 (B･6)は

成立する｡なぜなら､q-1の場合はストリングの種類は一つだけで､それはr-ストリングで

なければない.そこでM,-1より(あるいはq,-1より)Z(N,r,1)-2T,+1-N-2r+1
となる｡そこで以下ではq>1と仮定できる｡ そして､N'<N､ r'<r､ q<qなる

∫

N',r',q'に対してZ(N',r',q')が(B.6)で与えられると仮定する.すると､漸化式(B･5)の
右辺の和を計算すると､(B.6)がZ(N,r,q)に対しても成立することが示される｡まず､公

式(B.7)より

("~2qrql)-sS.("-2qqI3ls-r'l)(ry) (B･8)
が成り立つ｡ これを漸化式(B.5)の右辺に代入し､二つの和の順番と領域を入れ替えてql

に関する和を先にして公式(B.7)を2回適用すると､和が求まって実際に(B.6)になる｡
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