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定量的に精密化された多次元桐密性定理の Selberg

クラスヘの一般化
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Riemannゼータ関数を ((s)で表す． 1975年， Voronin[8]は，次の Riemannゼータ関

数の普遍性定理を証明した：

定理 1.1.Kを帯領域 {sEC;1/2<a<l}に含まれる，補集合が連結なコンパクト集

合とし， fをJ(において零点を持たない連続関数で， Kの内部で正則な関数とする．この

とき，任意の e> 0に対して，ある T= T((,JC,f,c:) > Qが存在して，

が成り立つ．

m~~ l((s + iT) -f(s)I < c: 
sE/C 

この定理の主張は，任意の零点を持たない正則関数がRiemannゼータ関数を虚軸方向

に平行移動することで一様に近似されるというものである．ここで，実際に Voroninが証

明したのは， Kが円板の場合であり，上記の定式化は Reich[5]によるものであることに注

意しておく． Riemannゼータ関数の普遍性定理が証明されてから，様々な一般化や精密化

が研究されてきた．

普遍性定理の発展の方向の一つとして，この定理を定量的な形で精密化しようというの

は自然な発想である．普遍性定理の定量的評価は，定理の証明に非定量的な議論を用いる

ので，困難であることが知られている．本稿では，以下の問題について考える．

問題．任意に与えられた零点を持たない正則関数 f(s)を近似する ((s+ iT)の平行移動
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T>Oの最小の値はいくつか

2010年に， Garunkstis-Laurincikas-Matsumoto-J.& R. Steuding [1]は，この問題に

対するある定量的な結果を得ている．この結果は， Matsumotoの着想を基にして証明され

る．その着想は， f(s)をs=s。で正則な関数とするとき，く(s+ iT)とf(s)のs= s。で

のTaylor展開

00 〈(K)(So+ iT) °° f(K)(So) 
く(s+ iT)＝こ (s -so)尺 f(s)= L ~(s-sot 

k! 
k=O k=O 

k! 

の係数を比較するというものである． （く(so+iT), ('(so+ iT)..., ((N-l)(s0 + iT)）が

(f(so), f'(so),..., j(N-l)(so)）を近似するような平行移動 T> 0が見つかれば， s= so 

の周りでのみ有効な“普遍性定理型の近似定理’'が導出できる．次の Voroninの多次元桐

密定理 [7]が，そのような T>Oの存在を保証する：

定理 1.2.N を自然数， 1/2<a< lとするこのとき，集合

｛（＜（び十it)ぶ(a+it),...,((N-l)(a+it))E<CN; tE叫
は， CNにおいて桐密である．

しかしながら，定理 1.2も非定量的な結果なため，この定理から得られる普遍性定

理型の近似定理も非定量的となる．そこで， Garunkstis-Laurincikas-Matsumoto-J.& 

R. Steudingらは，定理 1.2の定量的な精密化となる，次の Voroninの結果 [9]に着目

した：

定理 1.3(Karatsuba-Voronin [2]より引用）． Nを自然数， 1/2<びo< 1とする任意の

E>OとQ= (bo, b1,..., bN-1) E <CNで |bol> Eを満たすものを固定する．このとき，びo

とNにのみに依存する正の定数co=co（びo,N)とり＝釘（ao,N)が存在して，以下が成

り立つ： logb。の枝を |logb叶が最小となるようにとると，

T 2 Co expexp [C1 (| logbo| ＋ （11り）”）心＋5o81/2] 
を満たす任意の実数Tに対して，未知数tに関する連立不等式

く(k)（びO+ it)一似 <E, k = 0, l,..., N -l 

は[T,2T]の範囲に解をもつ．ただし， 11!211= L~=閏 |b叶である．さらに，定数 Co,C1は，そ
れぞれが依存するパラメータを用いて明示的に計算可能である．
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定理 1.3とMatsumotoの着想を組み合わせた，彼らの結果を述べるただし，彼らの

結果に僅かな誤植（注意 1.5を参照）が見つかったので，以下でそれを修正したものを述

べる．

定理 1.4.複素数 So＝びo+ ito E <Cは， 1/2<びo< 1, t E艮を満たすとする． r>Oと
し， K,= {s E <C; Is -sol~ r}とおく．さらに，正則関数 f:K,→Cはf(so)=I-0を満
たすとし， M(f)= maxls-sol:'or lf(s)Iとおく．また，任意の 0< c: < 1と0<8。<1を

任意に取る．このとき，自然数N=N(8。ふf)と正の実数T=T(f，びo,c:,8。,N)が

M(f) 

と

硲 e
< -

1-8。3

T 2:: max { co exp exp [ c1A (N, f, r，訊o）己ず可知］，r},

を満たせば，ある TE[T-t0,2T-t0]が存在して，

となる任意の 8に対して，

。：：：：： 6 ：：：：： 6。かつ 炉 e
M(T) ＜ -
1 -6 3 

max_ l((s + ir) -f(s)I < E 
ls-so|豆r

が成り立つ．ただし， co=co（びo,N)とり＝釘（びo,N)は，定理 1.3と同じもの，

A(N,J,r,E,80) = llogf(so)I + ( 
(e/3) exp(-6。r))

N2 

であり， M(r)= maxis-so|<:::r l((s + iT)Iである．ここで， logf(so)の枝は Ilog J(so)Iが
最小になるように選ぶ．

本稿では，定理 1.3をある条件を満たす Selbergクラス Sの元に一般化し，それを用い

て定理 1.4の類似が得られたので，次のセクションで，これを報告する．

注意 1.5.[1]の誤植について述べる．設定や記号は，［1]のTheorem1.1 7と同じものとす

る．彼らは， p.214の2行目において

e c 6” 
l((s + ir) -g(s)I <—+ -exp(8r) + M(r)~ =: G(8) 3'3 ---.,-. I'-- ¥. I 1 -8 

が任意の 0:S 8 :S 8。に対して成り立つことを証明しているここで， nとTは，％とそ

の他のパラメータに依存する正の定数であり， M（T)は， M(r)= maxls-sol<:::r l((s + ir)I 
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で定義されるものである．彼らは，その後の議論で， G(O)= (2/3)cとlimii/'1G(o) = oo 

なので， G(o)= cを満たす 6が存在するという主張しているしかし，上記の不等式は

0 ::; () ::; ()。<1でのみ成り立つものであるから，この議論はいつでも成り立つとは限ら

ない．

2 主結果

まずは， Selbergクラス Sの定義から始める． Dirichlet級数

00 

a(n) 
£(s)＝ど ns 

n=l 

がSelbergクラス Sに属するとは，以下の条件を満たすことをいう：

(i) Ramanujan予想型の仮定：任意の c>Oに対して， a(n)≪cがが成り立つ．
(ii)解析接続：ある非負整数mが存在して，（s-1）m£(s）が有限な位数を持つ整関数と

なる．

(iii)関数等式： ,C(s)は，次の形の関数等式を持つ：

社瓜s)＝叫恥(1-s). 

ただし，

加 (s)=,C(s)R8 II r（ふs+ μj) = 1(s),C(s) 
j=l 

であり， R,朽は正の実数， μjとwは複素数で沢μj2: o, lwl = 1を満たす．
(iv) Euler積： log£(s) =区:=lb(n)n-sと表される．ただし，ある素数pとm2: 1に

対して n=pmとなるとき， b(n)= 0であり，ある{)< 1/2が存在して，任意の自然

数nに対して， b(n)≪州が成り立つ．

本稿では，さらに次の 3つの条件を仮定する：

(Cl)ある代＝ ii(£)> 0が存在して，

1 
7f(X)ど|a(p)l2~ Ii 
p<:'.X 

がX→00のとき成り立つ．ただし， 1r(X)はX以下の素数の個数を表す．
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(C2)次を満たすび.c;::,:1/2が存在する：任意の u>び£に対して△£（u)> 0が存在し，

N.c(u, T) ~ T1ー今(a) (T→oo) 

が成り立つ．ただし，

N巫，T)= #{p =/3＋i"(; pは.C(s)の非自明零点， /3;::,:び，hi::;T} 

である（個数は，重複度も込めて数える）．

(C3)ある恥＞ 0とD£21が存在して，

L la(p)l2 ~ r,,6, 7r(X + H) -7r(X) ~,!!--
logX' 
7r(X + H) -7r(X) ~ ~ (X→oo) 

logX 
X<p'."::X+H 

が成り立つ．ただし， H=H(X)はXミH2 X1-E吋logX)De,を満たし， Hに

ついて収束は一様である．

注意 2.1.Nagoshi-Steuding [4]は，（Cl)を満たすような Selbergクラスの元に対して，

普遍性定理がある領域において成り立つことを証明している．

ここで，主結果を述べる．

定理 2.2([3]). Selbergクラスの元£(s)は，条件 (Cl),(C2), (C3)を満たすとするま

た，実数a。は， max{a.c,1 -2E叶<a。<1 を満たし， ~=(co,C1,..., CN-1) E (CNは

Co-/ 0を満たすとするこのとき，£,びo,Nに依存する正の定数 C1= C1(£，びo,N)と

びo，駈のみに依存する正の定数d=d（びO,E.c)が存在し，任意の cE(0,1)に対して以下

が成り立つ： logcoの枝を Ilog叫が最小になるようにとる．このとき，

T 2 expexp [c1 (|logCo|＋ ([C]）(N-1)2 1 +e|Co|)'] 

を満たす任意の実数Tに対して，未知数tに関する連立不等式

.c（k)(a-o+it)一繹 <c, k = 0, 1,..., N -1 

が [T,2T]の範囲において解をもつ．さらに， C1,dはそれぞれが依存するパラメータを用

いて明示的に計算できる．

定理 2.3([3]). Selbergクラスの元.C(s)は，条件 (Cl),(C2), (C3)を満たすとする複

素数so＝a-o+ itoはmax{の.e,1-2E.e}＜a-o < 1, to E股を満たすとする．また， r> 0, 
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K, = { s E (C ; Is -so I :S r}を固定し，さらに，正則関数f:K→ CはJ(so)-/-0を満た
すとし， M(f)= maxls-sol_<'.'.r lf(s)Iとおく．また，任意の O<c<lと0<8。<1を任

意に取る．このとき，自然数N=N(8。,E,M(f)）と正の実数T= T(£,f,E，びoふo,N)が

M(f) 
硲 e
< -

1-8。3

と T2". max { exp exp（らB(N, f, (c/3) exp(—如））d),r}'
を満たせば，ある TE[T-to,2T-to]が存在して，

〇こ 6三6。かつ

となる任意の 8に対して，

がV
M(T;£) ＜ -

e 

1 -6 3 

max_ 1£(s + iT) -f(s)I < c 
ls-so|：：：：ぷ

が成り立つ．ただし， C1= C1(£，びo,N),d = d（びo，恥）は，定理 2.2と同じもの，

(N-1)2 

B(N,J,s) = llogf(so)I + ( )  ~1V-•J ~ 
|f(So)| ） cexp(-6。r)

である．ここで， logf(so)の枝は Ilog f(so)Iが最小になるように選ぶ．

3 証明の概略

普遍性定理 1.1や定理 1.2の定量的精密化の困難なのは，証明に以下の二つの非定量的

な定理が用いられていることが原因である：

• Pecerski1による Hilbert空間における点列の並び替えに関する定理，

• Kroneckerの近似定理．

まずは，定理 1.2の証明の概略から始め，上記の定理が証明のどこで現れるのかを確認

する
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3.1 定理 1.2の証明の概略

以下において， measJは町上の Lebesgue測度とするただし， J= lのときは，

meas= meas1と略記する．また，［T,2T]上の可測関数f(t)と可測集合Aに対して，

と表す．

1 
IP'r (f(t) EA)= i; meas {t E [T, 2T] ; f(t) EA} 

T 

定理 1.2は次の定理から導出されることが知られている：

定理 3.1.N を自然数， 1/2<er< lとするこのとき，集合

{ (log (（び十it),(logく）＇（び十 it),...,(log(/N-l)（び十it))E (CN ; t E艮｝
は， CNにおいて稲密である．

この定理の証明の概略を簡弟に述べることとする．任意の s>OとZo,Z1,..., ZN-1 E 

Cを固定する．

び＞ 1において， logく（び十it)は，

｛文

logく（び十it)=Llog (1-p―a-it)―1 ＝ここ 1 
lpl(a+it) 

P p l=l 

とDirichlet級数表示ができる．

1/2 <びく 1においては， logく(er+it)はこのような Dirichlet級数表示は持たない．し

かしながら， log(（び十it)のDirichlet級数表示を有限に打ち切った級数

J J(X) 

log(J(a-+ it)＝区log(1 -Pja-it戸＝ここ 1 

lpl（グ十it)
j=l j=ll=l 

はlogく(s)を， Jが十分に大きいときに，’'平均的な意味’'で近似することが知られている．

ここで，’'平均的な意味’'で近似するとは，任意の E1> 0に対して，

Fm limsup巧 (llog(（び十it)-log (J（び十it)I :::=: c') = o 
J→(X) T→(X) 

が成り立つことを意味する．

logく(s)の高階導関数についても同様の議論ができるので，

lim limsum (max(logく）（k)(a+it)
c 

O<k<N-l 
a+it)-(Iog(J)(k)(a+it)I ~ i) =0 (1) 

J→oo T→OO - 2 
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が成り立つ．

次に， Kroneckerの近似定理と確率論の一般論を用いると，任意に固定された X>Oに

対して，

胴凸 (max (logQ)（K) （6+it)一咋＜ーc 
O<k<N-1 2) 

2: measJに＝（0Pl'0p2,'..'仮） E[O, lf; 0喜悶怒＿1l(log(J/k) (a，約）一咋く：｝

が成り立つことがわかるただし， p]はj番目の素数を表し，

logくJ（叫）＝正(l_ Pjcr e21ri0p1)―l =tこe2mlOP3
p. 

j=l j=l l=l r J 

と定義する．

したがって， JとTが十分大きいとき，

(10gく(a+it), (logく）＇（a+it),..., (logく）（N-l)(a+ it)) 

のtE [T,2T]における値の分布の情報は，

(10g□叫），（log冨 (a出），．．．，（log〈J)(N-1)（叫））
の島 E[O,lfにおける値分布のものから引き出せることがわかる．後者の値分布の解析

は，前者の値分布の解析より簡単である実際， Pecerskilによる Hilbert空間における点

列の並び替えに関する定理を用いることで，次の補題を証明することができる．

補題 3.2.任意の E:1> 0, 1/2 <a< 1, xa,...,xN-1 ECを固定する．このとき，ある

8 = 8(E:',a,xo,--•,xN-1) > 0とJ。=Jo(E:1,a, xo,..., XN-1) E Nが存在して，任意の

自然数J2J。に対して，

measJ { (j_J E [O, 1 f ; 

が成り立つ．

max 
O<:'.k<:'.N-l 

l(log(J)(k) (a出）一咋 <c'}> 8 

最後に，実際に定理 3.1が導かれることを確認する． 1/2<びく 1とする．このとき，こ
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の補題と等式（1)より， Jが十分大きいとき，

見隠m(。塁緊ー1I (logく）（k)（び十it)一咋 <s)

三 IP'T(。雰悶繁ー1I (log (J /k)に＋it)一咋<;)

-liminflP'T ( max (logく）（k)位十it)-(logくJ)(k)（び十it) ＞ 
c 

T→oo ¥ O<k<N-1 ―2) 
:::,: measJ｛幻 E[O,lf;。掌累 (logQ)（K)（0，島）一咋く：｝
>;]肥隠flP'T(。s雷ー1(logく）（K）に＋il)-(logし）（')(o+il)I:,n 

が導かれるただし， 6は補題 3.2において， s',xo,...,xN-1をc,Z1,..., ZN-1に置き換

えたときに存在する，正の実数6= c5(s, a, Z1,..., ZN-1)である．

3.2 定理 1.3の証明の概略

Voroninの着想は，上記の証明の非定量的な議論を以下のものに置き換えることである：

• Kronekerの近似定理を用いる議論を，’'重み付きの平均値”を計算するものにする，

• Pecerski'iの定理を用いる議論を，短区間中の素数定理を用いたものにする．

前者は， Selbergクラスヘ一般化する際にも，ほとんど同様の議論が走る．しかしながら，

後者は全く同様とはいかない．そのため，本稿では後者の部分について述べることとする．

Pecerski'iの定理が必要な場所は，

(10gくJ（叫），（log(J)'（び出），．．．，（log(J)(N-1)に出））

のflJE [O, l)Jにおける値分布を調べるところで，補題 3.2に対応する部分である．

1/2 < O" < 1において，

J oo e2mlop1 J e2mop1 J oo e2mlo巧
log(J(a，釦）＝とと la ＝区 ＋とと la p. 

J j=1 P『 p. j=l l=l,-J j=l,-J j=l 1=2,-J 

と表示する． このとき，二つ目の和で Jを無限大にした級数は絶対収束するので，

log(J（叫幻）の値分布を知るためには，一つ目の和 I:f=1 e21ri0Pj p―クを調べれば良い
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ことが確かめられる． log(J(a,(}_J)の高階導関数についても同様である．したがって，補

題 3.2を得るには，次の補題を証明すれば良い．

補題 3.3.1/2 <びく 1とする．このとき，集合

｛ （芦召；；゜巧,...,芦~) ECN;.J:>I,約 E[O, l)J} 
は， CNにおいて稲密である．

したがって，この補題の定量化が目標となる．そのために，まず次の補題を紹介する．

補題 3.4.Jを3以上の自然数とする．また，正の実数 r1~乃・・・~ TJは， rJご区］こ11巧
を満たすとするこのとき，

｛芦;exp (2~i化） EC ; 0; E [ll, 1)} ~ { z EC ; [zlさ戸｝
が成り立つ．

証明は，例えば [6,Lemma 3.2]をみられたい．この補題は，

と
e2ni0p 

p：有限
pa 
, 0p E [O, 1) 

の値分布の解析に用いられることに注意しておく．

さて，これを踏まえて Voroninの着想を述べよう． X は十分を大きい実数とし， H=

H(X)さXは後に選ばれるパラメータとするまた，任意の j= O,...,N -1に対して，

見 (X,H;〈）＝ ｛p; 2jX <p□X+H}, 
とおき，

N-1 

M(X,H;() = lJ見 (X,H;()
j=O 

と定める． Voroninは，

p
 ゜
．^し%
p
u
 

e
 
〇ヅH, 

▽
]
5
 
M
 
E
 
p
 

（

ー

＼
'...' こ

(-logp)N-le―21ri0p 

pEM(X,H,<） p。) (2) 
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の値分布を

こ e
-2n:i0 p 
, j = 0, 1,..., N -1 

pEMj(X,H;() 
pび

の値分布を用いて記述する方法を発見した．

少々複雑だが，以下にその方法を述べる．任意にr= (co,..., cN_i) E CNが与えられ

ているとするこのとき，任意の j,k = 0, 1,..., N -1に対して，

叩＝こ
pEMj(X,H;() 

(-Iogp)ke-2,ri0p 

pc, 

とおくと，

Rj,k = 
(-logp)ke-2冠0p -2五0
こ—(-log(21X))k L ~ p 

pE凡 (X,H;()
PCT 

pEMj(X,H;() 
PCT 

L { 
-21ri0 

(-logpl-(-log(21X))k} T 
2jX<p:S:2jX+H 

pa 

≪N炉 x-(1十びo)(log X)N-2 

が成り立つ．ただし，上の計算では(-logpl -(-log(2収）Vの部分に平均値の定理を
用いたしたがって， H を'’適切に小さぐ＇取れば， Rj,k'ま小さくなるので，近似式

(-logp)ke-2ni0p -・ I,  ___ fni-v-¥¥k ~ e-2ni0p 
こ～p(J" ~ (-log(2j X))k L ~ (3) p(J" 
pEMj(X,H;()'pEMj(X,H;()  

が成り立つ．

この近似式と以下の補題を組み合わせる．

補題 3.5.X をX> eとなる実数， Nを自然数とするまた， Q= (ao, a1,..., aN_i) E 

びが固定されているとする．任意の j= 0, 1,..., N -1に対して， Xj= 2JXとおく．

このとき，未知ベクトル旦＝ （Zo, Z1,..., ZN-1) E (CNに関する連立方程式
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は唯一つの解恥＝旦0(X,g)E CNを持ち，評価式

ll~oll ≪N  (logX)N-lllf!:11 
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が成り立つ．

証明は，［9,2]にもあるが，詳しい証明については [3]をみられたい．

補題 3.5より，

N-1 

ど(-log(2収））kZj=Ck k=0,1,...,N-1. 
j=O 

を満たす 2＝こ（r,X)= (zo,z1,••·,zN-1) E (CNが存在し，

||&.II ≪N (logX)N-1llrll 

が成り立つ．いま，近似式 (3)より，

N-1 

(4) 

(5) 

-21ri0 (-logp)ke-21ri0v L ~ ;:::j L (-log(2j X))k ;:::j L (-log(2JX)t L e P 

(6) 
炉 pa

pEM(X,H;()'j=O  pEMj(X,H;() 

が成り立つ．したがって，

区
pEM;(X,H;() 

e -27ri0 

pび

p 

= Zj j = 0, 1,..., N -l, (7) 

を満たすような Q= （O砂pEM(X,H;()E [0, l)M(X,H;()が存在すれば，（4),(6), (7)より，

近似式

こ
(-logp)ke-2n:i0p 

~ Ck 
pEM(X,H;() 

pa 

が成り立つことがわかる．上記の等式（7)を満たす{!_E [0, l)M(X,H；く）の存在を保証する

には， H を’'適当に大きく’'取り，評価 (5)，短区間中の素数定理，補題 3.4を組み合わせて

用いれば良い．

ところで，近似式 (3)を得るためには， H を’'適当に小さぐ＇取る必要があると述べた．

一方で，等式 (7)を満たすような{!_E [0, 1)M(X,H;く）の存在には， Hを'’適当に大きぐ’取

る必要があるしたがって， Hは小さすぎず，大きすぎないように適切に選ぶことが必要

になるのである．
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3.3 Selbergクラスヘの一般化

サブセクション 3.2で述べた議論の Selbergクラスヘ一般化を概説する． Riemannゼー

タ関数く(s)の場合，証明の鍵となるのは，

e -2が0

こ
p 

2バ <p翌 X+H
pa 
j = 0, 1,..., N -l. 

の解析が簡単であることである．一方で， Selbergクラスの場合に上記に対応するものは，

こ21X<p:s;21X+H 
a(p)e-2畔ゎ

pa 
j = 0, 1,..., N -1. 

の解析であるが，これは一般に困難である．

したがって，非交和な，素数からなる有限集合の族{Mj(X,H;£)｝:＝計を，

区
a(p)e-21ri0v 

pEM1(X,H;.C) 
pa 
, j = 0, 1,..., N -l, 

の解析が簡単にでき，これらの値を用いて

a(p)(-logple-2叫

pび
, k = 0, l,..., N -l. ▽

 
pEM(X,H;.C) 

(8) 

(9) 

の値を制御できるように取り直さなければならない．ここで，

N-1 

M(X, H; £) = lJ見 (X,H;£)
j=O 

である

有限集合の族 {Mj(X,H;C)｝〗計の取り方と証明の方針は，以下の通りである．

(I) b(pkk) #-0となる {Pk1}似1を取り，任意の j= 0, 1,..., N -1に対して，

見 (X,H; £) = {Pk1} U {p ; 2収 <p-<;2jX +H} 

とおく．

(II)正密度法とよばれる手法と補題 3.4を組み合わせることで，（8)の値の解析をする

(III) Voroninの手法を，（8)の値を用いて (9)の値の解析できる形に修正する．
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(I)のb(pk砂ヂ0となる {Pk3}：=？の役割は，

{ a(P)e-2mop 

~} pEMj(X,H;.C) 

の中で，一番大きい長さを持つベクトルをいつでも

a(pkj)e 
-21ri0Pk 

J 

尻

で取れることを保証することである．

(II)では，仮定 (C3)と正密度法を用いて，

la(pkj) I 

P'Ij 

<と |a(P)|
pa 

2jX<p翌 X+H

を満たすような H が取れることを保証し，補題 3.4を用いる． X が十分大きければ，

Selbergクラスの定義（i)により,|a(p)IP―びの値は十分小さくなる補題 3.4を用いるた

めに，（I)と正密度法を (C3)と組み合わせて用いるのである．

(III)では， Voroninの手法を踏襲しようとすると， b(pkk)-/-0となる {PK3}羹11に関す
る誤差を考慮する必要が生じる．その部分を修正すれば良い．
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