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低次元系のスピン波
東大 物性研 高橋 害

§1 ･ は じめ に
強磁性 ス ピ ン波 理 論 は Blochl) に よ って 始 め られ ､IIolsteirL､PrimakofP)や

Dyson3)の研 究 i羊よ って さ らに発展 したo反 強 磁 性 ス ピン波 理 論 は An derson4) と
久 保S)によ って提案 され たO ス ピン波理 論 は通 常 長 距離 秩序 が存在 す る三 次 元 系

の低 温状態 で良 く成 立 ち､低 次 元系 で は成 立 しな い で あ ろ うと考 え られて きた｡

しか し一 次 元 系 - イゼ ンベル グ強磁性体 の低 温 で の 自由 エ ネルギー を Bethe仮
説 の方法 で計算 す る とT3/2に比例 して い る. しか もその係 数 が ス ピン波 理 論
の結 果 と良 く一 致 す る｡ この事 か ら低 次 元系 で も低 温 で あ れ ば ス ピ ン波 理 論

が成 立 して い る様 に見 え る｡ 6) これが きっか け とな って我 々 は低 次元 強磁 性 -

イゼ ンベル グ系 で の ス ピン波理 論 に よ る系統 的 な計算 を考 案 した ｡ 7) 我 々 の方

法 で は従 来 の理 論 で 困難 の あ った赤 外発 散 の 問題 を化学 ポ テ ン シャル を導 入 す

る事 で解決 し､ ス ピ ン空 間 で の回転 非対 称 性 を 回転 平均 操 作 を使 う事 に よ って

解 決 した ｡

この方法 に よれ ば二点 相 関関数 ､帯 磁 率 ､ エ ネルギー等 が計算 で きる｡一 次

元 系で はBel血e仮 説 によ る低 温で の結果 と大変良 く一致 し､また二次 元 で は帯磁

率 ､相関距 離等 の結 果 が繰 り込 み群 の結 果 と同 じ くexp(A/T)の形 にな る こ とが
導 か れた｡7) 帯 磁 率 や相関距離 の よ うな量 は繰 り込 み群 で な けれ ば求 め られ な

い と考 え られて い た ので これ はか な り意 外 で あ った｡

我 々 の理 論 で は ス ピン空 間 での回転対 称 性 を破 って い るので Arovasと Auer

-b&ch8)(AA)は ShwinserBosonの方法 を使 って理 論 を 回転対称 性 の あ る形 で 再 構
築 し､強磁 性 の場 合 及 び反 強 磁性 の場 合 を論 じた ｡ 強磁 性 の場 合 は我 々 の理

論 を少 し悪 く した結 果 しか得 られ な か った が ､反 強 磁性 の場 合 に一組 の方 程 式

を専 いた ｡ この方 程 式 は二 次 元正 方 格子 で は低 温 で か な り良 い近 似 に な って い

る ら し く数 値 計 算 との比 較 が い ろい ろ発 表 され て い る｡ この解 説 で は低 次 元 系

の ス ピン波 理論 を Dyson- ミル トニ ア ン3･9)に対 す る平均 場 近 似 と して考 え ､強
磁 性 及 び反 強磁 性 に対 す.る平均場 方程式 を導 出 す る｡ この方程式 を使 って比 熱 ､

ェ ネルギー ､相 関 関 数 等 の物 理 量 を計算 す る｡ 我 々 の輝 論10)で は AA 理 論 で の
欠点 をか な り克 服 で きた様 に思 わ れ る｡

S2 ･強磁性 の場 合
- ミル トニ ア ンは次 の よ うに な る｡

H--I∑S.rS,T+SiyS,r+S.fS,f,Si2-S(S+1),【S.F,S.?]-ieapTS:･ (2･1)
<i)'>

この系 の基底状 態 エ ネル ギー は-zJNS2/2とな る事 は良 く知 られて い る . :素 励 起
は次 の よ うにな る｡

JSz(1-γA),Th≡ 2-1∑eih6才
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Nは格 子上 の ス ピンの数 ､Zは最 近 接 格 子 の数 で あ り､Sは最 近 接 格 子 へ の格 子
ベ ク トルで あ る｡ これ は厳 密 な結 果 で あ るが ス ピ ンが 二 個 以 上 励 起 され た場 合

は相互 作用 の問題 が生 じ､簡単 で な くな るO こ こで次 に示 す よ うな Dyson-Maleev
変 換 を導入 しよ う｡

sT司. sT-(2S-blb,･)a,･,S,f-5-blb,･･ (2･2)

ここでbiとbI ヵゞ 通 常 の ボー ズ交 換 関 係 を満 足 す れ ば(2･1)の ス ピン交 換 由係 は 自
動 的 に満 足 され る｡ また(2･1)め - ミル トニ ア ンは次 の よ うにか きか え られ るo

H-- izJS2N- J ∑lS(bト bI)(bi-bj)･抑 (bi-a,･ ) 2 ] ･ (2･3)<i,)'>
この 式 は Dysonハ ミル トニ ア ン と呼 ば れ る. この ハ ミル トニ ア ンの第 - の特 徴

は エ ル ミー トで な い事 であ る(H≠HI)｡ この- ミル トニ ア ンは (2.1)と違 って
無 限個 の固 有 値 と固 有状 態 を持 って い る｡ しか し(2.1)の固有 値 と固 有 状 態 はす
べ て 含 まれ て い る と考 え られ る｡ ス ピ ン波 理 論 の正 しい基 礎 は Dyson- ミル
トニ ア ンか ら始 め な けれ ば な らな い が ､良 く分 か って い な い 事 も多 い｡ さ らに

(2.1)に含 まれ な い よ うな非 物 理 的状 態 は基底 状 態 よ り J52の オー ダ ー で上 に あ
る と考 え られ る｡ 従 って (2･3)め - ミル トニ ア ンは十分 低 温 で は正 しい分 配 関 数
を与 え るは ず で あ るが ､ この ま ま で は粒 子 数 が無 限大 に な って しま うので化 学

ポ テ ン シャル を導入 して粒 子数 が サ イ ト当 り∫個 にな る よ うに しな けれ ばな らな

い｡ こ こで近 似 的 に密皮 行 列 を つ ぎの よ うな理 想 ス ビン波 密 度 行 列 と しよ う｡

p- ex.p(-r l写ehbhTbh,,bhf=Ji写exp(ihr,bI, bh≡ 描 写 ･exp(-ihr,br･
(2.4)

こ こで kの和 は第- Briuouinゾー ンで行 う事 にす る｡ この密 度 行 列 に対 して ス ど

ン対 Si･S,･の期 待 値 は次 の よ うに な るO

<si･Sj>-(S-N-l∑ 【1-cosh(ri-チ,･)]n九)2,nh≡h exp(eh/T)-1
(2･5)

SIfS35とS.rS)!の期待 値 は回転 対 称 性 に よ り同 じに な る はず で あ るが ､密 度 行 列
(2.4)を便.う と同 い こな らな い｡ そ こで我 々 は

･sf写 ,-<ST写,-喜<si･S,･,,
とす る ｡ こ.れ を回 転 平 均 化 操 作 と呼 ぼ う｡ どん な演 算 子 も回 転 平 均 化 を行 うと

ス ピン対 演 算 子 Si･S)･由関 数 と して 書 き表 され る と考 え られ る.(2･5)を使 うと
全 エ ネ ルギ ー は

E-.-izJN(S-N-1∑ (1:cosSr)nh)2,
h
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で与 え られ る｡ 一 方 エ ン トロ ピー は

6-∑(1+nh)ln(1+nhト nhlnnh,A

で あ り､<S.f>はS-N-1∑Anhで あ る . 我 々 は E-TSが最 小 に な る よ うに､か
つ <S,f>-0に な るよ うに ehを選 ば な けれ ば な らな い. これ よ り次 の式 が得
られ る｡

S-N-l∑nh, S'-N~1∑Thnh, eh-JzS'(1-7hト p･ (2･6)A A

こ こで 〝 は ス ピン波 に対 す る化 学 ポ テ ン シ ャル で あ り､通 常 の ス ピ ン波 理 論 で

は外 部 磁 場 の強 さに等 しい と考 え られ て い る量 で あ る｡ と こ ろで (2.1)の 問題 で
は外 部 磁 場 を零 と して い るか ら､･通 常 の ス ピ ン波 埋 論 で は 〝 は零 で な け れ ば な

らず､(2.6)の最 初 の式 を満 足 しな い ｡ そ こで我 々 の理 論 で は 〝は (2･6)に よ っ
て決 定 す べ き もの で あ る と考 え る｡ この方 程 式 は∫′と〝に対 す る 自 己無 撞 着 方 程
式 に な って い る｡ これ に対 す る一 つ の解 は

S'-E-0,p--Tln(1+S~1),5--F/T-Nlnl(1+S)(1+S~1)S]. (2.7)

高 温 で は この解 が 自 由 エ ネ ル ギ ー を最 少 にす るが低 温 で はS'≠0の解 が 自 由 エ
ネ ルギ ーを最少 にす る｡ あ る温 度 で一 次相 転 移 を起 こす が ､ これ は高 温 で近 似

が悪 くな って い る とい う こ と で物 理 的 意 味 は あ ま りな い〇 二 点 相 関 関数 は (2.5)
を使 って

'si･S,･'-(N~1∑?osh(ri-r,･)nh)2,if3'A
nhは kが小 さい と きT/(JS'h21P)な の で相 関 距 離 は

弓 (誓)1′2,

で あ る ｡

a)一 次 元 の場 合 ､方 程 式 (2.6)は低 温 で展 開 で きて

S'-S-o(ti),

(2･8)

(-p/T)i-(li/2S)小 一喜((;)(ti/2S)2. -巧 2(喜)(ti/2S)8 ････,i=T/JS･(2･9)
こ こで(はRiemannの(関 数 で.あ るoS-書の場 合 ､ これ を使 って - サ イ ト当 りの
自由 エ ネ ル ギ ー と帯 磁 率 は次 の よ うに な った｡

f-Tト1.0421869(T/J)1/2+(T/I)-0(T3/2)1,
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冗-JT-2[吉+o･5825974(T/I)1′2+o･6788396(T/J).0(TS/2)]･
一方 ､ 山 田 と高橋6)は Bethe仮 説 を使 った計算 によ り

f-Tト1.042(T/I)1/2+1.00(T/J)-0(T3/2)】,

x=Jr 2【0.1667+0.581(T/I)1/2+0.68(T/I)+0(T3/2)],

を得 て い る｡最近高 麗11)は(2.10)に もっ と良 く･一致 す る係 数 を得 て い る｡
の第 三項 で は､ ス ピン波理 論 の結 果 とBethe仮説 の結 果 は一 致 しな い｡

つ いて は高 次 の摂動 が必要 で あ る と考 え られ る｡(2･8)と(2･9)を便
場 合 は相 関距 離 は

E-0.25(T/I)-1+0.291298727(T/J)-1/2+o((T/J)1/2),

こ

Cr)

(2.10)

fJ
に

の

し

項

と2

但

の

ニ
(2.ll)

とな る｡ これ に対 し山 田12)の数値 計 算 で は

f-0.250003(T/I)~1+0.2911(T/J)-1/2+.0044+0((T/J)1/2), (2.12)

を得 て お り, これ も低 温 で の一致 が大変 に よい ｡

ち)また二 次 元正 方格 子 の場 合 は
-fL/T-exp(一触JS2/T)とな る｡ これ は大 変小 さい量 で あ るo(2.8)によ り相 関距
離 は

E-√汚行 exp(2qJS2/T), (2.13)

とな る｡ 今 まで は相 関 距離 の よ うな物 理 圭 は繰 り込 み群 で な けれ ば求 め られ な

い と思 わ れ て いたが必 ず しもそ うで はな い｡ 古典 的二 次 元 - イゼ ンベ ル グ模 型

の場 合 につ いて も我 々 の ス ピン波 理 論 は適 用 で きる｡

この節 で述 べ た方 法 は S-1/2の場 合 ､温 度 が 0.2J ぐ らい まで ほ良 くな り
た って い るが ､ それ以 上 で は急 に うま くいか な くな る18). この辺 か らは非 物 理

的状 態 へ の励起 が さかん にな り､近 似 を悪 くして い る と考 え られ る0

強磁 性 の問題 の詳細 につ いて は参考 文献 14を参 照 され た い｡

S3 ･反強 磁 性 の場 合

この場 合 (2.1)に対 応 して - ミル トニ ア ンは次 の よ うにな る｡

H-I∑S.･?S,T+S.rS,r+Sits,f,J>0･
<ii>

(3.1)

この場 合 も.強磁性 の場 合 と同 じよ うにス ピン波 理論 が適 用 で きる と考 え られ る0

しか し一 次 元系 の場 合 はHaldaneの ギ ャップの問題 が あ り､強磁 性 の場合 に較
べ て か な り複 雑 で あ る｡近 年 は高 温超 伝 導 の問題 と関 連 して 正 方 格 子 の研 究 が

盛 ん で あ るが ､ ここで は正 方 格 子 の場 合 を考 え る｡ 二 つ の副 格 子 をA とB と

呼 ぼ うo こ こで我 々 は反 強磁 性 的 DysorL-Maleev変 換 を導 入 す る｡A副格 子 で､

S.-=aT,S,'-(2S-aJa.)a,,S.,-S-ala.,
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B副 格 子で ,

Sニ--bn,SL-一正(2S一心 m),S£ニーS十bLbm , (3.2)

と しよ う｡ この変換 も(2･1)の ス ピン交 換 関 係 を満 足 す るo この時 - ミル トニ
7 ンは次 の よ うに な る｡

H=寺 JS2N･J∑ 【S(aIai･blb,･-a.1b,L aib,･)+喜a,T(a,L ai)2b,･]･ (3･3)
くt',)'>

(2.4)に対応 して Bogoliubov変換 を伴 った理 想 ス ピ ン波 密 度 行 列 を導 入 す るo

p-exp(-T-1∑eh(a王αh'β!hβ-A)),
h

(3･4)

αh-C.Shehah- SinhehbL , P!A--Simhehah+C｡Shehbth,

ah≡ 府 ∑exp(-ihr)a" bf_h妻湧有∑exp(-ihr)bI･ (3･5)
7･(J1 7∈B

ここで kは副格子 上 での Foulier変換 とな り､∑ AはBrillotLin2iOne の半分 で の和
を表 す｡部 分 格 子 磁 化 を零 に な る よ うに して 自由 エ ネル ギ ー を最小 にな る よ う

にCA とekとを選 べ ば次 の方 程 式 が導 かれ るo

eh-A

こ こで ほ

てり-a-

1-727三,cosh20A-1/

る
州r)あ
の

も

式

解

かり
の
●
2
o

nHJJU
と

め

1-7127王,Sinh20h-717h/

S･;-緩 co柵 (nA･喜',

一指 sinh20"nh･か,
1

nh

の

こ
&
･.,I

exp(eh/T)-1

1-7127h2, (3･6)

(3.7α)

(3･7b)

(3.8)

か わ りに 人と可が 未知 数 とな るO (2.7)に対 応 し
れ は高温 で の解 で あ る｡ この 自己無 撞 着方 程 式 は

AAに よ って も得 られ て い る｡ 二点 相 関 関数 は次 の よ うにな る｡

･S,･･S,･,-f2(r･･-r,･)J (ri-r,I)一言St･,･,

i(r)≡ 孟∑ et'.hlcosh2eh(nh･妄), 9(r)≡ 孟 ∑ eihTsinh2eJnh+妄)･ (3･9)
h A
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AA の理論 で は､二 点 相 関 関 数 は これ の 3/2倍 に な る｡彼 らは この係 数 3/2は な
い ほ うがよ い事 に 気 ず いて は い たが ､彼 らの定 式 で は ど う して もそ うな って し

ま う｡

以下で は二次 元 正方 格 子 の場 合 を考 え よ う｡a)T-0にお いて71は 1-0(1/N)
で ､nhは常 に零 で あ る｡(3.78)よ りh-0で の み cosh2eh-(1-T12)-1/2-Nmoで
他 の kではcosh2eh-(1-7£)-1/2と考 えて良 い｡ これ よ り(3･9)を使 って次 の式 を
得 る｡

<Sis,.>=(-1)p(m｡+(､巧 打')~1)2,

-o≡S昌 一妄/慧
1 1IdAh 1

2 2J4q2㍉ ニ膏
=S-0.19660. (3･10)

こ こで kにつ いて の積 分 領 域 は第 - Briuouinゾ- ンの中 で あ る｡ 従 って moは

この 系 の 自発 磁 化 で あ るO この結 果 は Regerと YounglS) に よ る数 値 計 算 の結 果
と一 致 し､か つ IIuse16)に よ る ス ピン波 の計 算 と も一 致 す る ｡ ス ピン波 スペ ク ト

ル は入-4Jmlな の で

-1≡S･喜-喜/宗 1-TA2- S+o･078974Ieh-4Jml1-Th2, (3･11)
で ､ ス ピン波 の速 度 は 2ヽ々Jmlとな る｡

b)T≪Jの場 合､(3.7a)と(3･7a)-Tl(3･7b)よ り､

S･昌 Ll(1一躍 ,-1′2coth(差 JTW )-(a,de, (3･12a)

S･喜一富 -妄Ll(1-q282)1′2coth(姦仰 )W(l)dc, (312b,

を得 る｡W(a!)≡(2/N)∑he(a!-TA)は状態 密 度 関 数 で あ ってW(1)-2/qで あ る o こ
の方 程 式 は低 温 で

S･妄-竿 liln(岩 上 1m(翠)]･妄Ll(1-12)-1′2W(a,dC･0(T3),(3･13a)

S･喜一富 -ill(1-才2)1/2W(～)dC+2W(1)((3)(i/A)a+0(T5), (3.lab)

と変 形 され る｡ これ を使 って我 々 は

い り-妄(孟 )2exp(一触 J-0-1/T)(1I0(T2)),

入-4J(-1一芸"3)(蕊 )S･o(T5)),
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を得 る ｡ 原子- 個 当 りの エ ネル ギ ー は

B/N--2J(-1一芸"3)(孟)3.0(T5))27 (3･14)

とな り､低 温比 熱 は 3((3)T2/(4qJ2m…)で あ る｡ この結 果 は宮 下17)や岡部達18)の
結 果 と一致 す る. 相 関距 離 と帯 磁 率 は

i-(8(71-2-1))1/2-
､乃Jml ′2汀Jm｡ml
T

mo r
I- .A/ +
12JmlI2如J2m‡

T )(1+0(T2)), (3.15a)

+o(T3). (3.15b)

この帯磁率 は岡部 達18) の結 果 と大変 よ く一致 す る｡(3.15b)を見 る とdx/dT≠0
で ､一見熱 力学 の第 三 法 則 と矛 盾 す るよ うに も見 え る｡ この帯磁 率 は熱 力学 の

第 三 法則 を満 足 して いない とい うよ り､T-a-0で の 自由 エ ネルギー の特 異 な
振 舞 い を示 して い る と考 え られ る｡

以 上 の よ うに して二 次 元正 方格 子 の場 合 の基 底 状 態 は Neel秩 序 を持 つ こ と

が ほ とん ど確定 的 にな った｡ 同様 な理論 は HirschとTang､大 原 と芳 田 によ って
も展 開 されて い る10)0

反

的
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