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1 序文

Gを有限群とし、 Gの既約指標全体を Irr(G)、共役類全体を Cl(G)で表す。 Irr(G)= 

{x1,x2, ・ ・ ・,xk}、Cl(G)= {K1, K2, ・ ・ ・, 応｝とおく。オハイオ州立大学の原田耕一郎
氏は [6]において次の予想を提出した。

(H) h(G) = IK1IIK2I. ・・IK叫 とおくとき、 h(G)は整数か9
x1(l)x2(l)・ ・ ・Xk(l) 

（例 1)
1-1・・・1

Gがアーベル群の時、 h(G)= = 1. 
1-1・・・1

（例2) G = SL(2, 3)の時、 h(G)= 
1-1-4-4-4-4-6 

--= 64. 

熊本大学の千吉良直紀氏により、 ATLAS単純群をはじめとする非常に多くの群につ

いて (H)が成立することが確かめられている。また、対称群 Snと交代群 Anについて

(H)が成立することが証明されている ([8]を参照）。 (H)が成立するための十分条件はい

くつか得られているものの ([7],[9]などを参照）、現在のところ、 (H)の一般的解明には

至っていない。本稿では、予想 (H)と関連する問題を有限群のブロック理論を通して考

察する。
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2 ブロック細分

以下、序文の記号をそのまま用いる。 標数p>Oの代数的閉体 F上の群環 FGの直

既約直和因子イデアル BをGのpブロックと呼ぶ。 Gのpブロック全体を Bl(G)で

表す。 Irr(G)の各元 xは唯一つの BEBl(G)に属している。 Bに属す Irr(G)の元全体

をIrr(B)で表し、 k(B)= llrr(B)Iとおく。こうして Gの既約指標のブロック分割

Irr(G) = LJ Irr(B) 
BEBl(G) 

が得られる。 同様に Gの共役類のブロック分割

Cl(G) = LJ Cl(B) 
BEBl(G) 

も定義される。 ([3]p240参照。） ここで、 Cl(B)は一意的に定まるとは限らないが、

ICl(B)I = k(B)は成立する。原田予想 (H)のブロック細分として次の予想を立てる。

(HB) h(B) = 
TIKECl(B) IKI 

とおくとき、 h(B)はp局所整数か？
H廷 Irr(B)x(l) 

. 

h(G) = TIBEBl(G) h(B)なので、任意の素数 p、任意の pブロック BEBl(G)について

(HB)が成立すれば、 (H)が成立する。

[2], [11]の結果を用いて、次が得られた。

定理 1 Bがtameブロックならば、 (HB)が成立する。

ここで、 Bがtameとは、 p=2かつ Bの不足群 D が2面体群、準2面体群、一般

四元数群のいずれかであること。不足群 Dがアーベル群のときにも (HB)は成立する

([7])ので定理 1とあわせて、次が得られる。

定理 2 Gのすべてのシロ一部分群がアーベル群、 2面体群、準2面体群、一般四元数

群のいずれかであるならば、 (H)が成立する。
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3 モジュラー版

原田予想 (H)やそのブロック細分 (HB)のpモジュラー版として次の問題が考えられ

る。 Gの既約 Brauer指標全体を IBr(G)、Gのp正則共役類全体を Clp,(G)とする。

前節と同様にそれらは

IBr(G) = LJ IBr(B), Clp,(G) = LJ Clp,(B) 
BEBl(G) BEBl(G) 

とブロック分割されて、各ブロック Bについて IIBr(B)I= IClp1(B)Iが成立する。以上

の記号のもとで、原田予想のモジュラー類似 (HM)とそのブロック細分 (HMB)が次の

ように定式化される。

(HM) hm(G) = 
ITKEC!p,(G) IKI 

とおくとき、 hm(G)はp局所整数か？
rrcpEIBr(G)外1)

(HMB) hm(B) = 
ITKECIP, (B) IKI 

とおくとき、 hm(B)はp局所整数か？
rr咋 IBr(B)<p(l) 

(HMB)が成り立てば、当然、 (HM)も成立する。 4節で述べる定理5から次の定理が得

られる。

定理 3 Gがp可解群のとき、 (HM)は成立する。また、 Bがp可解群 Gのブロック

のとき、 (HMB)は成立する。

次に (HB)と(RMB)の関連を調べるため、それらを defectを用いて言い換える。自然

数 nのp成分を巧）で表す。 XE Irr(G)と<.pE IBr(G)に対し、

IGIP/x(l)p = Pd(xl, IGIP屈(l)p= pd(1.p) 

とおき、 d(x),d(<.p)をそれぞれ X,<.pの defectという。 d(x)は非負の整数であるが、

d(<.p)は負の整数となることもある。また KECl(G)に対し、代表元 xEKの中心群

C瓜x)のpシロー群を K の不足群と呼び、 D(K)で表す。 D(K)はG共役を除き一意

的に定まる。 ID(K)I = pd(K)とおき、 K のdefectd(K)を定める。これらの術語を用
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いると、 (HB)と(HMB)はそれぞれ次のように言い換えられる。

(HB)' L d(x)~L d(K) は成り立つか？
xEirr(B) KECl(B) 

(RMB)' L d(cp) 2'.'. L d(K) は成り立つか？

<pEIBr(B) KEC!P1(B) 

上のふたつの不等式の関連を調べるため、もうひとつ術語を導入する。 Gのp元 xと

仰 (x)のpブロック妬の対 (x,bx)をsubsectionと呼ぶ。妬が bxG= B を満たすと

き、 (x,bx)をBsubsectionと呼ぶ。 B subsections全体に Gは共役で作用する。この

作用の G代表系を rと書く。 (1,B)Erに注意せよ。 このとき、 Brauerによる等式

IIrr(B)I = L IIBr(bx)I 
(x, 加）Er 

が成立する。この等式に defectによる里みを付けた形の不等式

（＊） L d(x) 2:: L L d(cp) 
xEirr(B) (x,bx)ErかEIBr(妬）

を考える。この不等式が成り立てば、 (HB)と(HMB)を結びつけることができる。

定理4 不等式（＊）が成り立つ場合には、 (HMB)が成り立てば (HB)も成り立つ。

当初は不等式（＊）が常に成立するのではないかと期待していたが、その後反例が見つか

り、（＊）は一般には成り立たないことが分かった。（＊）の反例として、 (1)Tits単純群

G=国 (2)'、Bは主 3ブロック、 (2)G = SL(2, 3)、Bは主 2ブロックが挙げられる。

一方、不足群がアーベル群であるブロック Bでは（＊）が成立する。そこで、次の問題を

提出する。

問題 ブロック Bが不等式（＊）を満たすための条件を求めよ。
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4 ヴァーテックス版

この節では、加群の vertex理論と予想 (HMB)との関連を考察する。前節までの記

号をそのまま使う。 H を G の部分群、 V を FG加群、 W を FH加群とするとき、

VH, w0によって、それぞれ、 H への制限加群、 Gへの誘導加群を表す。直既約 FG加
群Vに対して、 Vが（応）G の直和因子となるような極小な部分群 QをVのvertexと

呼び、 vx(V)で表す。 vx(V)はGのp部分群で、 G共役を除き一意的に定まる。 Green

の定理 [4]により、 IG:vx(V)lpはVの次元 dim(V)を割りきる。

さて、 'PEIBr(G)に対応する単純 FG加群を Sとすると、 IG:vx(S)lpは叫1)= 

dim(S)を割り切る。ここで、 lvx(S)I= P叫）とおくと、 d('P)の定義から、不等式

v(cp) 2". d(cp)が成り立つ。よって、もし (HMB)が、言い換えれば、 (HMB)'が成り立つ

ならば、次の (VB)が成立しなくてはならない。

(VB) こ亨） 2:'. L d(K) は成り立つか？
<.pEIBr(B) KECIP1(B) 

一般には (VB)は(HMB)よりかなり弱い予想であり、次の定理から実際に成立すること

がわかる。

定理5([10]) IBr(B)={<p1, ... ,<p1}, Clp1(B)={K1,・・・,K1}とおき、 I.piに対応す

る単純 FG加群をふとする。このとき、添え字をうまく書き換えると、

vx(Si) 2':c D(Ki) (i=l,・・・,l) 

が成立する。特に、任意の iについて v(c.pi)2: d(Ki)が成立し、したがって、 (VB)が成

り立つ。

Gがp可解群のときには、 Hamernik-Michlerの定理 [5]より、任意の c.pE IBr(G)に対

して v(cp)= d(ゃ）が成立し、したがって、定理 5から (HMB)が成立する。 (VB)の不

等式の等号成立条件について次の問題が考えられている。

問題次は同値か？

(1) (VB)の不等式で等号が成り立つ。
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(2) IIBr(B)I = 1 

(2)から (1)は自明に成り立つ。また、 Bが主ブロックのときや、 Gがp可解群の場合

には (1)から (2)が導かれる。

直既約加群 Vの次元 dim(V)の下限を与える Greenの定理は次のように拡張されて

いる。

定理 (Bessenrodt-Willems[1]) VをvertexQを持つ直既約 FG加群とする。 Vの

complexityをc、Qのpランクを rとする。このとき、 Pr-c1c: Qlp 1まdim(V)を割
りきる。

C'.Srなので、 Bessenrodt-Willemsの定理は Greenの定理を含んでいる。 Greenの定

理と予想 (HMB)から予想 (VB)を導いたのと同様の議論で、 Bessenrodt-Willemsの定

理を用いて、次の予想 (CB)が導出できる。

(CB) L (v(S) + c(S) -r(S)) 2: L d(K) は成り立つか？
SEIBR(B) KECIP, (B) 

ここで、 IBR(B)はBに属する単純 FG加群s(の同型類）全体の集合、 c(S)はS
のcomplexity、r(S)はvx(S)のpランク、 v(S)は lvx(S)I= pv(S)とおいて定める。

(HMB)⇒ (CB)⇒ (VB)という論理関係があるが、 (VB)と同様に (CB)も証明でき
る。

定理6([10]) IBR(B) = {S1,・・・,S1}, Clp,(B) = {K1,・・・,K1}とおき、添え字をう

まく書き換えると、

v(S』+c(Si) -r(S』2::d(Ki) 

が成立する。特に、 (CB)が成り立つ。

(i=l,・・・,l) 
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