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氏 名 上 田 勝

(論 文 内 容 の 要 旨)

Fuchs群 罵(N)に 関 す る,weightk,指 標xの 尖 点 形 式 の な す ベ ク トル空

間 をS(k,N,x)で 表 す 。 上 半 面 上 の 正 則 関 数f-f(z)がS(k,N,x)に

属 す る こ とを特 徴 づ け る保 型 性 は

(1)f(az十b)一 。(γ)(cz+d)-kf(,)
cz+d

が 任 意 の ・一儲)∈%(N)に つ し・て 成 立 つ こ とで あ ・た・ こ こでkは 正 整

数 で あ った。

Nが4で 害llれると き,〔1)に 於 て,kを 半 整数k珪 で 置 き換 え た如 き保 型

性 を 示 す 関 数 が あ り.half-integralweightの 尖 点 形 式 と呼 ば れ,そ の 空 間 を

s(k+者,N,x)で 表 す 。

尖 点 形 式fは 保 型 性 よ り,フ ー リエ展 開,f(z)-aτ+aτ2+…,τ 一e2πinzI2

を も っ,Heckeは,丁 度anを 固 有 値 と して も つ よ う な 作 用 素T(n)n・=!,

2,… を 導 入 した 。 今 日Hecke作 用 素 と呼 ば れ る も の で あ り、 以 後 の 保 型 形

式 論 に 中 心 的 役 割 を 果 した 。 一 方,half-integralweightの 尖 点 形 式 に 対 して

は,T(n2)(n-1,2,…)だ け し か 定 義 で き ず,関 数 等 式 等 に っ い て,

意 味 の あ る結 果 は 得 ら れ な か っ た.

1973年 頃,志 村(P・i・cet・ ・ 大 学)はS(k+もN,x)の 元fに 対 し,

S(2k・N/2・x2)の 元Ffを 構 成 し・half-integralweightの 尖 点 形 式 の理

論 が 豊 か な 内 容 を もつ こ とを 示 し,い くつ か の 重 要 な 問題 を提 出 した.以 後,

無 限次 表 現 論 の 発 達 と も重 って,こ の分 野 は 多 くの研 究 者 の関 心 を 集 め た。

中 で も上 記 の対 応:f→Ffは 志 村 対 応 と呼 ば れ,そ の性 質 を解 明tる こ とは

中 心 問 題 の1っ で あ る。 この問 題 に対 し,現 在 有 効 と思 わ れ る唯 一 の 方法 は

Seberg跡 公 式 に よ り両 空 間 へ のHecke作 用 素 の跡 を計 算 して 比較 す る こ とで,

(未 解 決 の 部 分 を)集 約 す る と こ

(j)S(k+去,N,x)上 で のT(n2)の 跡 を 勅 る ・

(iD上 記(2)を 用 い て志 村 対 応f→Ffの 像 を決 定 す る。



の2つ で あ る。

(Dに つ い てJS,Niwa(NagoyaJ.'77)が 次 の 仮 定

(2)x=1,Nは3乗 因 子 な し

の 下 で 解 を 与 え た 。 ま た(jj)に つ い て は,Niwa(同 上)が 仮 定

〔3)ord2(N)-2(即 ちNは 丁 度4で 割 れ る)

且 つN/4は 平 方 因 子 な し

の 下 で 解 を 与 え た 。 更 にW.Kohnen(Crelle.J.'92)は 仮 定

(4)+「x2=1」

の 下 で,S(K+者,N,x)の 適 当 な 部 分 空 間(=Kohnenspace)を 定 義 し,

(Niwaの 跡 公 式 を 用 い て),Kohnenspace上 の 跡 を 計 算 し,問 題(IDの 解 を 得

た 。

さ て,上 田 勝 の 申 請 論 文 は,

(Dに 対 し(仮 定 な し の)完 全 な 解 を 与 え,(jj)に 対 し,仮 定 「x2=1」+

(4り2-≦ ≧Nd2(N)≦L4

の 下 で 解 を 得 て い る。



氏 名 上 田 勝

(論 文 審 査 の 結 果 の 要 旨)

(1)T(n2)の 跡 公 式 に つ い て

跡 公 式 の 解 析 的 部 分 は既 に志 村 に よ り(実 際 は,代 数 幾 何 的方 法 に よ って)

与 え られ て お り,Niwa,上 田 と も それ に よ り,具 体 的Fuchs群r(N)に 対 し,
0

残 りの数 論 的物 分 の計 算 を遂 行 して い る。

Half-integralの 場 合 に,そ の計 算 は,integralweightの 場 合 と較 べ て,本

質 的 に 更史局 所 化"で きな い と い う難 しさが あ る。 但 し,こ の局 所化 とは,数

論 的 意 味 で,各 素数pで のp進 完 備化 の 中 だ けで の 考 察 で は済 ま な い とい う

こ とで あ る。

Niwaの 仮 定12)は,そ の 困 難 さ を軽 減 す るた め の もので,申 請 者 は そ の困

難 を ま と もに乗 り越 えて お り,こ れ だ けで も十 分 評 価 で き る もの で あ る。

(m志 村 対 応 の像 の決 定 に つ いて

この 問 題 に対 す る申請 者 の結 果 は論 文 要 旨 に記 した 通 り最終 的 な もので は な

い。 また(詳 しい こ とは避 け るが),申 請 者 の方 法 が 最 終結 果 に到 る最 良 の

途 と は必 ず し も考 え られ な い。 しか し,NiwaKohnenの 結 果 に対 す る,申 請

者 の 拡 張 は,「 平 方 因 子 な し」 とい う仮 定 を はず した 点 で,表 現 論 的観 点 か

ら も本 質 的 に新 しい部 分 を 含 ん だ拡 張 で あ り,美 しい 最 終結 果 の存 在 を示 唆

した点 で貴 重 な 貢 献 で あ る。

よ って本 論 文 は理 学 博 士 の学 位 論 文 に価 す る もの と認 め る。

な お,主 論 文 及 び 参 考 論 文 の 内 容 を 中 心 と して,関 連 分 野 に つ い て試 問 し

た 結 果,合 格 と認 め た。
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工ntroduction.

LetkbeapositiveihtegerandNapositiveintegerdivisible

by4。ForanevenDirichletcharacterXmoduloN,wedenoteby

S(k+1/2,N,X)thespaceofcuspformswithweightk+1/2,levelN,

andcharacterX.Supposek≧2.Foraprimitivefor皿Fof

s(2k,N/2,x2).w。d。fi。 。 ・h。 。ub。paces(k+・/2,N,x;F)by

S(k十1/2,N,X;F)

一{・(k+・/2,N-,'X)∋ ・1・lll(P2)一 ・
F(・lff・ ・a・ ・P・i皿 ・nu皿 ・・rptN}

且。。e,w。den。t。byll(P2)・h。Heck。 。pera・ 。。 。fh。 ・f.i。,。gra・

w・ight・nd{λF(P)}i・thesy・t・ 皿 ・f・ig・nv・lue・ass・ci・t・dwith

theprimitiveformF.

Thenthefollowingdecompositioniswe11-known,

(1)S(k+1/2,N,X)=(PS(k+1/2,N,X;F),
F

where,h。 。u皿i。ex,。nd。d。 。。.p.imi・i。 。f。rm。 。fS(2k,N/2,X2)

(cf.[Sh1]1emma7.).Notethatwecanalsoobtainthesimilar 願
decompositionforthecasek=1afterslightmodifications.

L・tMb・th・ ・ddpart・fNand㌔th・ ¢-a19・brag・nerat・d

ユ ー
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by・h…ub・ec・ ・e・・r。(M)(19)・ 。(M)…h・ …ra・numbern

suchthat(n,2M)=1.ByusingtheHeckeoperator,wecandefine

two「ep「esent・ti・n・ ・f㌔;R(2k)・ ㌔ →E・d¢s(2k・N/2)and

賀(k+・/…)1・
M→ ・・dC・(k+・/2,・,・),(・f…(・)an・(・))・Th・n,

fromthedecomposition(1).wecanexpectthatthereisso皿e ～
relationbetweent二racesofR(2k)andtracesofR(k+1/2,X).

Ourmainpurposeinthispaperistocalculatethedifference

betweent二hesetwotracesforseveralcases.In[N],S.Niwa

alreadytookupthisproblemforthecaseofthecubicfree

leve1N=4M・(M・2)=1・ ・dt・ivi・1・haracterXO・Hecal・ ・1・t・d

・h・trace・f・h・ …k・ ・P・ ・a… 壁(・2)・ver・(・+・/・,4M,・ 。)・ ・r

allnaturalnumbernwith(n,2M)=landcomparedthemwith

th・tra・e・ ・fth・Heck・ ・perat・rT(n)。verS(2k・2M・XO)・Th・n・

heprovedthatthesetwotraceshaveasimplerelation.Forexample,

ifMissquarefree,thesetwotracescoincide.

Weshallgeneralizetheseresultsin§1and§3.工n§1,weshall

explicitlycalculatethetraceoftheHeckeoperatorover

S(k+1/2,N,X)f。rX2・ エ,。 。di。 §3,w。 。h。 ・・p。 。v。 ・here・ 。・i。 。

betweenthesetraces.

N。x・,。upP。 。eth。 ・N-4M,(M,2)・ ・andX2・ ・.Th・n,i・ 国,

W.KohnendefinedthecanonicalsubspaceS(k+1/2,N,X)ofK

S(k+1/2,N,X)andtheHeckeoperatoroverthatsubspace,(cf.§0(d)).

Moreover,hecalculatedthosetraceswhenMissquarefree,and

heprovedthatthosetracescoincidewiththet二racesoftheHecke

・perat・r・ ・verS(2k・M・XO)・whereXOi・th・t・i・ialcha「acte「 ・

Weshallalsogeneralizetheseresultsin§2and§3.工n§2,we
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sha11explicitlycalculatethetracesforanyoddintegerM

anddiscusstherelationsbetweentracesin§3.Moreover,

in§4,weshallgivetheexamplesoftheexplicitdeco皿position

ofs(k+1/2,N,x)andS(k+1/2,N,x)forseveralcases.K

TheauthorwishestoexpresshisheartythankstoProfessor

H.SaitoandProfessorS。Niwafortheirkindadvicesandwarm

encouragement。

§0.Prelilninaries。

(a)Generalnotations.

Th。 、。tt。.k、 。、。t禽,。 。i,i。。i。,。ger.エf。 ∈Can、

x`C,w・put・x-exp(x・1・9(・))with1・g(・)-1。91・1+,Frarg(・)

andtheargu皿entdeter皿inedby一 τr〈arg(z)≦ π.ForzeC,

wepute(z)=eXP(2π,i:=工z).

LetHbetheupperhalfplane.Foraco皿plex-valuedfunction

・(・)・nH・n・ ・ 一(2B)eGi;(R)・w・d・ ・i…un・ti・n・

J(…)・ ・dfl[・]k(・)・nHbyJ(…)=・ ・+d・ ・d

(;1{llkl∵∵:lll;鴬1照 灘1/llH知
F・ran・ddnaturalnumberM・1・t㌔b・theC-algeb「a

、・n・・a・・dby・h・d・u・ ・ec・ ・e・・r。(M)(19)・ 。(M)w・ ・h…

naturalnumbern・u・hth・t(n・2M)=1・Th・n㌔have

・h・C-b・ ・i・c-・i・ ・i…f・hee・ ・m・n… 。(M)(91)・ 。(M)・where

a,d>0,aIdand(d,2M)=IL

Foranaturalnumbern,wedenotebyφ(n)t二hecardinality

of(Z/nZ)。
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Puth(-n)=theclassnumberofproperidealsoftheorderwith

discriminant-ninanimaginaryquadraticnumberfieldQ(ハFヨ)

andw(-n)=ahalfofthecardinalityoftheunitgroupofthe

aboveorder。Then,forsimplicity.wedenoteh'(-n)=h(-n)/w(-n).

Forarealnumberx,[x]lneansthegreatestintegermwith

x≧m.Wn・nn-llqvi・th・dec・mp・ ・iti。nt。th。p・im。nu皿bers-qln

qforannaturalnumbern,weset

α
u(・)-qモ 。{(・v+1-・)一(昔)(qv-・)}/(q-・)・

(b)Modularformsofintegralweight.

LetNbeapositiveinteger.ByS(2k,N)wedenotethespace

ofallholomorphiccuspfor皿sofweight2kwiththetrivia1

・hara・ter・nth・g・ 。・p「0=「0(N)・

・… ∈GL室(・)・ ・fr。 ・・dα 一1・。・arec・ … ・urab・ ・,w・

d・finealinear。perat・r[「0・ 「0]2k・ ・S(2k・N)by

・1[・ 。・・。]2k-(・ ・t・)k'19
.・1[・i],k・whereα 、 ・un・ ・vera・y・t・ 皿
■

・frep・e・e・ …i…f… 。Xr。・・。・

Then,fortheoddpartofN,sayM,wecandefinetherepresentation

R(2k)・ ㌔ →E・dc(s(2k・N))by

R(2k)(「o(M)ξ 「o(M))=[「o(N)ξ 「o(N)]2k-

Forapositiveintegernwith(n,N)=1,weput

T2k
,・(・)・al.。[・ ・(91)・ ・】2k・whereth・ ・um・ ・ex・ ・…d・ ▽er・h・

P。i…fnat・ra1・umber・(・,d)・u・hth・t・,d・0,・ld,・d・n

・nd(d・N)=1・Wecal1T2k
,N(n)then-thHeckeope「ato「ove「

S(2k,N).
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(c)Modularformsofhalf-integralweight.

LetNbeapositiveintegerdivisibleby4.ByMwe

unde「standth・ ・ddpart・fN・L・t「0=「0(N)・ ・dXan

evenDirichletcharactermoduloN.WesupposethatXisquadratic,

2
namelyX=1。Then,thereisasquarefreeoddpositive

intege「MO・u・hth・tMOi・th・divi・ 。・ ・fM・nd

X-(Mo)・ ・(2M→,(…necker・ym…).

1、etG(k十1/2)bethegroupconsistingofpairs(α,φ(z)),

whereα ・(22)∈GLII(・)an・ φ(・)・ ・ah…m・rph・ ・fun・ ・i・・

-k/2-1/4k+1/2

0n且satisfyingφ(z)=t(detα)J(α,z)with

t∈C,ltl=1.Thegrouplawisdefinedby

(α,φ(z))。(β,ψ(z))=(α β,φ(βz)ψ(z)).Foracolnplex-valued

functionfonHand(α,φ(z))《 …G(k十1/2),wedefineafunction

fl(。,φ(。))。nHbyfl(・,φ(・))(・)一 φ(・)-1f(・ ・).

By△0=△0(N・X)=△0(N・X)k+1/2・wedenotethesubg「oup

ofG(k+1/2)consistingofallpairs(Y,φ(z)),where

(22)・ ・e・ 。(・)… φ(・)・X(・)j(…)2k+1…d・n・t・by

G(k十1/2,N,X)(resp。S(k十1/2,N,X))thespaceofintegra1

(resp.cusp)formsofweightk十1/2withcharacterXon

・h・g・ ・up「0(N)・nam・ly・thespaceofC-valuedho1。 皿。「phic

functionfonHwhichsatisfiesflξ=fforall

(N,X)andholomorphic(resp.holomorphicandvanish)ξξ △0

・・ ・…u・p・ ・f・ 。(・)…par・i・u・ar・w・w・ ・…(…/2・ ・)二S(眺 ・"・')()

ifXisthetrivialcharacter.

LetU(N,X)bethesubspaceofS(3/2,N,X)generated

byallthethetaseriesofthefollowingtype:

・ψ(・・)・(・/2)

m2、 ψ(m)皿 ・(・m2・)・ ・ξ・・wh・r・t'・ap・ ・'t'・ ・

_夕 一



α〃し此

integerandψisaprimitiveoddDirichletcharactermodulor

whi・h・a・i・fy・h・f・ …wi・g・ ・ndi・i・ …4・ ・21N。 。d

X一 ψ(=t)・ ・achara・ter皿 ・d…N.ByV(・,、)w・d・n・t・th・

drthogonalcomplementofU(N,X)inS(3/2,N,X)withrespect

tothePeterssoninnerproduct.

L・ ・ ξ ∈ ・(k+・/2)・ エ・ △。 一 △。(…)・ ・dξ 一1△ 。ξare

・・皿 ・n・…b…w・d・finea・inear・pera・ ・r[・
。ξ・。]k+、/、 ・nq〈k・i・ 嚇)

S(k+1/2・N・ ・)byfl[・ 。ξ・。]k+、/2・ 蓋fh・where・ru・ ・

ove「asy・t・ 皿 ・frepresent・ ・'…f・ ・ △・XA・ ξ△・・Th・nw・

・・fi・ ・aC-・inearm・p賀(・+・/…)・ ㌦ → ・・dC(・(k+・/・,・,・))

byk(k+・/…)(・ 。(M)(認)・ 。(M))

-a(・d)k'3/2[・
。(…)((921、)・(・/・)k+'/2)・ 。(…)]k+、/、 ・

wherea,d>0,aldand(d,N)=1.

賀(・+・/…)・ ・a・ep・e・en…i・ … ㌔(・f・[・]・ ・・・・・…i・n)・

工nparticular,foranaturalnulnbernwith(n,N)=1,weput

Olk+・/・
,・,、(・2)・ 匙(・+・/…)(。d三 。・・(M)(99)・ ・(M))・whereth・ ・um

i・extend・d・verth・p・i・(a,d)・u・hth・t・,d・0,・ld,(d,N)・l

an・ ・d・nへ+、/、
,,,、(・2)isca…d・h・n-・hHeck・ ・pera・ ・r

overS(k+1/2,N,X).Then,fro皿[Sh2]Theorem1.7,itfollows

(tz)(∈U(N,X)isaneigenfunctionoftheHeckeoperatorsthathψ

㌧2,,,、(P2)・ ・rth・p・im…berP/・ ・Since宣(k+・/…)(㌔)

isgeneratedbysuchoperators,U(N,X)isinvariantunderthe

・・ti・n・f・hee・ ・m・・…k(・+・/・ ・X)(㌦)・By・ ・i…h・ ・e・f-

adjointnessoftheHeckeoperatorwithrespecttothePetersson

innerproduct,weseethatV(N,X)isalsoinvariantunderthe

・・ti…f・hee・ ・m・n・ ・fR(・+・/…)(㌦)(・f・[・h・]・ ・㎜ ・5)・

6一



U(N,×)correspondstothespaceoftheEisensteinseriesby

meansofShimuracorrespondenceandonlytheelementofV(N,X)

correspondstothecuspform(cf.[Stユ).Hence,whenk=1,

namelyweight3/2,weshallbedealingwithV(N,X)inplaceof

s(3/2,N,x)。whenthereisnoconfusion,forsimplicityswedroP

thesubscriptsk十1/2,N,X,etc.

(d)】 くohneτ1subspace。

SupposethatN=4MandMisanoddnaturalnumber.

Th・ ・X-(玉)・ … 一 ・p・ ・i・i・ ・diVi・ ・rM。 ・・M(・f.§ ・.(・)).

・・…(=1M

o)・Th・n・h・K・ ・・…ub・pace・(k+・/・ ・N・・)…

definedasfollows:

c9
=S(k十1/2

,N,X)∋f(z)=Σa(n)e(D.z);S(k十1/2,N,X)K

n=1

。(。).Of。.,(.1)k。 。2,3(皿 。d4)

… ξ 一 ξk+、/2
,。 一((ll)・ ・k+1/2・((・k+・)/8))∈ ・(・+・/・)

・・dQ=Qk+・/2
,N,X=[△ ・(N・X)ξ △・(N・X)]k+・/2・ThenQbecomes

theoperatoroverS(k十1/2,N,X)。Moreover,fro皿[K]Proposition

1,weknowthattheoperatorQsatisfiesthequadraticequation

(Q.α)(Q.β).・,whereα ・(.・)[(k+1)/2]。2厄,β 一 一α/2,

・ndQi・h・ ・血ti…ndi・ ・ α一eig・n・p・ ・ei・S(k+1/2・N・X)K・

…m[K]・3・nd§4,w・k・ ・w・h・ ・ 賀(k+・/…)(㌔)

pre・erv・s(k+・/2・N・x)K・H・n・e・wecand・fineac-1inea・m・p

k(k+・/…)。.・ ㌦ → ・・dC(・(・+・/・ ・…)。)byreq…i…h…

・・rξ ∈㌔ ・ 賀(k+・/…)K(ξ)・ ・there・t・i・ti…f・h・ma・

k(k+・/2,・)(ξ)・ ・S(k+・/2・ …)K…ran・ ・ura・numbern

w・ ・h(・,・)一 ・,w・d・n・t・byllk+、/、
,。,、(・2)K・here・t…ti・n

…h・ ・一・hHeck・ ・pera・ ・rllk+、/、
,,,,(・2)…(・+・/・ ・…)K・
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F「omthedefi・iti・n・ ・fS(3/2・N・X)

KandU(N・X)・i・i・

easilyshownth・tS(3/2・N・X)K・ ・…i・ ・U(N・X)・Th・ ・w・

den・t・byV(N・X)Kth・ ・rth・9・na1・ ・mp1・m・nt。fU(N・X)i・

S(3/2・N・X)Kwi・hre・p・ ・tt・ ・h・P・ …ss・ninnerp・ ・d・ ・t・

・(…)・ ・i・var・an・un・ …h・a・ti・n・ ・ll

k+、/、,,,、(・2)Kw・ ・h(…)一 ・

(・f・ §・・(・))・h・nceth・Heck・ ・pera・ ・r`}i、+、/、

,。,、(・2)K

with(・ ・N)=1・1・ ・preserv・V(N・X)
K・

§1。ThetraceformulafortheHeckeoperatorofhalf-integral

weight.

Throughoutthissection,weshallusethesamenotations

andassu皿ptionsasin§0(a)and(c).

工nthefo工lowingcalculationsofthetracesin§2and§3,

weusethetraceformulaof[Sh3].Now,weshallgivethe

explanationofthefor皿ula。Wetakeτ=(α,h(z))∈G(k十1/2)

wi・h・ ξSL2(R)whi・h・ati・fi・ ・th・f・11・wi・g・ ・nditi。ns:

(…)・ 。 一 ・。(・)・ ・dα 一1r。 αarec・ 皿 ・n・ ・rab…

(1.2)WedefinetheproperliftingLby

L(・)・(・,・(d)」(・,・)2k+1)∈ ・(・+・/・)…(2言)e・ 。・

Then,L(・Y・ 一')一 ・L(・)・ 一'・ ・ra… ∈ ・。∩ α一'・ 。・・

Forthisτ,frol11[Sh2]Propositionl・1,wehavethe

bijec・i・n・ 「0・ 「O∋Y、 ・Y2→L(Y、)・L(Y2)∈ △0τ △0・whe「e

△。 一 △。(N・X)k+、/2andY、 ・y2∈ 「。・Mo「eove「 ・ △・and

。△.-larec。,皿 。n。urabl。.F。r。i皿pli・ity,w・d…t・byO

β*一(β,・(β ・・))・h・im・ …fβ ξ ・。・・。w・ ・hre・pect・ ・th・

abovebijection。

一8一



Nex・ ・y,w。p。tτ 一=(α 一1,h(α 一1。)J(。"1,。)2).Th。n,τ 一

alsosatisfiestheconditions(1.1)and(1。2)withrespectto

・h・p・ ・P…if・i・ ・L'・ ・。∋Y-(ab
cd)→(…(・)j(…)3-2k)・

・・n・e・ ・。'・ △。(…)3/、
.、an・ ・'・ 。'・'一'area…

commensurable.

F。 。m[Sh3]Th。 。rem4.5and、heassu皿P,i。nX2・ ・,

wehavethefollowingtraceformula:

(・・3)・ ・ace([・ 。・△。]k+、/21s(k+・/2・ …))

同tra・e([△

0'・'△0']3/2.kG(3/2-k・N・x))

=ΣJ(C),wherethemeaningof

C∈ Φ(「o・ 「o/「o)

thelettersisasfollows:

L・tΦ(「Oct「0)d・n・t・th・ ・ub・et・f「Oa「Ocon・istingof:

・11scalare1・ 皿・nt・ 。f「0・ 「0・ ・11・11ipti・e1・m・nt・ ・f「0α 「0・

・llhyperb・1i・ ・1・ 皿・nt・ ・f「0・ 「Owh。 ・eupPe「fi・edpoints

(cf.[Sh3]§3.6)andallparabolicelementsarecuspsofrO

・f「0・ 「Owh・ ・efi・ ・dp・i・t・arecu・psof「0・Wecall

tw・el・ 皿・nt・ β ・ndβ'inΦ(「0・ 「0)・q・ivaleBtif:

・ βY-1一 β'・ ・r・ ・皿・Ye・ 。w・ ・nβ ・ndβ'aresca・ar・ ・r

…ip・i・ ・rhyperb・ ・i・,・ β'・-1ξ ・,(β)β ・・r・ ・皿・ ・ ζ ・。

O

whenβandβ'areparabolic,whereZr(β)=

0

{.・Gr。1・ β 一 β・}・W・d・n…byΦ(「 。・「。ノ「・)theset。f

・11・q・iva1・ncec1asse・i・ 「0・ 「Owi・hre・pecttotheabove

・q・i・ ・1・ncere1・ ・i・n・F・r・a・hC∈ Φ(「0・ 「0/「0)・w・pi・k

anyβfromC.Then,aco皿plexnumberJ(C)isgiven

asfollows:

エfβ ・(・ ・,・),J(・)・(・ ノ8)(・k-・)バll・ 。(4)・ ・。(・)1・

9



エfβise・ ・ip・i。,J(C)・(。(β),(1一 ズ2))-1.Here,,he

meani・g・fth・1・tter・i・a・f・11・w・ ・L・t・O《Hb・th・

・i・・dp・i・ … βan… 価1り ・・h・・

・-1β・ 一(ll)…h(β …)an・ ・(β)・ 締 ∈・・1・ ・・ …}・

・fβi。hyperb。li。,J(C)一.(1/2)(n(1.ズ2))-1.Here,

・h・ 皿・ani・g・f・h…tt・r・i・a・f・ …w・ ・L… 。eQ){・ ・}

betheupPerfixedpointofβ.Takeanelelnentρ=(ρ,φ)

'(11G(k+1/2)…h・h・tpeSL

2(R)andρ(..)富 ・0・th・nw・

den.te・"-1β"・"=((1-'1)
・・)・

エf　 　 'J(C)=/:二ll::=::1/∵:

)∴,βll。.

Her・,・h・ 皿ea・i・g。f・h…tter・i・a・f・ …w・ ・L… 。 ∈QU{・ ・「}

b・th・fix・dp。int・fβ ・nd・beanel・m・nt・f「O

whi・hg・ ・era…{Y《r。ly・ 。 ・ ・。}/{・ ・}・T・kean・1・ … ・

・"・(・,φ)∈ ・(k+・/・)・u・h・h・tPC・L、(・)・ ρ(・・)一 ・。an・

・-1・ ・ 一 ・。Gl)w・ ・h・ 。 ・ ±・・ …n・*-1・(・)・"一

(・ 。(ll),・(δ))w・ ・h… ≦ …d・"-1β ㌔ 去 ・

(・(1至)・ ・)w・・h・ 一…nd・ ∈R・

Ourpurposeinthissectionistoprovethefollowing

Propositions・

Proposition1・

Supposek≧2.Thetraceofthen-th且eckeoperator

Olk+、/2

,,,,(・2)w・ ・h(…)・ …ti・ …s(k+'/2・N・ ・)

i。giv・nbyth・ ・u皿T(P)+T(・)+T(h)+T'・whereth・

eachtermisgivenasfollows:

ρ



F・rap・'皿 ・numberpiM・ ・・・ …

p-・rdpN・ ・dp-・ ・d、N・

wedenotethep-・partofthecharacterXforaprimeByx

P,

numberPIN・ ・dbyf(X

P)・thec・ ・…t・r・fX,・

Putδ ・㈹=ほ

、。k、1:.Square・

Andδ ・=観1

、。掲1。1:

L・ ・ … 。2・ 、,wheren、i・a・qua・ ・freep・ ・i・i・ ・i…ger・

碗・融 醜 岐興 羅

Then,forn≡1(mod4).weset

・(・)一 一δ・㈹ ・k-1/2

PIM(・[v/2]+・[(v-1)/2])

(・/・)(・[1・1/2]+・[(・-1)12])・ ・1.i≧5,・rT.1-4・ ・df(・ 、)14,

2ifP=4・ndf(X2)=8・×
3/2if1.L=3,

1ifp=2,

+・ ・((一 ・)k/・ 掛(・)・k'1

piM(・[v/2]+(調vp[(v'1)/2])

2

For

T(P)

×

×

xΣh'(-4n/q).

0・alno

n…3(皿od4),weset

.(一 、)k,(。)。k-1・(,[v/2]

plM

Σh'(-n/a2)

?`lil9・]+(,1.)芦,　 ・)/・]

・(・+(暑))

3

3(暑)

(・/2)(5-(9))

+(÷)Vp[(・-1)/2])

f

f

f

f

f

i

i

i

i

i

り 〉

μ=

μ=

μ=

P=

5,0r

4and

3and

3and

2,

り=4and

f(X2)=8・

f(X2)14・

f(X2)=8・

f(X2)14・

一 〃一



wherethesumΣisextendedoverallposi亡ivedivisorsに

0剣no

ofI1。O

Next,wedefineT(e)by

・(・)・ 一 ・・(・ 　 -y2k'1)(x-y)-1・'(・)c・
u(・ ・)

,ゼdpS・,(・P)・

whe「ethe・umΣ1i・ext・nd・d・vertheev・nint・ger・whi・h

satisfies2,fir>s>Oandthemeaningofthelettersisas

f。1・ 。w。 、xandyare,hes。 ・。,i。 。。 。fX2.。X+n-0

22
ands-4n=tu,wheretisapositiveintegeranduis

afundamentaldiscri皿inant,na皿elythediscriminantofan

-ordt

'mag'na「yquad「at'cf'eld・Putt・=t

plNpPand

θ=θ=ord(st)fortheprimedivisorpofN.

PP

工heconstantn(θ)isgivenbythefollowingtable:

PP

C・ ・e(1).(plMandpl・).

・

p(・P)・ ㌔(-n)Pθ ・P[・/2]衙 ・[(・-1)/2]ifθ ≧[(・+・)/・]

(・+(調)Pθif・ ≦[(・ 一・)/・]・

C・ ・e(2).(PIM,Pt・andPl・).

。(,).{Pθ+1(,[・/2]+,[(v'1>12】)-pv--pv'1}/(P-・)

PP

ifθ 〉[v/2],

oifθ く[v/2].

C・・e(3).(plM,Pt・andPt・)・

・

,(θ,)・'(・ 一(9)・-1)(・[v/2]+・[(v-1)/2])(Pθ+1-P回2]+1)(P-・)-1

+・[・/2](・[v/2]+(昔 ゾ ・[(v-1)/2])ifθ ≧[(Y+・)/・]・

戸一 一/2一



Case(4)。

n2(θ2)=

Case(5).

n2(θ2)=

Case(6).

n2(θ2)=

(P=2

θ+12

θ3
×2

θ十13
×2

θ+22
-

2θ

(・+(昔))・

and

21

6

(P=2

θ3
×2

θ3
×2

9x2θ 一24

2θ

μ=2).

and1.t=3).

θ+1
-123×2

0

(P=2and

θ十13
x2

θ十22

θ6×2

0

θ十1
-489×2

θ十2
-483×2

U=4).

f

=
⊥

f工

・■

・■

・■

ifθ<[(v-1)/2].

ifu…1(mod8)

ifu≡5

ifu…5

ifu≡O

ifu≡0

(mod8)

(mod8)

(mod4)

(mod4)

and

and

and

and

u…1(mod8),

u≡5(mod8)ands/2

u…5(mod8)ands/2

ifu…0(mod4)

ifu≡0(mod4)

ifu≡1(mod8)and

ifu≡1(mod8)and

ifu≡5(mod8),s/2

・ndf(X2)14・

ifu≡5(mod8).s/2

・ndf(X2)=8・

ifu≡5(mod8).s/2

andf(X2)14・

ifu…5(mod8)。s/2

・ndf(X2)=8・

and

a八d

t

t

s/2iseven,

s/2isodd,

tiseven,

tisodd.

S

S

・■

・■

even,

odd,

コ
=LSeven,

isodd.

f(X2)14・

f(X2)8・

の
■seven

コ
■seven

isodd

isodd

一 ノ3



Case(7)。

n2(θ2)=

Case(8)

θ÷2 _243×2

θ+3 -242

0

(P=2and

θ+9+12

2θ+12

0

θ+9十1
3×2

n2(θ2)=

0

ifu…0(mod4).tiseven

andf(X2)14・

ifu…0(mod4),tiseven

andf(X21=8・

if。,0(孤 ・d4)・nd・i・ ・dd・

V=29+1≧5)・

if。 。1(皿 ・d8)・ndθ ≧9+1・

ifu≡1(mod8)andθ ≦9・

ifu・5(m・d8)・nd・/2iseven・

-3。229+・if・ ・5(皿 ・d8)・ ・/2isodd

・ndθ ≧9+1・

if。 ・5(m。d8),・/2i・ 。dd

andθ ≦9・

2・+9+2-3・229

0

0

(P=2and

θ+9-13
×2

2θ 十12

1.t=29≧

3・2θ+9'1・2(5)

ゐ

ifu…0(m・d4)・tiseve■

andθ ≧9・

ifu三 〇(皿od∠ ト)艦

・nde≦9一 工・

ifu…0(mod4)

ti3even

andtisodd.

6).

if。 ・1(m・d8)・ndel9・

、f。,・(m・d8)・ndθ 茎9-1・

if。 ・5(皿 ・d8)・s/2iseven

andθ 乙9・

一/4"



Oifu

and

9・2θ+9-1.3.229if。

and

Oifu

and

3.2θ+9.3.229'lif。

and

Oifu

and

Oifu

Next,wedefineT(h)by

・(h)一 一 Σ2((・ 一 ・)/・)2k-1

P〒。 皿・(・P)

extendedovertheevenintegersw

。2-4。issquare,。nd,h。 皿eani。g。f

Lettbethepositiveintegersuch

θ=θ=ord(st)fortheprime

PP

givenbythefollowingtable:

C・・e(1)。(plM)

皿(,)-P[v/2]+,[(v-1)/2]if

PP

2Pθif

Case(2).(P=2).

m

。(θ2)=2ifP=2・

3ifp=3,

6ifp=4

4if1.L=4

…5(mod8),

θ ≦9-1・

≡5(mod8),

θ ≧9,

≡5(mod8),

θ ≦9-1,

0(mod4).

θ ≧9・

0(皿od4),

θ<9-1,

0(nlod4)

S・■

S・■

S・ユ

2/S

2/S

2/S

t

even

odd

odd

の
■seven

tiseven

andtisodd.

,wherethesum

hichsatisfiess

thelettersis

2
thats-4n=

divisorpofN.ロ1

θ 〉[(v十1)/2],

θ 〈[(v-1)/2].

and

and

f(X2)14・

f(X2)=8・

Σis2

>2石'and

asfollows:

2t

,and

(θ)isPP

/夕_



2[1・i/2]+2[(P-1)/2]

θ十12

Finally,wedefine

・'一 δ。(・frn)nk"1・V-4(・k一

if1.t>5andθ 〉
=:=

if1.t>5andθ く

T'by

1)MI(P十1)/P.

plM

[(1.i+1)/2],

[(P-1)/2].

Proposition2・Thetraceofthen-thHeckeoperator

～2'T

3/2,N,X(n)with(・ ・N)=1…i・g・ ・V(N・X)i・gi…by

thesumT(p)+T(e)+T(h)+T'+T",wherethetermsT(p)
,

T(e),T(h)andT'aregivenbythesameformulasas"Z.i: .

Propositionlwhenweputk=1.Thet二ermT"is

givenby

・"一(…(・ ・ψ)ψ(・)一 Σ2b(・ ・ψ)ψ(・))

,1。(・T+1-・)/(P-・)・

1=1'(鵠dd;1,1=::lle:2』:i.:=臨臨t婁 ψ;濃 一(

軌 試 晦 ・(X;ψ)(resp・b(X;ψ))・h… 曲er・f・h・p・ ・i・i・ ・

・…ger・wh・ ・h・a・i・fies4・(ψ)2・INand・ ・ ψ(圭)(…p・

X一 ψ窃)・ …n-

pl。Pτ ・

ap6し(瓶 財毎レ 伽ρ泌A/

ProofsofPropositionland2.

Fo「 ・impli・ity・weput「 。=「 。(N)・ ・d△ 。=△ 。(N・X)k+、/2・

andusethesamenotations¢ ∫ 言n施statementofPropositionland2.

F・ ・mth・deヂ;・ ・tti。n,w・h・v・

ai・+・/・
,・,・(・2)=。.ll.

。ank'3/2[・ ・儲 ・)-2)k+圭/・ ・]・

・ince・hesca・are・ ・m・n・((言 £)・ ・)・ ・G(k+・/・)・ ・・・・…y・ ・t・

onS(k+1/2,N,X),wehave

,ecrd・ 。tiro.。f・ ・a;7fO譜 滋 餌 拠va瞳ne・nbe"2・

eeVae齪fU勉 繕 伽;㌦ 免 趣z伽 飢F鱈 ■aR〈/=ジF・ ジ=

～

di・4磁 ∫升es

4チ(り 亀1!v

品鳩蝕 ノ

ソ=柴,客 ρ泌 磁{

偽 卜λ'/



[・・[92

(。/:)!・(・/あk+1/2)・ ・]

一[・
・(∵2)一 ∵ 、

)・(・/・2)k+1/2△ ・】

astheoperatoronS(k+1/2,N,X)。

Therefore,firstlyweshallapplytheformula(1.3)

…h・ ・pera・・r[・ ・((1-'1)・ ・k+'/2)・ ・]・n・ ・…i・ …y

calculatethattrace,andsecondlyweshallsu皿upthem.

L。tB(n),き(n),貨(n)。ndき(。)b。thec。nt.ibuti。n

frolntheparabolic,elliptic,hyperbolicandscalar

・q・・v…n・e・ ・aSSe・i・ ・ 一 ・(・・(9-'1)・ 。/・・)re・pecti…y・

工fk≧2,G(3/2-k,N,X)={0}.Hence,thecontributionfro皿

G(3/2-k,N,X)occursonlywhenk=1.Then,weput

2((・)一 ・race([・ ・'儒 ⇒ ・n-1/2)・ ・']・/・G(・/・ ・…))

-trace([・
・((1"1)・ ・3/2)・ ・]3/・u(…))・

where△0㌔ △0(N・X)1/2・

　
1.Thepartofs(n).

・b・・・…y…(ゴ1)… 一 ・・i・・aSca・ar… 皿・n・ifan・

onlyifn=1.工nthatcase,since(±1)=(±1,1),wehave

9(。)。2μ 一4(2k-・)Mn(P+・)/P,if…,

pIM

O,otherwise。

ThecontributiontothetraceoftheHeckeoperatoristhesum

仇 一 寸丸
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。〈II。 。ank'3/2き(・/・2)一 δ・(fii)・k"12V'4(・ 一,1.(・+・)/・ ・

ThisisthetermT'inthestatementofProposition1
.

2.Th・p・ ・t。f1)((。).

… βN一 儲 ・ ・N・(β …'/4(一 屈)'/2)ぐ ・(・/・)

・・d△ 。"一 △
。(…(旦))、/、 ・Th・n,…m[・h・]…P・ ・i・i・n・.4,

wekn。wth・t・Ni・d・ ・e・th・i・ ・m・rphi・mb・tweenG(1/2
,N,X)

・・dG(・/・ ・… 虐)1・an・ ・

N-1△ 。〃 ・。 ・ △。'・H・nce,

TN"1・ ♂幽 ・・1/2〕 ・。'・T
N

・ △
・鵡11)・ ・1/2)TNA・'・ △・'((91-・)・ ガ'/1・ 。'・

一 一 ・・〃((ゴ1)・ ・'/2)・・〃 一Ψ ・
・〃ξ、

(…j・i・ ・ 一 …)・w・h・v・ △・'((謝 ・n-1/2)・ ・'・

)・ 。一τN一 ㌔ ・N・[・here・ ・re,・ ・a・pera・ …nG(・/・,・,・),
■

TN'1[・ ・〃 賠)・ ・1/2)・・"]・/・T
N

・[・
・膿1・n"1/2)・ ・']・/・ ・

・n… 一 ・([・ ・'((91 -⇒ ・・-1/2)・ ・']【・(・/・・…))一

一([・ 。〃((9"'1)・ ・'/2)・ 。〃]1・(・/2・ …(N)))・

・(・!・ ・…(旦))isspan・dby・h・th・t・ ・eries・f・h・ ・・…w…

・y… θψ(・・)・(・/2)

m2、 ψ(皿)・(・m2・)・ ・∈・・where・i・a

positiveintegerandψisaevenprimitiveDirichletcharacter

皿。d。 ・。f(ψ)whi。h。a、i、fy,h。f。 ・・。wi。g。 。ndi・i。 。。・4・f(ψ)21N

・・dX(N)一 ψ←)・ ・achara・term・d…N(・f・[・ 一・])・
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Thesethetaseriesarelinearlyindependent二 〇feachother
.

F「o皿[Sh2]Theo「e皿' ・7・'tf・11・w・th…

ψ(・ ・)・ ・th・

・'g・nf…ti・n…h・p-・hHeck・ ・pera・ ・r㍉

2(・2)・

P'3/2[・ ・〃 い ・P1/2)・ ・〃】 … 一 一 …

ψ(・)(・+P-1).…n-・pτ.・ ・。。,w。havea。a。pera,。r,

pln

[・・〃 ㈲ ・'/2)・ ・〃]一[・ ・〃 側 ・・'/2△ ・〃]

-

P〒。[・・〃((tg2.)・Pτ/2)・ 。〃]and

[・・"い!・Pτ/2)・ ・〃]

一[・
・"((t:2)・ ・'/2)・ ・"][・ ・〃 儲 ・〉 ・(T"1)/2△ ・〃]

-P2+pf。rτ.2
,

P2[・ ・"((1詞 ・・(T'2)/2/・ ・〃]f・r・ ≧3・

(cf.[Nl】 工ntroduction).

Byusingtheinducti。n・weseethatθ ψ(t・)h・ ・theeig・n

。。・。。 ψ(。)mH(Pτ+Pτ 一1)wi、hre。p。 。tt。th。 。pera,。r

pln

[・・〃(〔 ゴ1)・ ・'/2)・ ・"]・

エfw・ …eap・ ・i・i・ ・i…g・ ・t、 …h・h・ ・4f(ψ)2・ 、[・

andX(N)・ ψ(斗 ・2

,・N/(4f(ψ)2・ 、)・a・i・fiesthec-di・i-・1

4f(ψ)2・,1・andX一 ψ(→ ・H・n・e・wh・nw・fi・ ・hechara・t・ ・

ψ,,h。number。f,h。p。 、i,iv。i。,。ger・ 。u。h・h。 ・4f(ψ)2・iN

and・(N)一 ψ(り ・qua・ ・t・thec・n・t・ …(・ ・ψ)…i・ ・di・

thestatementofProposition2

_〃_



・一 ・ 一([・ ・〃((∴)・ ・1/2)・
・〃]1・(・/・・…(N)))

=Σ
・ ・(・・")ψ(・)f'

,ln(Pτ+Pτ 一1)・where・ ・i・th・ ・a皿ea・

inthestatementofProposition2.

WecanalsodiscussthecaseofU(N,X)inasimilarway

andol)tainthefollowingresults:1thenψandtrunover

thesetdescribedin§0(c),thesetoft二hethetaseries

{hψ(t・)}gi…th・b・ ・i・ ・fU(N・ ・)andhψ(tz)hasthe

。ig。 。v。 ・ueψ(。),,EE'll(Pτ+Pτ'1)wi・hrespectt・th・ ・pera・ ・r

pln

[・。((1-11)・ ・3/2)・ ・]・W…en-

Pl。pτ

There・ ・re… 一 ・([・ 。((9'19)・ ・3/2)・ 。]1・(…))

一 ・
2b(・ ・ψ)ψ(・)・,(IEI'

,1。(Pτ+Pτ 一1)・whereΣ2・ndb(・ ・ψ)

arethesameasinthestatementofProposition2.

Fromtheabove,wehave

{i(・)一(…(・ ・ψ)ψ(・)一 Σ2b(・ ・ψ)ψ(・))m

,1。(Pτ+Pτ 一1)・

whereτ ・ 。rd(n)f。 。th・p・im・n・mb・ ・Pln.Thec。nt・ibuti・n

P

tothetraceofthen-thHeckeoperatoriscalculatedasfollows:

Σan-1/2き(。/。2)

0・alno

・

。.ll。 。 ・n'1/2(…(・ ・ψ)ψ(・/a2)　 Σ2b(・ ・ψ)ψ(n/a2))

・n/・2

pl(。/。2)(Pτ+Pτ 一1)

一(…(・ ・ψ)ψ(・)一 Σ2b(・ ・ψ)ψ(・))

。.11。 。Pl(。/。2)(Pτ+・T"1)

__20-一 一



=(Σ

・a(x;ψ)ψ(n)囎 Σ2b(・ ・ψ)ψ(・))

,〒。(Pτ+1-・)/(P-・)・

Thi・i・th・termT"inth・ ・t・t・m・nt・fP・ ・P・ ・iti。n2
.

B・f・re・a1・ ・1・ti・g・h・par・ ・fB(・) .き(。)andA"(。),we

giVeSOIneremarkS.

IfanequivalenceclassC∈ Φisn・tscalar,wecan

・h-Sean・'・m・n・ β ・ ・一'(ab

cd)… 皿 ・ ・u・h・h・ ・

(a,c)=1andthatc≠0(cf.[N1]Remark1).Putβ'=nβ

一(ab

cd)∈ ・・(ll・)・ …h・n・hereex・ ・t・ ・van・wE・

・u・h・h・ ・ β'一 σ・(ll・)・ ・w・ ・h・ ・ 一(1'1)∈ ・
・

and…(註)∈ …Th・ ・e・・re…-c≡ ・(m・ ・N)・

β㌦(・ 、)((ゴ £)・ ・k+'/2)・(・ 、)・(・ 、・・(・)」(・、・・)2k+1)・

・((ゴ1)・ ・k+'/2/(・
2・1(・ 、・・)2k+1)

一(β,・(・)(?i)-k-'/2(号)・(β ,・)k+・/・).

Now,supposethatβisparabolicorhyperbolic.Then,

βh・ ・afi・ ・dp・i・t・whi・hi・thecu・p・f「0・Sincec≠0・

w… 一 ・ ≠ ・・…tρ ・⊂1-1)・ ・L・(・)an・

,㌔(,,J(,,。)k+1/2)ξG(k+・/2).・h。n,by。a・ 。。・。,i。gwi,h

attentiontothesignatureofthebranch,wehave

・・一・β㌔ ㌔(・ 一・,・(・ 一・,・)・+・/・)(β,・(・)(t・)-k　 '/2(音)・(β,・)・+・/・)

k+1/2
x(ρ,J(ρ,z))

-2/



((∴)・(翻)・(・)(ti)-k-'/2(9)・k・ ・/・),Where

λ=(a-cK)/n,y=(-a十d-c十2cK)/nandsgn(x)=1
,-1

accordingtox≧0,xく0・

　
3.Thepartofp(n).

Now・allthe「0-eq・i・ ・1…e・lasse・f・r・hecu・p・ ・f「0

・・erepre・en・ 。dby・h。number,-1,wher。trun。 。ver、he

f・…wi・g・e・S・ 雷 ワ=%

,.、 。 、llp・.。,。.e.e.。rd(茜d .4

pIN=P=P

runsoverasyste皿ofrepresentatives,whichare

,。im。,。N,・ 。r(、/,p皿 ・・(・ ・Ol-e)、)・.

pIN

L・・A
・ 七)・ 　 n・ ・h・ ・t・bi・ize・ ・f・-1i・

・・/{・・}一 一 ・・(II::

、+1、〕-A・(1⇒ ・∴

whereui。th。1。a。t。 。、。.alnu皿beru、2、0(皿 。dN),

り

nam。 ・y,u-nP'nax(v-2e・0).F。r。imp・i。i・y.w。d。n。 ・。 ・hi。

P【N

ゆ
P。 。d。 。tbyll'pv-2e.

plN
LetuswriteoutalltheparabolicequivalenceclassesinΦ=

・(・。(ゴ1)・ 。/・。)・ … β・ β・b・th・parab・ ・ice・ ・皿・…

…(・ ・(1-12)・ ・)・Th・ ・・ …m・h・d・fi…i-…h・

・quiv・1・ncere1・ti・n・iti・ea・ily・eenth・t・ifβ ・ndβ1

areequiv・1・nt,th・fixedp・int・fβm・ ・tb・ 「0-equivalent

・・th・fi・ ・dp・i…fβ 、 ・N・w・ ・upP・seth・ttheuniquefixed

,。i。 、 。fβ ・。t-'w・ ・h・ ∈ ・.Th・n,w・h・v・A,-1β ・,・

-22



・n-'(91)・ … 一 ・n…Zer・ … ・number・ ・H・ …,β'・nβ

=±A
・(:;)A・"1=±(二=1:

。二,り ・

・一 ・・(ll・)…{M
・(・))(2・B)lc≡ ・(・・dN)・(…)…

(・,b,。,d)・ ・,。d-b。 ・ 。2},

w・ ・ee・h・ ・ β'《 ・・(ll・)・ ・i・and-・yif・2τ … ・(…N)

and(n,τ)=1.工nthatcase,τbeco皿esthemultipleofu .

Letx=τ/u・Forsilnplicity,wewrite

β'(t・x)=C=:二 二

。1二xu)・

SupPosethatsuchelement・ β'(t・ ・

1)・ndβ'(…2)are

equivalent.Then,fromthedefinitionoftheequivalencerelation
,

・h・ ・eex・ ・t・ 、 ・… 、i・ ・h・ ・t・bi・i・er・f・-1i・ ・

。/{・ ・}

…h・h・ ・Y、-1・2β'(… 、)・ 、 一 β'(・,・2)・Si・ce・h…t・b・ ・ize・

・・g・ …a・ ・dby・ ・weca-・ … 、 一 ±σaandY、 一 ・・bw・ ・h

…E・ ・Hence・ β'(・ …)-A・(gxliu)・ ・-1-・ ・-1・ ・ β'(・ …)・ ・

…b"aB'(・ ・X・)・a・ ±A
・(∴ ㎞ り ・t'"・ ・一 …

havex=x十bn.21

Fromtheaboveresults,t二hesystemofrepresentativesof

alltheparabolicequivalenceclassesinΦisformedby

,h。m。,.ice。 β(、,。)・ 。-1β'(、,。),wh。re、 ・ ζllperunS『
piN

overthesetSandxrunsoverthesystemofrepresentatives

f。r(Z/nZ)×whi。h。ati。fi。 。thec。nditi・nx≠0.Here,

bythesuitablechoiceoftherepresentative,wemayassume

that41xandthat(ζ,n)=1.

_23一



Now,weshalldeterminethenumberJ(β)=J(C)forthe

equivalenceclassCcontainingthematrixβ=β(t,x).Let

・=A・ 震
、)・S・・(・)・・… ・we-・ 一㌔ ・ ・(tl)・

・i一 β一 ・+(・/・)(・ 一 ・)…ha…-1β ・ ・(lxl")・

Next,wetaketheliftρ ∈,G(k十1/2)ofρ,then,weInust

d。,emi。 。th。numb。.。 δandη 。。。h,h。tP「k-IL(。)ρ ★.

((li)・ ・(・))w・ ・h・ ・ δ …n・ ・h・tp'一'β ㌔ ★ ・

((lxln)・ ウ ・F-m… … ・aryca・ ・・… 　 …i・ea・i・y・h-

thatδandηareinvariantwhenwereplaceρby

((tl1ビ1つ ・(・+・)k+1/2)・ 一 ・・… 一

β 一n-1(abコC
(1)・ …m・h・d・fi…i-・ ・f・h…t・ ・…w・h…

。 ≠ 。 。nd(。,。).・,。 。d、hen,,-1-(。.d)/2。anda-。t-1

=(a+d)/2=n.Therfore,byusingtheremarkafterthepart

・ftl(n)。w・ ・…i・ ・-X(・)(t・)-k-1/2(音)一

・(n-・xu)(。 ≡・,xE{i>"k-1/2(fi■9≒ 装。)・

～

F。 。m,。 。 ζ ∬P皿ax(e・v-e)and41。,w。h・v…ru・ ・

plN

(-d8

,IM・)一 ・(。 ≡1・xu)・(?1)and(ガ 圭2畿)・

侵X。 集 。)・(÷)(署)・M・re・ver・ …m・ ・(・)・w・h・vea

。quare-・reep。 ・i・i・・div…rM。 ・・M・u・h・h・ ・X-(墨)

綜!(ヂ1帯 脚 一圃=xω 　 'We(　

一一一一24～



Inasimilarway,wehave

・(・)・x(・+・ ・)(、 ≠
。,)-k-1/2(、-t・1、)・x(・+・ ・)(、 ≠ 。,)"k+'/2

・(
・ ÷ 。・/-X(・+・ ・)(、i・ 。,)"k+1/2

pl,(ぜx(B"2e'0)

-x(・+・ ・)(
、:・。、アk+1/2

P〒,'(爾 ・w-・ 一 ・…

ofthesymboln'isasfollows:Foranyco皿Plexnumbera(P),

pIN

weputa'(p)=a(p),iftheprimenulnberpsatisfiesthe

　
condition2e<v,

1,0therwise.

Then,weputH'a(P)=Ha'(P).

pINpIN

Now,weshalldividethecases.

(i)U'k・rd2(N)≧5・

エ・thi・ca・e・w・hav・max(・2・1・i-e2)≧3・ 且・・ce・

・…(皿 ・d8

PIM・)・ ・n・ ・h・nX(・+・ ・)七1・ ・)・(詣)

=lforallthepri皿edivisorpofN・Therefore,wehave

e(δ)=landδ=1.

(ii)μ=4.

エ・thisca・e・w・h・v・max(・2・V-e2)≧2・Hence・wehave

・・≡ ・(m・d4

,IM・)…(・ 葦1・・)一(煮)='f・rallth・

oddpri皿edivisorpofN。Moreover,byusingμ=4,

～2∫ 一



wehavealsoll

pIN

andiff(X2)

Thus,weobtain

　

'(詣)v
・ …ff(・

、)14,・(・+・ ・)・ ・

8・w・h・v・X(・+・ ・)・(
、 ぞ 。、)・ ・,・ ・re2

-1 ,fore2

δ=じ

、∴:(llll'∴:il21、=。821"de2≠2'

≠2,

=2
.

(iii)μ=3.・ 　

・。a。im、 、arw。y。 説heca。e(ii).w。 。b,。i。,h。f。 、、。w、。、

resu'ts:エff(X2)14'6-/l)

、㌍∵ ∴.

Iff(X2)罵8'δ=じ

、∵:二'、.

(iv)1.1=2.

…hiSca・e・w・h・vea・w・y・f(・ 、)14・W-…X尊)

asabove.Then,weeasilyseethat

・(δ)=1・if・2=0・2・ 　
(・1'。・)(一・)-k÷1㌦(六)v・'fe・=1・

wherethesylnbolH'isdefinedbyreplacingNwithMat

pIM

thedefi■itionofthesymbolll'.

pIN

F・r・h・ ・asee2・1・w・h・v・1+・t≡3(皿 ・d4)and

ut…0(lnodIp).Hence,

pIM

工鋼 鱒 一(㈱1十ut)(、1%,)・(iti)(、1%、)・

2K一



A・ ・ ・・・・…r・h・p・i皿 ・numberplM・ ・-qも ・・)・

(豊1+ut)岡(ti)(六).Th・ ・,…b・ …

・(δ)一(一 ・)kA曲

M'(t')v・n・

・ 一(・/・)一(・/4)(・k-1・)(竜)

,IM'侵)v・ ・re・ 一 ・・

N。w・wecand・terntn・J(β)・Obvi…1y・ 「0・ ・nt・i・ ・

β=β(t,x)ifandonlyifn=1.工nthatcase,wehaven=L

Anda1・ ・,f・ 。皿th・assumpti・n41x,w・havee(δx)・1.

Therefore,weobtain

J(β)= (1/2)一 δ, ifI1=1.

・(・)侵 ナー1/2(碧)・(・ ・/・)(・一

Supposen=

(i)一(iv)andin

thesubscriptp

。(。/。))-1, ifn>1.

1.Wesh。11。a1。u1。t。 昏(ユ)f。 ・theca・eS

thefollowing,forsi皿plicity,weshalldrop

　

fromeandv,etc.

PP

(i)

　
P(1)=

1.t>5.

Inthiscase,

一(1/2)x

一(1/2)×

一(1/2)x

δ=l

lt{β(t,x)1

Σ 乙n

O・e・[ISplN=

plliP

㌻
llΣ φ(P

pIN・ ・o

andJ(β)=-1/2.Hence,

t∈is}=一(1/2)×ISs

　
皿in(e,v-e))φ(

P

　
v-e)血n(e,)

._一 一 ユ7一



=一(1/2)
]2/

～
V[
P(

N
H
-P

O

)
]2/)1一

～
V([

P十

(ii)1.t=4.

・ff(X2)14・w・hav・ δ 一 ・・H・nce,i・ ・h・ ・a・ ・w・y・ ・ 鉱

・heca。e(・),w。h。v。B(・)..(、/,),(,[B/・].,[([1-・)/・ 〕) .

plN

Iff(X2)8　 veJ(β)=1翌2'1:=:

:1::

There…e・ 宣(・)一 一(・/・)・/t{β(…)1・ ・ ・ …h・h…
、 ≠ ・}

一 一(・/2)Σ 二Hφ(P血 ・(・・v-e))

O;;

Yilv・PIM

.(1φ(、 血 ・(・ 、・4-e2))一 φ(、m・ ・(・ ・4-・)))

e2=0

。.、,碁 φ(,皿 ・・(…-e))

plMe=0

・.2・(P[v/2]+P[(v-1)/2]) .

plM

(iii)u=3.・
臨

、。 。 。im、 、arw。y。sVt、 。 。ase(ii),w。 。b、 。、。,h。 ・。、、。w、 。g

re。u・,,き(・)..(3/2)n(P[v/2]+P[(v-1)/2]).

plM

(iv)

J(F)

μ

n工

=2 .

thiscase,wehave

-(1/2)
・if・2≠1・

(・/4)(・1'+・)㈲

,IM'(のv・ ・… 一 ・・

__28



・・nce・ 昏(・)-B、+昏 、w・ ・h

垢 一(・/2)・fS{β(…)1・ ∋ ・ …h・h…2≠ ・}…

b"・一(・/4)(・k一 圭 ・)(毯)

β(1,。),調v・w…e・h・ ・um

e=11

β(1,。)'sextendedove「themat「'cesβ(t・x)・u・h・h・ ・ ・・ …

e=1、1
va

・…i血 …w・y・ ・Kheab・veca・e・,w・h・v・B
、 ・

M
n
-P

=

2

～
P

[v/2][(v-1)/2](P)
and十P

(・/4)(・k幅 章 ・1儲)φ(・ 血n(1・2-1))

・
。桑
pp飼 φ(,IM・　 '

piM

(・/4)(・k軸圭 ・胤1

.。1。 φ(・m'n(e・

(・/4)(・k隔}・胤I
M(・[v/2]・(調

v-e))

v。e))
x1,if

儲)v,
v

[(v-1)/2]) .P

v<2e,

ifv>2e

Next,wesupPosen>1.

工nthefollowing,forsimplicity,we

and・ince41・ ・w・w・i・ex・4・ 。・Th…

・(β)・(・)㈲k-1/2(4語u)・(… 。/・)(・ 一

dropthesubscriptp

・(4・ 。/・))一'・

Weneedthefo=L=Lowinglemma.
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Le㎜a。Wehavethefollowingequalities.

(・)

。ぎ(、/。、)・(讐)・(4・/・)(・-e(4・/・))-1

=一(1/2)δ

o("n)φ(・)・if・ ・1(m・d4)・

へF≡rh'(-n),ifn≡3(皿od4).

('i)

。i(、/。,)・ 轄)・(・ ・/・)(・-e(4・/・))-1

=臨

、),FII、,(,n)∴::::9:1::

(iii)

。9(、/。 、)・(笥 ・(・/・)(・-e(4・/・))-1

=/謙 欝:
冷_∴:慧1:

Here,theabovesulnΣ
×isextendedoverasystemof

a∈;(Z/nZ)

t。pre。ent。tiv。 。f。.(Z/nZ)×.Wesh。rtlyw.it。 Σf。rthi。

a

sum.

P。 。。f.Sincee(。/。)(1.e(。/。))-1..(1/2)+(1/2)E。 。,(。aノ 。).

w・h・v・1㈲ ・(4・/・)(・-e(4・/・))-1-1(9)・(・/・)(・ 一 ・(・/・))一'

=一(・/・)1(暑)+(・/・)礁(暑)-t(・a/・)・ ・b…u・ ・y・ ・h・

fi・ ・ttermi・equa1・ ・ 一(1/2)δo(茄)φ(・)・ ・f・ ≡1(m・d4)・

・i・・ec・t(・)・ ・an・dd・un・ ・i・n,w・h・v・(ta)…(一 ・a/・)一

一(暑)…(・a/・)・ ・here・ ・re・ …h・ ・ca・e・ ・h・ ・e・・nd・ ・m

isequaltozero.工fn…3(皿od4),observingtheexpantion

。c。,(。z).。-1+S((。.皿)-1・(。+m)-1),w・h・v・

m=1

・(a
n)・ ・t(・a/・)一(2・/・)・(・ ・(五))・Here・ ・(・ ・(E))・ ・th・

a

30一



…i・h・ ・ゼsL-・ ・n・ti・nw・ ・hre・pectt・th・ ・h・・a・ter(ff)・ ・d…

n・Fro皿Dirichleゼsclassnumberformula,itfollowsthat

・ ㈲ ・・t(・a/・)一 ・石 ・'(-n)・Th・ ・w・ ・b・ ・…heedua・i・y(・)・

a

Fortheequalities(ii)and(iii),weusethefollowing

id。n・i・i。 。、e(2。/。)(1-e(4。/。))-1.(1/2){。(2。/。)(1.e(2。/。))-1

+。(2。/。)(1+。(2。/。))-1},。(。/。)(1.e(4。/。))-1

-(1/4){。(。/。)(1-。(。/。))-1+。(。/。)(1+。(。/。))-1+

。(。/。)(・-A。(。/。))-1+。(。/。)(・+∬ 。(。/。))-1}

and。(2。/。)(1+。(2。/。))-1.(1/2).(1/2)Fτ 。。, ,(。(2。/。+1/2)),

etc.Byusingtheseidentities,wecanalsoapPlythesimilar

P。 。。edurea。lth。p.。 。f。ftheequali・y(i)f。r・hecase。f・h。

飯

equalities(ii)and(iii)・

Now,wesha11
　

calculatep(n)forthecases(i>一(iv).

(i)

　
P(n)

り>5.

工nthis

一 ・(・)(

case,

-1

n

δ=1.Hence,

)k'1/2

x(1-e(4x

k-1/2

・x(・)(÷)

且ere,we

ande.

P

Σ ×

・0∈(Z/・Z)

wehave

Σ二 Σ
　

0くe<vζ=

pl蚕P

(竿)・(4・ 。/・)

一1/
n))0

罷(、/n、)・(410)・(4x・/n)(・-e(4x・/n))-1

・

。.轟1(un)・=
,IRP

notethattheInatrices

Moreover,wehave

β(t,x)dependonlyon xO,ζ
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～

撫1(un)=桑 み(瓠 φ轡 鋤)
～

・ ・Yφ(～min(e,v-eP)).、
,ifB.2e

piN・-0= ～

(9)"…B・2・～
-

pl,(・[B/2]+(暑 プ ・[(B"1)/2])・

F・・mthi・a・dl・ 皿 ・(i).itf・11・w、th。tB(。)・

・ω げ/2

pl。(～・[B/2]+(9)v・[(tl-')/・])

×漁/1響:φω '1;二:霊:1]}

～ ～

一 一(・/・)・
・(NTI{)φ(・)

,1。(・[v/2]+・[(v"1)/2])・if…(・ ・d4)・

～

(一・)k石h'(-n)・(・)

,1,(・[B/2]+(暑 ゾ ・[(tl'1)/2])・

ifn≡3(mod4).

且ere・wh・nn≡1(m・d4)・w・u・edth・id・n・i・y・ δ0(石)X(・)=

・。(・lrn)(暑)・ δ。(A/7n)・W・n・t・ ・h・tth・ ・eexpressi・n・a…fi・

forthecasen=1.

(ii)P=4.

・ff(X2)14・w・h・vea… δ ・ ・…n・e・wecan・a1・ul…

inthesa皿ewayasinthecase(i)andtheresultisalsothe

sameasinthecase(i).

・ff(X2)・8・ δ=1・f・re2≠2

1/2・f・re2富2・

-32一



～ ～ ～
H…e・w・h・v・p(・)=P1+P2with

B・-Xω(k1)∴ ぎ
(、/n、)・。こ ≦、 甥

piN・ ・2≠2

-1
×e(4・0/・)(1-e(4・0/・))

andB・-X侮)㈲ ∴:

(、/n、)・。≦粂
,:(El'lpEIO"?

plN・ ・2-2

・e(・ ・。/・)(・-e(・ ・。/・))一'・

By・ ・i・… ㎜ ・(・)…(ii)・weca・ca・ ・・・…B、 ・n・

asfollows3

B・-Xω(ず1∵
(、/nZ)・ ㈲ ・(4x・/n)(・-e(4x・/n))-1

　

・
。≦ξ㌶,調
pl…2≠2

-X(・)(ki)k-'/2・ 一(・/・)・
。("n)φ(・),・ ・ …(皿 ・d4)

《「=Eh'(-n),ifn…3(lnod4)

.,1φ(,皿 ・・(…-e))・ ・,if。 ≦ ・。

plMe=0(暑 プ
,・ …2・

・{(暑)4φ(2血 ・(・・4))+(暑)4φ(・ 血 ・(・・3))+φ(・ 皿'・(3・1))

皿in(4.0))}+φ(2

-X(・)㈲k-'/2・ 一(・/2)・ 。㈹ φ(・)・i・ …(m・d4)

イ=ざh'(-n)、ifn≡3(mod4)

・4

,IM(・[v/2]+(暑)vp[(v'1)/2])

33一
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=-2δ

・(石)φ(・)

,IM(・[v/2]+・[(v『1)/2])・if…(m・d4)

(-1)k4・(・)価'(-n)

,IM(・[v/2】+(暑)Vp[(v-1)/2])・

ifn…3(皿od4)

B・ ・Xω(ki)k-'/2Σ

・oe(Z/・Z)・(?'O)　 ・/n)(・-e(4x。/n))一 ・

　
・認
窒:,調

=P=P

plN・ ・2-2

・X(・)(ki)k'1/2・ ・
,・f。.エ(-d4)

((暑)一 ・).応 ・'(-n),if・ ・3(皿 ・d4)

・ ・ 碁 φ(,血 ・(…-e))× 、
,、,。.2e

plMe=0= v

(n)・ ・…2・

Inin(2,4-2)
xφ(2)

竃0
,ifn…1(lnod4) ,
2(一 ・)k(㈲ 一 ・)・(・)fih'← ・)

,IM(・[v/2]+(9)v・[(v-1)/2])・

ifn≡3(mod4)。

Therefore,weobtain

B(・)旨 一2・・(石)φ(・)

,IM(・[v/2]+・[(v-')/2])・if…(皿 ・d4)・

・(・+(暑 〉)(一・)k・(・)β ・'(-n)

,IM(・[v/2]+(暑 ジ ・[(v一1)/2])・

ifn…3(lnod4).

Wenotethatt二heseexpressionsalsofitforthとcasen旨1.
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(iii)P=3.

工nthiscase,wecancalculateinasimilarwayasinthe

case(ii)。Theresultsareasfollows:

Wh・ ・f(X2)14・w・hav・

B(・)・ 一(3/2)δ ・(・i'il)φ(・)

,〒M(・[v/2]+・1(v『1)/2])・

ifn… …1(lnod4),

3← ・)k・(・)fi・'← ・)

,IM(・[v/2]+(暑 ゾ ・[(v-1)/2])・

ifn…3(mod4).

wn・ ・f(X2)=8・w・h・v・

3(n)一 一(3/2)・ ・(vrn)φ(・)

,?M(・[v/2]+・[(v-1)/2])・

ifn≡1(mod4) ,

3(lt)← ・)k・(繭'(-n)

,IM(・[v/2]+(9)V・[(v'1)/2〕)・

ifn…3(mod4).

Wenotethattheseexpressionsalsofitforthecasen=工 。

(iv)1.t=2.

工nthiscase,wehave

δ ・1・if・2≠1・

(・/2)一(・/4)(・k一 圭 ・)(竜)
,IM'(t')V・ …2・L

～ ～ ～
=P
l+P2withHence,wehavep(n)

B・・X(n)(it')k"1/2

㌔ ～(、/n、)・。粂 ■4ギ)艸)(・
plN・ ・2≠ ・

3s-一

一1
-e(4・

0/・))



an・B・ ・　 ㈲ ∴ ぎ
_)・ 。ζ ≦㍉1(4xuOn)

pi…2・ ・

・e(…/n-(・ ・/・)尉(意1)

,調v)(・ 一 ・(4・・/・))-1

～
Wecanca1・u1・t・pli…imilarw・y・ ・i・theabove

casesandtheresultisasfollows=

B・ 一 一δ・(石)φ(n)

,IM(・[v/2]+・[(v-1)/2])・if…(-d4)・

2← ・)kx(・)石 ・'← ・)

,IM(・[v/2]・(9)V・[("'1)/2])・

ifn…3(lnod4).

… …e四 ・ ←・)a・(・k一圭・)(遺)
,1圃 一 ・・

㌶
B、・X(n)(ず1/2

。蕊1,1,'(暑)
=P=P

plN・ ・2-・

XE

.(?'O)・((・ 一 ←・)a)・。/・)(・-e(4・ 。/・))-1
・0∈(Z/・Z)

-X(・)(t')k"'/2急

,K(暑 プ,1.φ(・ 雌 ・v"e))=P=P

plM

・((-1)a/2)属h'(-4n),ifn≡1(m・d4),

((・ 一(暑))/・)ff・'(-n)・ ・…3(m・d4)・

Here,weusedtheidentity;

・(3・ 。/・)(・-e(4・ 。/・))　 '一 一e(-x。/・)(・-e(-4・ 。/・))-1・

3K一



Therefore,whenn≡1(mod4)
,wehave

き・・(・/2)(蒲)(量)・(・)価 一(-4・)

x

・≦峯 。
pplガ(網)Vp?Mtl(・m'n(e'v-e))
PIM

=((一 ・)k/・)〔諭 ・(・)
・X'rh-(-4・)

,IM(・[v/2]+げp[(v-1)/2])・

Whenn≡3(mod4),wehave

B、 一((・ ・(9))/・)(一 ・)kx(・).fl{一・'(　 )

・

plM(・[v/2]+㈲Vp[(v-1)/2])・

Therefore,weobtain,whenn≡1(皿od4).

bV(・)一 一δ・(fi)φ(・)

,k(・[ソ/2]+・[(ソ ー1)/2])

+((一 ・)k/・)(謝 ・(・)万 ・'(-4・)

,IM(・[v/2]+(iSn)vp[(v-1)/2])・

andwhenn≡'3(mod4).

B(・)・((5-(9))/2)(一 ・)k・(・)・(「i{一・'(一・)

,IM(・[v/2]+㈲y・[(v-1)/2])・

Wenotethattheseexpressionsalsofitforthecasen=1.
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Finally,wemustcalculatethecontributiontothetrace

・fthen-thHeck・ ・perat・r .But,th・tisea・y。a1。u1。ti。nif

weuseth・id・n・i・y・ Σ 。 φ(。/。2).n .

0・alno

4・Th・par・ ・fき(・)・(…h・ ・par・
,w・f・ …w・h・m・ ・h・di。[・] .)

1、etCbeanellipticequivalenceclassinΦ .Take

β ・n-1(2R)∈ ・ ・u・h・h・ ・(・,・)…n・ ・h… ≠ ・.

SinceNisdivi・ibleby4・ 「

0=「0(N)h・ …ellip・i・

P・int・Theref・re,by・ ・i・gtheremark・fterth・part。f2t(n),

W。hav。J(β 溜2),(β)、(β)一 ・k-・(、 一 、(β)-4)一 ・ 　 h

・(β)一 ・(・)〈:)・n・ ・(β)・(ti)-1/2J(β,・ 。)・/・ ・

㈲ 一1/2(・"n)一 ・(・ ・+・+・+。g。(。)。+d-・ 。).

He「e・ ・0∈Hi・th・fixedp・int・fβ ・

w・p・ ・W-(-ll)・ … ♂ …U・ ・wan・W(β)-

lZr♂(β):Zr

。(β)1・whereZr5β)(re・p・Z・ 。(β))'・th・

cent「alize「ofβi・ 「0(re・p・ 「0)・W・n・t・th…i・th・

ellipticcase・theeq"ivalence「elationisth・u・ua1「0-

;聰1鵬 二二灘y・二1臨蹟 ∴
iseasytoseeJ(wβw)=J(β)and,fromthedefinitionofJ(B),

　
w・h・v・J(一 β)=J(β)・Theref・ ・e・w・havee(・)=ΣIJ(β)=

・、J(・ βw)・(・/・)・ 、(・(β)+・(wβw))・ Σ2(・(β)+・(wβw))・(β)一'・
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whereβi・th… 皿 Σ1(resp・ Σ2)run・ ・veralltherepre・ent・ti…

fo「theellipti・ 「0(・e・p・ 「0)-c・n」 ・g・ ・y・1asse・i・ Φ・

M・re・ver・ ・ince・ β ・(2B)∈ ・
・(ll・)・ ・…h・vec≡ ・

(mod4)anda≡d≡ ±1(m・d4)・H・nce・ βi・n・t「0-・ 。・j・g…

・・ 一・β・Th・r・f・re・w・h・v・ き(・)-2Σ3(・(β)+・(wβw))・(β)-1,

whe「eβi・th・ ・u皿 Σ3run・ ・verall・herepre・ent・ti…f・ ・

theellipti・ 「0-c・nj・gacy・1asse・i・ Φwhi・hisc・ ・grue・t

・・(li)m・d…4・

・h…w・ ・b・…1)1(・)・ Σ3X(β)・(β)W(β)一',by・ ・i・・

1ζ(β)1-・,wh。.eE(β)一(ζ(β)-2k+1一 ζ(β)2k-1)(ζ(β)2一 ζ(β)-2)-1.

Now,weshallgivealltherepresentativesfortheelliptic

・・㌔c・ ・j・gacy・ ・aSse・i・ ・ 一 ・・c・ngruentt・(li)

modulo4,byusingtheInethodin[H](or[D-M]chapter6).

L・ttbeanint・gersu・hth・tltl・2nandth・tt・2

(皿・d4)・W・w・i…2-4・2-m2・ ・whereu・ ・a・un・ ・皿en…

励 岬 漏

d'sc「'血nant・Then・'etfbeapos't've'ntege「suchthatL>・t・dpaLath

flmandthat(f,n)=1,andletξbearepresentativefor

～
(Z/Hpv+ρZ)whi。h。a・i。fi・ 。thec。 ・di・i・n・ ・(ξ,N・)-1,

plN

ξ ・ ・(m・d4)and・,(ξ)・ ・(m・dNf2)w・ ・h・ 一 ・P・ ・rdp(・)

22
andF(X)=X-tX+n.t

WeputS(ξ)=theprimedivisorpofNsuchthat

,2.4。2、 ・(m。dp2・+1)and・h。 ・

～
・,(ξ)・ ・(皿 ・dpv+2ρ+1)

andletSbeasubsetofS(ξ).
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Fortheset,f,ξandS,wedefinethematrixφby

φ=φ(t,f,ξ,S)

　

一 ξ 一fp芝,P"VI・ ・(95・-21P-1

　

f-1・
・(ξ)

,2,pvl・ ・(ξ)・-21,・ 一 ξ ・

M・re・ver・W・p・ ・R-(

。1!)…-1(・OOZZq)× ×GLII(・)・

whe「eq「 ・n・ ・veral1P・'m・ …bers・Q
。[φ]=Q[φ]OOQQA

andA=R(Q[φ1・

Then,wehavethebijections:

・漣 。QA[φ]×AGL、(Q)/Q[φ]× ・QA[φ 】×/((QA[φ]×(・ 。)Q[φ]×)

sttheproperidealclassgroupoftheorderA

(cf.[H]or[D-M]chapter6).Hellce,wecanchooseasystem

{・}・frepre・en…i…f・r・ 。Xu。QA[φ]× ∩GL、(Q)/Q[φ]×a・f・ …w・ ・

Forthedoublecosetcorrespondingtotheprincipalclassby

theabovebijection,wetakeδ=1.工ntheothercase,the

correspondingProperidealclasscontainsaprimeidealPof

A。u。h,h。,(P,。N(、2-4。2))・1and,h。,#AIPi。ap。im。 　
numberp・Then・therearetheelementsvo∈QA[φ]anduO

EU。 ・u・h・h・ ・P=Av。andth・t・ 。・。 ∈GL2(Q)・If・ecessa「y・

by皿 ・1tipli・g・ ・mee1・m・nt・f「Ofro皿theleft・wecansee

・h・・ ・・…(12)・r(ll)w・ ・h・ ≦j・P・Th・n・w・

t・k・ δ=UovO・

Now,whent,f,ξ,Sandδ ▽aryundertheaboveconditions・

_4・0



β ・n-1δ φδ"1f。m。ac。mp・ 。、。 。y。t。m。frepresen,。 、ivesf。r

theellipti・ 「0-・ 。・」・g・ ・y・lasse・i・ Φwhi・hisc・ngruent

・・(llt

Ol)皿 ・d…4・

・fw・w・i…heab・v・ β 一n-1(29)・w・hav・(…)一 ・

andc>Oby・ ・i・gth・ab・vec・nditi。 ・・andF
t(ξ)>0・

H・nce,w。h。v。 ζ(β)一(2,伍)-1(,磁+侮).Theref。.e,

ζ(β)and三(β)dependonlyont,andsowewriteζ(β)=ζ t
andE(β)=三t-

・・x・,・inceZ,★(β)・ ・A×・-1・,w・h・v・W(β)・w((・2-4・2)f-2)

O

and,byusingthesa皿emethodasin[NJp196,wehave

・(n-1・φδ一1)・X(φ)(t莞2n)・ ・rδ ・(ll)・r(1二)・

Therefore,weobtain

き(。)。 Σ 三 Σw((,2.4。2)f-2)-1Σ ΣX(φ)

ttfξS

× Σ 工,ifδ=1,

δ

(1一:"t-'22n)・・…(ll)・ ・(1二)・

・ince(t+2n)・a・ ・…n・idered・ ・th・g・nu・chara・t・ ・

overtheproperidealclassgroupofA(cf.[N]pl96-197),

22-2

thelastsumisequaltothec二Lassnulnberh((t-4n)f)orO

accordingast+2nissquareornot・

.2
=swiths>0,Thus

,wemayassumethatt十2n

、h。n,、2-4。 ・.。2(。2-4。)・ … 、 ・(・fi)-1(・+NfgnyZ;)・

By・ ・i・glζ,卜 ・・w・hav・

三.-n-k+3/2。-1(。2k-1.y2k-1)(x-y)-1,wherexandyt

4t



。。ethes。1。ti。n。 。fX2-。X+。 。0.

Finally,wediscussΣ ΣX(φ)=

ξS　

1・(ξ)1(モ),2,弊)1り ・ ・一(f・ ・-2…+2n)

dividessomepowerof2,wehavethefollowingdecomposition:

・ ・2ρ2f、f2,(f、f2,・)・ ・,・ 、 ・ ・,f2・ ・,・ 、1・,(・ 、,・2-4・)・ ・,

f221(・2-4・)and(f2,・)一 ・ ・ …mξ ・ ・(m・d4)an・ ・h・

recip・ ・ci・y・ ・W・ 〔与)一 俵)・(・ ・ …)・P・tゼ=・/・ ・since

・ ・F,(ξ)・(ξ 一 ・')2(m・d・ 、2f22)・w・h・v・ ξ …t-(m… 、f2)・

・ence・(ξf
1)一(号)一 ㈲ 一(S著n)・ ・・・…e)一 ㈲

(斗 工・一 一 ・(モ)一(そ)ρ2(・静 ・)・

Next,byusingthesamearguementin[Nユp198,wecan

,・・v・ ・h・t(lF,(ξ ξ)1・)一 ・f・ ・p∈ ・an・ ・h・・

(号)一(吾)・(2・ ≒4・)…any・ddp・im・p∈ ・・ 　 refo「e・

ll・(φ)・ 鰍 ・(ξ)(そ)P21,ゾ

ー鰍 ・(ξ)(そ㌧
(ξ)(・+(是1)

謝1・(ξ)(そ12pl,(・+・P(ξ)(号)B)

・(s雛 ・
・(ξ)(そ)ρ2(・+δ2(ξ)(そ　 ),IMXp(ξ)(…P(ξ)(2÷4ヅ)・

4之



Here,f・rth・p・im・plNandtherep・e・ent。tiv。n。f

～ ～

(・/pv+ρz)・u・h・h・ ・F,(・)・ ・(pv+2ρ),w・d・ ・i・ ・

δ

P(・)一 ・・if・2(・2-4・)・ ・(m・dp2ρ+1)・r・d～
・
、(・)・ ・(・ ・dpv+2ρ+1),

0,0therwise。

Th・quan・i・yX

p(ξ)(・+δ,(ξ)(・ ・≒4・)v)・ ・r・h・p・im・plM

(re・p.、 、(ξ)(そ12(・+・2(ξ)(そ ナ))・ 。p。n・。_ξ 。。、。、.

pv+ρ(re・p。 ξm。d。 ・。2U+・).Th。.ef。re,w。h。ve

ll・(φ)一 鞠,1。cp(・ ・f)・ 一 ・一

・
p(…)-iXp(・)(・+・P(・)(2s≒4・)v)・ ・IM・

lX2(・)㈲ ρ(・+・2(・)(9)1'1)・ ・ …

wheretheabovesumsΣrunsoveralltherepresentativesn

n

～ ～

・・(・/pv+ρZ)・u・h・h・ ・F
,(・)・ ・(皿 ・dp叶2ρ)andb・ ・id・ ・

η ≡1(mod4)inthecasep=2.

Combiningalltheaboveresults,weobtain

き(。)一 一n-k+3/2Σs-1(。2k-1.y2k-1)(。.y)-1

S

・1・'(・2(・2-4・)f`'2)(9iii

,iikii!i4"1,い(・・f)・

一一_43



Here,theintegersrunsovertheevenintegersuchthat

・ 〈s・2石 ・ ・henwecanw・i…2-4・ ・m、2・w・ ・hm、 …

P・ ・ θ

P=・rdp(・ 皿・)f・r・h・p・'m・-ber・1・ ・n・

-ord(s)

sF=s

plNpP・S'm'1a「'y・f・ ・f・ ・f2andm・ …

d・fineth・ ・u皿b・rfl'・f2'andml'・M・re・ver・w・dec・ 皿P・ ・e

s一=・(・')・(・ つandml'冨 ・(m1')・(皿1')・u・hth・t

(・(・')・s『 ・m1')=(・(ml'〉 ・・'・ ・1')=land・h…(・')・ ・d

・(皿 ゴ)divides・m・p・wer・f(・'・m1')・

Und・ ・th・ ・en・t・ti・n・weea・ily・eeth・tf1'・un・ ・ver

・h・ ・e・{・ ・f、'1・(・')・(f、'・ ・)一 ・}and・h・ ・f2'・u・ ・

・ver・h・ ・e・{・ ・f2'i・(皿 、')}・H・n・e・ ・b・erv'…h…

p(・ ・f)

dependsonlyonρ=ord(f)ifwefixs,wehave

PP

l・'(・2(・2-4・)・-2)←2言4n),1。 ・p(…)

・

。E≦,
P。 〈zf、'1・(・')。 〈,三(M、')・'(,INp2(θP'pP)(S一 皿・一/・・'f2')2・)

plN(f、'・ ・)・ ・

・(2s-4nf

1),1。 ・p(…)

-h'(・)・(・')・(m
・つ
,1。(。')。(M、')(1-(昔)q-1)

・払へ 兜 二躍 堀1

・

plM,,1。 ρp揃pθ へ ¢ ・f)・ ・if・p-・p

・ 一 ㈲P-1・ifθP≠ ・p

一 一4.一.一 一



θ

pe_ρ
x

plli,,才 。 ρΣ.。pPP・p(・ ・f)・ ・ …P・ ・p
P

・ 一 ㈲P胃1・if・
P≠ ・p

㌦ ・三(。')(・1')(・(・')/・ ・つ,1(.(。')/,
、つ(・ 一(X)・-1)

(f1'・ ・)寓1

㌦f2聚(m、')(・(皿 ・')/f2'),1(。(m
、')/f2')(・ 一(e)q-1)・

whereqdenotesaprimenu血ber.

Frolnelementarycalculation,weseethatthepartofthe

sumΣ 二isequaltor(s')andthepartofthesu皿

。・f、'i・(・')

(f',u)=11

。.f昇.(M、')'・equa1・ ・ αu(・(M・'))・M・re・v・r・ ・h・par・ ・f

θ

P

thesum

PΣ.。dependsonly.nθ ・ands.wedenoteth'spa「tP

by・

,(θP)・H・ ・ce・ ・bserv・ …h・ ・ql・(・')砿(m、')if・ …n・yif

・1(S-・ 皿・')an・ ・h… 噛1・(・ 一)・

,INp-ord・(S)・W・

・・v・ き(・)=一 ・-k+3/21(・2k-'一 ・2k鱒1)(x-・)-1h'(・)・(・
、ノ)Ct・(呵 ノ)

・

ql(「's・Mi)(・ ザ),1,P'Ordp(S)・p(・P)・

Therefore,thecontributiontothetraceofthen-thHecke

。p。ra,。.iSΣank-3/28(。/。2).

0・alno

4s



一

。.11。 。1・ 　 2(・ 　 1-y　 1)(x-y)-1h'(・)・(m・')c・u(・(m・'))

・

ql(。',m、')(・ 一(8)・"'),〒,P"ordp(s)np(・P)・

Her・ ・weunder・tandth・t・
,x,y,・t・.a・ed・fin・d…h・ ・ab・v・,

wh・ 脚 ・repl・ 。enwi、h。/。2 .

・・w・w・p・ ・'9・a・ ・hv

、-aM、,窪 ・ax,…Y・ ・y.Th・n,

w・h・v・th・t錠and}areth。 。。1。ti。 。。 。fX2.BX.、n。0

・・d・h・ ・ き2-4・-IK

、2・ ・Since(…)一 …rdp(論 、)・ ・P-

H・nce,Σank-3/28(。/。2)

0・alno

=一 ・

。Z(曳2k"-y2k-1)(y-y)-1h'(。)。
・al・ 。 ・・ev・ ・

2石 ・ き ・o

・iき

一 。rd(～S)

×

PINpP・ ・(θP)×u(m・')・ ・(・(m・ つ)

×

q〒(S-,皿 、')(1一 ㈲ ・-1)

～
..X(～2k-1～2k-lx-y)(y.y)一 ・h'(。),p-o「dp(s)。(,)

9、ev。 。plNPP

2,frr・ き ・o

×

。・ぺ(')αu(r(皿f)),1(S-,皿 、つ(1一 ㈲q-1)・

・12i・

Weobservethatanintegeradividestheoddpartof

(～ ～S,m1)・ ・ ・・・ …yi・ ・1・。 ・・d・lg…nce・ …m…mentary

ca'cu'at'on・wehave

。.ll。 。u(m・')ctu(r(皿 ・つ),1(s-,m、')(1"(昔)q"1)

・1き

弼



一%(　 ts
・
plNP-ordp(m1))・T-・ 一 ・・i・g・ 一 ・i-

　 ヘク 　 　

s→s・ 皿1→t・x→x・y→y・weobtainth・asserti・n・f

Propositions。Thedeterminationofthecoτ1stantn(θ)

PP

needstheelementarybutverylongcalculation。So,weomitit.

5.Th。part。f貨(n).

LetC1)eahyperbolicequivalenceclassinΦandtake

β一 ・一'(2B)《 ・ …h・h・ ・(…)・ ・ ・…h… ≠ ・・ …

KbetheupPerfixedpointofβwhichisacuspofrO

-1

andλ(β)=(a-cK)/n.Since,K=(2c){a-d-sgn(a+d)

.a+、)5.4。 ・},w。h。v。th。,。g。(、(β)).。9n(。+、)an、,h。t

、(β).(、 。)一・{。+、 素 、。(。+、)(。+、)・-4。 ・}.M..e。ver,、y

。。i。gtherema。k。fterth。part。f窃(n),w。h。v。J(β)・

・(・)一 一(・/・)儲))・(・ 燗k+1/2(:)・(β)-k-1/2(・ 一 ・(β)-2)-1・

・・nce,w・h・v・J(一 β)・J(β)andJ(wβw)・(子)…(・+・)・(β)・

wherew-Cll)・

火
andW(β)bethesa皿easintheellipticcase.LetrO

Th・n,w・h・v・ 窒(・)・ ・、J(β)・ ・、J(wβw)・(・/・)・ 、(・(β)+・(wβw))

・(・/2)Σ

2(J(β)+J(wβw))=(1/2)Σ3(J(β)+J(一 β)+J(wβw)+J(-wβw))

一 Σ

3(・(β)+・(wβw))・2・4(・(β)+・(wβ ・))・(β)-1…4・(β)W(β)-1・

wh・reβi・ Σ1・u…verallthe「ep「esentativesfo「the

hyperb。li・ 「0-c・ ・j・g・ ・y・1asse・inΦ ・ βinΣ2「uns。ve「

・h・sesu・h・h・ ・ ぽ)…(・+・)一 ・・ β …3・un・ ・v…h・se

…hth・t・+d・Oandth・ta≡1(m・d4)・andβinΣ4

runsoverthose,suchthata+d>Oandthata≡1(lnod4),

f・r・h・hyperb・li・ 「0-・ ・nj・g・ ・y・1assesinΦ ・

__47・



Thus,weobtain

窒(・)一 一2Σ4・(β)w(β)-1・(β)-k-1/2(・ 一 ・(β)-2)-1w・ ・hx(β)・

・(・)(音)・

Lettbetheintegersuchthatt≡2(mod4)andthat

・ ・2nand,h。tt2-4。2issq。are.Th。n,w_i、 。,2.4。2

-m2wi,h皿 ・ ・ .F。r,hese,。ndm,・ 。、f,ξ,S。nd

φarethesalneasintheellipticcase.But,forsimplifying

thecalculation,weassumetheadditionalcondition;ξ ≠1.

・・x・…tA・Q[φ]nRw・ ・hR・(甜 ・ 　 nw・

k・ ・w・h・ ・QA[φ]×/((・(・ ⑭zz
p)×xR[φ]×)Q[φ}×)P

isiso皿orphictotheproperidealclassgroupoftheorderA。

Then,fortheprincipalidealclass,wesetδ=1.工nthe

othercase,theproperidealclasscontainstheprimeideal

P・u・hthatISA/Pl・ap・im・numberpandth・t

(・,・ ・(・2-4・2))一 ・ ・A・ …,・hereex・ ・t・ 。 ∈Q。[φ]×a・ ・

・・∈…-h・h・ ・A…Pan・ ・h・・GL・(Q)∋ ・・…(12)

・・(ll)w・ ・h・ ≦1・P・Th・n・w・ ・etδ 一u・ …Here・

UOi・th・ ・amea・i・theellipticcase・

Whentheset,f,ξ,Sand{δ}varyundertheabove

…di・i・ … β ・ ・-1・ φδ一1・n-1(22)…m・a・ 一 ・・・…y・t・ 皿

・f・lltherepresent・tiv・ ・f・rth・hyperb・1i・ 「0-conjugacy

classesinΦ,suchthata+d>Oandthata…1(mod4)・

48



Therefore,wehave

貨(・)一 一2Σ Σ Σ Σ Σx(n-1δ φδ一1)・(n-1δ φδ一1)-1λ(φ)-k-・/2・

tfξSδ

・(1一 λ(φ)-2)-1 .

Moreover,inthesamewayasintheellipticcase
,we

mayassumethatt+2nissquare .Thenwewrite

t+2。.。2withs>0.

Hence,wehave

窒(・)一 一 Σ Σ Σ Σ λ(φ)-k-1/2(・.・(φ)-2)-1φ(m/f)、(φ)

tfξS

=-n-k+3/2Σ 。-1y2k-1(x-y)-1,φ(、(。2 .4。)1/2f-1)

sf

xllc(s,f),

piNP

wherexandyare,hes。1。,i。n。 。fX2-。X+。.0。 。。h

thatx>y,andtheconstantc(s,f)arethesa皿easinthe

P

ellipticcase。

WecandeducetheassertionofPropositionsfromtheabove

～

formulah(n),byusingthesameInethodasintheellipticcase.
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§2。ThetraceformulafortheHeckeoperatorovertheKohnen

subspace。

Throughoutthissection,weshallusethesamenotations

andassumptionsasin50(a)and(d).andmoreover,we

supPosethatnistheintegersuch'that(n,N)=1・

L・ ・P・ ・P・k+、/、
,,,X-(α 一 β)-1(Qk+、/2,,,X一 β)

b・th・ ・rth・9・nalp・ ・jecti・ ・f・ ・皿S(k+エ/2・N・X)。 ・t・S(k+1/2・N・X)K・

Then・w・h・v・ …ce(㌔ 、/2
,,,、(・2),1・(・+・/2・ …)。)

一 ・race(㌦
、/、,。,,(・2)・ ・1・(k+・/・ ・…))

一(E/6)(一 ・)[(k+1)/2]・t・ace(tlk
+、/,,。,、(・2)Q)

～2

+(1/3)trace(Tk+、/2
,N,x(n))・

2.

W・i・ ・ △0=△0(N・X)k+1/2andn=nOnlwithapositi"e ■nteger

・Oand・p・ ・i・iv・ ・quare-f・eeintege「n1・Then・

llk+・/・
,・,、(・2)Q-,.ll。

。 ・nk"3/2[・ ・ 〈(n/∴la、))・

(・/・・)k+・/・)△ 。]Q・H…e・ … 皿 ・h・ ・esu・ …f・ ・…i・

sufficienttocalculatethetraceoftheoperator

[・・((9'11)・ ・k+1/2)・ ・]Q・ ・r・一 … ・… 一 ・(

～2
Tk+、/2

,N,X(n)K)・

Wecanpr・v・th・f・11・wingl・ ㎜ ・bym・dufyingth・pr・ ・f

ofle㎜alin[K],§4.

ナo-一 一一



L・ ㎜ ・・W・h・v・ ・astheel・ 皿・nt・ ・ftheab・t・a・tH・ ・k・a19・bra
,

・・(…)((ll・)・ ・k+1/2)・
。(N・・)・ ・。(…)ξ 、+、/2,。△。(…)

一 △
・(…)〔(ll

。2)・ ・k+'/2・((・k+・)/8)・k+1/2)・ 。(…)・

foranypositiveintegernwith(n
,N)=1.

・・一 ・h・… 一 ・w・h・v・[・
・(一1(nOO

n)・ ・k+1/2)・ ・]Q

-・-k}1/2・(一(・k+・)/8)【 ・
・((ゴ(4:)り ・・k+・/・)・。1・

F・r・imp・i-一 ・
・…(・)andα 一(ゴ(4:)一'

.

LetLbethesalneproperliftingasin§1.Then,itis

ea。i・y。h。wn。 一(。,。k+1/2)`G(k+、/2)。a,i。fi。 。thec。 。di,i。nS

(1.1)and(1.2)withrespecttoL.且ence,wehavethebijection:

「0α 「0∋ σ1α σ2→L(σ1)・L(・2)∈ △0・ △0…dd・n・t・byβth・i・nag・

・f「o・ 「o∋ β・

・・w・w・ ・h…ca・ ・u・・…ra・e([・ 。(・,・k+1/2)・ 。】)by

usingShimura'straceformula(1.3)in§1.Since,r αrhasOO

noscalarelement,thecontributiontothetracefromthe

　 　 　

・calare1・ 皿・nt・iszer。 ・L・tpO(・)・ ・0(・)・ ・dhO(・)b・

thecontributionfromtheparabolic,ellipticandhyperbolic

・q・i・ ・1・nceclasse・i・ Φ=Φ(「0・ 「0/「0)re・pecti・ ・1y・

Moreover,whenk=1,weput

l1。(・)一 ・race([・ 。'で ・。']、/、1・(・/・ ・…))

一 ・race([・

。・△。]3/21・(…))・

5「!



where・'・(α 一'・ ・一'/2)・ ・d△

。ノ ・ △。(…)、/2

・・r・a・ ・u…i・ ・B
。(・)・ き。(・)an・ 鴛。(・),w・gi・ ・ ・…

remarks。

・・mark・ ・W・h・v…(1

41・)・ ・

・M
、(・)∋(22)・ ・d-b…6・2,c≡ ・(m…6M),

a…d≡0(皿od4),(a,M)=l

and(a,b,c,d)=1.

(cf.[Kユ,§4,le皿ma2).

-k・ ・L・tβ 一(・ ・)一'(:言)《 ・。・・。…(…)・ …h・n

wehave

β"一(β ・(諜)(調 一k-1/2(暑)(t)((cz+d)/4・)k+1/2)・

lh二属Ml∴ 業 階:'1:1畿=∵ 。,∵:.
Wecanprovethisassertionbyslight皿odifyingtheproofof

[K],§4,lem[ma3。

R・皿ark3…rane・ ・ip・i…hyperb・ ・i・ma・ …A-(2B)

∈M2(Z)・P・tt=a+dandf=(a-d・b・ ・)・Th・n・t

andf(andalsothesignatureofcforellipticA)are

invariantunderth・SL2(Z)一 …j・g・ti・n・

M・re・ver・ ・very・11ipti・ ・rhyperb・li・ 「〇-conjugacy

.功



・・assi・ ・。・・。 ・・n・・…an… 皿en・(4・)-1(:R)w・ ・h・ …

(b,d)・ ・ 。。d(b/f,(,2.64。2)/f2).、,where,.a+d

andf=(a-d,b,c)(cf.[K],§4,1e皿ma4)。

・・皿ar・4・L・ ・A・(9R)∈M、(・)・ ・thee・ ・ip・i・ ・rhyperb・ ・i・

皿。・.i。 。u。h,h。,。d.b。 ・ ・6。2,、 ・a+d,0(m。d4)and

(a,b,c,d)=landthatf=(a-d,b,c)isanoddinteger.

ForthisA,wedefinethesetD(A)by

・(A)・{・L、(・)》 ・1(4・)-1B-'A・ ∈ ・。・・。}・Th・ ・,・ 。 ・p・・ates

onD(A)by皿ultiplicationfromtherightandwehave

　
ISD(A)/「 ・=

PIMcp(t・f)・whe「e

き
,(・,・)一 ∫ ・・一・(・+・),ifρ ≧ ・,

,・xlS{(・/pv・)∋ 。1。2.(,/4)。+。2・ ・(m。dpv+P)},

ifρ 〈v,

andv=v=ord(N).ρ=ρ=ord(f).

PPPP

TheproofofthisassertionwillbggivenatAppendix.

　
1・Theca1・u1・ti・n・fpO(・)・

Byusingtheremarklandthesamearguementasin§1,

wecanwriteoutalltheparabolicequivaienceclassesinΦ.

Theresultisasfollows:

P・・9=t=4・

PIMpe>0;0≦e=ep≦.「dp(M)=v=vp

andζrunsoverasystemofrepresentatives,such

,h。,(ζ,,).、,f。.(・/・pmin(e・v"e)・)×

pIM

∫3～



F・r・-4ζnpe∈9,w・w・i・ 。u-9・P'-2eand

plMPIM

U(・一)一'(41=
、;∵ txu)・一 ・一,IM'

皿eansthesameasin§1.Then,thesystelnofrepresentatives

ofalltheparabolicequivalenceclasse… ∋inΦisformedby

・h・m…i・e・ 言(・,・),wheret・4ζlperu。 。 。ve.・hese・

plM～ ×
Sandxrunsoverthesystemofrepresentativesfor(Z/4nZ)。

Here,bythesuitablechoiceoftherepresentative,wemay

assuエnethatx>0.

Now,weshalldeter皿inethenumberJ(β)=J(C)forthe 　
equiva工enceclassCcontainingtheIIlatrixβ=β(t二,x).

-1

Thestabilizeroft,whichisthefixedpointofβ,

・…/{・ ・}一 箆dbyσ 一eL∵

。、)・

…A
・一(12)an…A嬬 一・)・ 　 n・w・h・v・

・-1・ ・ 一(ti)・ ・d・ ・inceβ 一 ・+(・/4・)(σ 一 ・)・

・一'β・ 一(1x/4n

Ol)・

L・tp・ 一(・ 、・j(・ 、・・)・k+・)儒 、)・u-k/2-1/4)・ ・-

sincet…0(mod4)andtu…0(modIp),wehave

plM

・～)・ ㌧ ・rk"1(A・・j(A・ ・幻2k+1)/(1:)・ ・)(Aビ1・j(・ ビ1・・)2k+1)・

一 舛 一



・い ・・)・ 一 … ・… 一(一+・xu)・

(xu,4n)=1.Hence,byusingtheremark2
,wehave

β㌧(β ・織)(孟)-k-1/2((cZ+d)/4・)k+・/・)w・ ・h

β 一(4・)一'(曲)・Here,w・u・ed・heass・ 皿,・i・nx・ ・.

Therefore,wehave

・ft-'β㌔㌔((1・ 争り 慨)(lltl)"k"'/2)・

F'nally・ ・'nce・ キ ・。・w・h・vea・w・y・ βe・

。・Th…w・

・b・…J(E)・ 儲)購 ナ+1/2・(・/4・)(・-e(・/4・))一 ・・

Si・cee(・/4・)(・-e(。/4。))-1・ 一(・/2)+(N:117/2)。 。,(。x/4。),

w・h・v・B
。(・)-V、(・)+bv、(・)w・ ・h、

き、(・)=一(・/・)(t)
。.鼠1儲)劃 識k+1/2
=P嵩P

pIM

・ndB、(・)一(tvCi/・)(端 忍
,1(讐)調 ㈲k+1/2-・(・x/4・)・

=

plliP

…A。 ・ 蔓(劉(蓋)k+1/2・ndB。 一 蔓㈲ 儲 ナ+'/2・ ・t(・x/4・)・

wherexinthesu皿 ΣrunsoveranysysteInofallrepresentatives

X

　

for(Z/4nZ).
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Th-・W・haveA。 一(・/・)蔓{鵬 ナ+'/2+鴫 ナ+1/2}

・(・/2)調{(量 書)k+1/2+・(読)k+1/2}

一(・/・)調(孟)(・+・(一 ・)k月)一((・+・(一 ・)k石)/2)(暑)夏(1)

一(・+・(一 ・)kFi)㈲ δ
。(t,rl{)φ(・),where・ 。(石)・ ・th・ ・am・

asin§1.Similarly,byusingDirichleゼsclassnumberformula,

wehave

・。 ・(・/・)妻{㈲ 儲)k+1/2…(・x/4・)+(皇:)儲lk+1/2…(一 ・x/4・)}

一(・/・)呈 侵)-t(・x/4・){(詰)k+1/2-・ 儲)k+1/2}

一(・/2)蔓 侵)一 ・(・x/4・)(蓋)(・ 一 ・(一・)kF・)

一 ・(・ 一 ・(一・)kA)㈲ ・fil'・'(-4・)・

・・nce・ 宣・(・)=一(・/・)(薫)

。.F.。1㈹(・+・(一 ・)k戸)({)・ ・㈹ φ(・)=

pYliP

-一((・+・(一 ・)k戸)/・)δ ・(茄)φ(・)

。.5.。11
=P=P

PlM

-一((・+・(一 ・)kA)/2)δ ・(海)φ(・)

,IM(・[v/2]+・[(v-1)/2])・

… 昏2(・)一(百/の ㈱
。.蒼.vl(誓)
=P=P

pIM

・2(・ 一 ・(一・)k石)㈲ 石 ・'(-4・)

_一一 ∫「6'一



(

沸
∠

卵's?n(c) )

旨(A+ε ←1)k)㈱　 )
・≦瀞 調

・(A+・(一 ・)k)瞭 ・'(-4・)

,IM(・[v/2]+㈲Vp[(v-1)/2])・

Therefore,inthesamewayasin§1,wehave

。.91。 。 ・ ・k-3/2B・(・/・2)

=一((1+・(一 ・)kF・)/・)・

・('V'{)・k-1/2

PIM(・[v/2]+・[(v-1)/2])

+(A+・(一 ・)k)(t)・k-1

P〒M(・[v/2]+ぽ ブp[(v"1)/2])

・ Σh'(.4。/。2).

0・alno

　
2.Thecalculationofe(n).

O

LetCbeanellipticequivalenceclassinΦ.Byusing

　 rk3・ 　 ta　 =(4n)-1(茸 言答d≒0・(b・d)='

and(b/f,(,2-64。2)/f2).1,wheret・a+d。nd

f-(a-d,b,・).W・n。t・th・tltl・8nbecau・eCi・ellipti・.

-4-1-2k-1

Fromrelnark2,wehaveJ(β)=J(C)=(1/2)X(β)ζ(β)(1一 ζ(β))

w・・hX(β)聯)(9)・n・ ・(β)・(諭 一1/2((・ ・。+・)/4・)'/2

・ ㈲ 一'/2(4,伍)一 ・(澗+・g・(・),/1=一{ll).Here,・ 。E…

thefixedpointofβ.

s7～



…w・ ぐll)・Th・n・ ・incewβw・(4・)℃)・

w・h・v・X(wβw)・ ・X(β),ζ(wβw)一 一,Frζ(β)-1and

J(wβw)一((,(.・)kA)/2)x(β)ζ(β)2k+1(・ 一 ζ(β)4)-1.H。 。ce,　
・0(・)=Σ1J(β)=Σ2(J(β)+J(wβw))=(1/2)Σ2x(β)x

(ζ(β)-2k+1-。(.・)kAζ(β)2k-1)(ζ(β)2.ζ(β)-2)-1,

whereβinΣlrunsoveralltherepresentativesforthe

・llipti・ 「。-conjugacyclasse・i・ ΦandβinΣ2「uns

overthosesuchthatc>0.

P。,λ(,)一(扁+.ETg;一)/2andp(,)・

(λ(,)-2k+1.λ(t)-2k+1)(λ(,).λ(,))-1,、h。nλ(.,)・^巨 λ(、)

andp(一,)・(一 ・)k(λ(,)-2k+1+λ(,)-2k+1)(λ(・)+λ(・))-1.

Th・n,・ ・rβ ・・ Σ2,W・h・v・ ・(β)一 ㈲ 一1/2(・"n)一 ・・(・).

・・n・e,…m!ζ(β)1・ ・,weca・ … …21。(・)・ ・f・ …w・ ・

き。(。)-22k。k+・/2Σ2x(β)㈲k+1/2(・(・)・ 一 ・(・)・)一 ・

・(・(・)-2k+'一 ・(一・)kA(調 ・(・)-2k+1)

・22k-・ 。k+・/2Σ
2X(β){(書k+1/2(・+・(一 ・)・碍))・(・)(・+8・)一 ・/

+(一 ・)・㈲k+'/2(・ 一 ・(一・)・碍))・(-t)(・-8・)一 ・/・}

-22k-1・k+1/2Σ

2・(β){(告)(・+・(一 ・)kFi)・(・)(・+・ ・)-1/2

+(一 ・)k㈲(・ 一 ・(一・)kA)・(一 ・)(・-8・)-1/2}

Moreover,byusingthecorrespondence:β+-wβw,wehave

Σ2、(β)㈲ ・(一・)(・-8・)-1/2-.i:T・ Σ2・(β)㈲ ・(・)(・+8・)-1/2・

5-8一



There・ ・re,き 。(・)・22k・k+'/2(・+・(一 ・)k且)

・ Σ
2・g・(・)儲)㈲ ・(・)(・+8・)-1/2・

Now,weshallgiveasyste皿ofalltherepresentatives

fo「theellipti・ 「〇-c・n」 ・gacy・1asse・i・ Φ・ ・u・hth・tc>0・

L・ttbeanint・ger・u・hth・tltl・8n・ndth・t

t…0(m。d4).Th。 。,w。w.i,。t2.64。2.m2。wi、h。

fundamentaldiscriminantuandapositiveintegerIn。Let

fbeap・si・i・ ・i。 ・。g。・ 。u。h・h。 ・f21(・2-64。2)。nd

that(f,2n)=1.Weput

・(…)-M、(・)∋(22)・+・ 一 ・・(a-d・ …)一 ・・

(。,b,。,d)・ ・,。d-b。 一 ・6。2,

c>0.

and,forA∈B(t,f),wedefinethesetD(A)inthesameway

・・inremark4・Th・n・SL2(Z)・p・ ・at・ …B(t・f)byth・i・ …

auto皿o「ph's皿'nGL2(R)・ByZ(A)=ZSL

、(・)(A)・wedenotethe

centrali・er。fAi・SL2(Z)・Th…Z(A)・perat…nD(A)

bymultiplicationfromtheleft.

T・kearepresent・tiv・A・faSL2(Z)-c・n」 ・g・ ・y・lass

inB(t,f),and,forsuchA,takearepresentativeBof

・(A八 ・(・)/・ 。・Th・n・wh・n・ ・ ・…nd・yaryun・ …heab・v・

・-di・i・ …(4・)-1B-1A・ ・(4・)-1(2R)f・rm・ac・m…t・ ・y・t・m

・f・11therepre・ent・tiv・ ・f・rtheellipti・ 「0-con」ugacy

classesinΦ,suchthatc>0。Here,bythesuitablechoice

oftherepresentative,wemayassumethatd>0,(b,d)=1

_s9・



and(b/f,(・2-64。2)/f2)一 ・(。f.。em。.k3).

Thus,wehave

8。(・)-22k・k+1/2(・+・(一 ・)kA)・P(・)(・+8・)-1/2

t

・iXl(鯛 ・

Si・ ・e(f・t+8・ ・t-8・)=(MO・t+8…-8・)-1・weca・

decomposef=flf2・ ・dMO=MIM2wi・hOくf

l・0<f2・

・、21(・+8・)・f221(・-8・),(・ 、,・ 一 ・・)一(f
2,・+・ ・)・ ・,

・ ・ 悔 ・ ・M2・M、i(・+8・)・nd(M
2・・+8・)… エ・ ・h・

sa皿ewayasin[K1]p52,wehave

(9)一((t+認/f・2)e≡ 、8・)e},翫)… 購)(t)

一(t量

、8n)(t壷28n)…-e・

き・(・)-22k・k+1/2(・+・(一 ・)kA)1・(・)(・+8・)-1/2e孟8n光 壷

28n)

・1(・ 量
、8・)(・≒8り天1((L:',:il)/f・2)・

工herefore,fromthesamearguementin[K1]p53,wemayassu皿e

ヤBn

、h。 、 濫 。a。quarei。,。ger,。 。d,h。n,by。 。i。grem。.k4,w。

h・v・Xl((t+、7/)/f・2)・h((・2-64・2)/f2)IA(・(A)XID(・)/・ 。)

.h'((,2.64。2)/f2)・ き(,,f).

plMP

面



Weca…i…+8。 ・4。2wi,hs>・.Th。n,w。h。ve

・2-64。2-・6。2(。2-4。),λ(,).。+(,2-4。)ユ/2。 。d

,(・)=-4-k・-2k+1(・2k-1-y2k-1)(x-y)-1,wh。 。exa。d,

arethes。1。ti。n。 。fX2.。X+。 。0.

Thus,weobtain

き。(・)一 一((・+・(一 ・)kμ)/・)n-k+3/2

・ ド(・ 　 1-y2k"1)(x-y)4e2重4・)

・ 桑

、←2ヂ)・ 憾2-(・ ・f2)ろ,IMき ・(4・2-Sn…f2

where・ru・ ・ 。verth・i…ger…h・h…<s・2洞 ・f、

・皿 ・ ・v…h・ ・e・{Z∋f、 ・ ・;(f、 ・2・)…f、1・}and

f2・un・ ・ver・h・ ・e・{・ ・f2…(f2・2・)一 ・,f221(・2-4・)}・

工nthesalnewayasin§1(ellipticcase),werewritethe

abovefor皿ulaasfollows=

き。(・)一 一((・+・(一 ・)k戸)/2)・-k+3/2

1(・2k凹1-y2k-')(x-y)"'h'(・)(4-・(9))

×u(皿
・つc・u(r(m・ つ),〒(

s-,m、')(1ザ)

.20「d・(m・),P駒o「dp(s)。(,),

plMPP

where・2-4n-・lt2・w・ ・h皿 、 …xandyar・th・ ・・…i…

・fX2-・X+・ ・ …

P-・rdp(・ 皿、)・

一 ∠/



・一 ・

Pl,P'Ordp(S)an・m・'・m・,1,P"Ordp(m1)・

・(mlつand・(m1')are・h・ ・a皿 ・i・ §1(・11ip・iccase)・

theconstant・

p(θP)isgivenbyth・table・case(1)一(3)・

atthestatementoftheellipticcaseofproposition1.

Moreover,inthesalnewayasin§1,weobtain

。.ll。 。 ・nk"3/2き ・(・1・2)

一.((・+、(一 ・)kFi)/2)X(曳2k-1-y2k'1)(払 窒)-1

0・き・2属

～ ～

・h一 ω(4-・(9))20rd2(艦)

,IM・'Ordp(S)・,(・P)

・c・
u(il{、

pl。P"Ordp(lll・))・

where9.un。 。verth。i。 、。ger。u。h・h。 ・0・8・2β3・ ・d

yareth・ ・・…i・ ・…X2-k・ ・ …,B2-4n-Gl、2・

　

with・fund・m・nt・1discri皿inantuand・p・ ・itiv・intege「 皿1・

・

P-・ ・dp(～ ～sm1)・

　
3・Theca1・ ・1・ti・n・fhO(・)・

LetCbeahyperbolicequivalenceclassinΦand

W-("ll)・ ・一 ・h・d・fi…i・n・fJ(・)・w・h・V・J(C)=

・(一・)…n・e,賀 。(・)一 ・、J(・)・ Σ2(・(・)+・(-C))=2Σ2J(C)

一 Σ
2(・(・)+・(w・w))・ ・hereCi・ Σ、 「unsove「allthe

ρ 一



hype「boli・ 「〇-conjugacyclassesinΦandCi・ Σ2・un・

overthosesuchthata+d>0.

・・rCi・ ・2・ …an・ ・k・ β ・(4・)-1(92)E・w・ ・h

d・0,(b,d)一 ・ 。。d(b/f,(,2-64。2)/f2)・ ・,wh。 。e,・a+d

andf=(a-・d,b,c)(cf.remark3).Then,frolnrelnark2,

wehave

・(β)・J(・)一 一(・/2)(暑)(号)㈲(t')k+1/2λ(β)　 /2(・ 一 ・(β)-2)一'

w・ ・h・(β)・(4・)一'(a-cz。),if・ 。 ≠ ・・

(d/4・)・if・0=..・

where・Oi・th・upPerfix・dp・int。fβwhi・hi・a・u・pof

　
「0(・f・R・ 蹴k・fterth・part・fd(・)i・ §1)・

豆ence,J(β)十J(wβw)=

一(・/・)(9)囎)・(β)-k-1/2(・ 一 ・(β)-2)-1(ぱ+1/2+・(量)k+1/2)

=一((・+・(一 ・)kFi)/・)(号)(t)・(β)-k-'/2(・ 一 ・(β)幽2)-1・

Lettbeanintegersuchthatt≡0(皿od4)andthat

,.8na。d,h。tt2.64。2issq。are.Th。n,w。 面 ・。

,2.64。2.m2wi,hm・0.上 。,fbeap。 。i・i。 。i。 ・。ger

suchthatfImandthat(f,2n)=1.Weput

・、(…)-M、(・)∋(詔)・+d-・ ・(a-d・ …)…

2(
a,b,c,d)=1,ad-bc=16n

(t,f),1etD(A)andZ(A)arethesameasand,forA,∈Bl

i・ ・hee・lip・icca・e・Th・n・SL2(Z)・pera・ …nB1(t・f)by

theinnerautolnorphismandthesystemofalltherepreSentatives

・f・h・SL2(Z)-c・nj・g・ ・y・lasse・i・B1(t・f)i・givenby

-K3



・(…)-M・(・)∋(1'1)一'・ ・6・2・ … 一 く ・・

o≦ τ<vv')v+v'=t

f=(v-v',τ)

(cf。[K1]p55)。ForA∈X(t,f).takearepresentativeB

・fZ(A)＼ ・(A)/・ ・一 ・n・ ・ ・…(lrl)andBvary

-1-1

undertheaboveconditions,thematrix(4n)BAB=

(4・)-1(:R)…m・a・ ・m…t・ ・y・t・m・ ・ ・…h・r・presen…i…

f・rth・hyperb。1i・ 「〇-c・n」 ・g・ ・y・1asse・i・ Φ・ …hth・t・+d>0・

Here,bythesuitablechoiceoftherepresentativeB,we皿ay

ass。 皿。th。,d・o,(b,d)・land(b/f,(,2.64。2)/f2)・1

witht=a十dandf=(a-d,b,c)(cf.Remark3).

…m… 皿・n…y・a・ ・u…i・n・W・g・ ・ λ((4・)-IB"1(1';)・)

一(・/4・)一(・ 一/4・)-1 .・ ・nce,㌔(・)=一((・+・(一 ・)k戸)/・)(4・)-k+3/2

・ 羅 ・'k-1/2(・-v')-1(9)㈱ ・

工nthesamewayasintheellipticcase,weInayassullle

,h。,t+8。issquare.Si。 。e・2-64。2・(・+8・)(・-8・)

22

isalsosquare,wecanwritet+8n=4sandt-8n=4r

wi,hs>。and。.。.since。.(,+(,2.64。2)1/2)/2

and。 一.(,.(,2。64。2)1/2)/2,w。h。v。 。 一 。一 ・4。r

。。d。 一 ・/2。((,+8。)1/2。(、.8。)1/2)/2-。 一 。.

Therefore,inthesalnewayasintheellipticcase,

w・ ・b・… 告。(・)一 一((・+・(一 ・)k戸)/・)・-k+3/2

1((・-r)/2)2k-1(・ ・)一'iφ(4sr/・),IMt・(4・2-8・ ・f)・

〆ヂ



where・run・ ・verth・i…g・r・u・hth・ …2JIIandth・t

。2-4。issquare,.。(。2.4。)1/2andfrun。 。ver,he

positivedivisorof4srsuchthat(f,2n)=1.

Finally,byapplyingthesameargumentasin§1(elliptic

case),wecandeducethefollowingresultfromtheabovefomula

～
(n):ofhO

。.ll。 。ank-3/2"・(・/・2)

=一(・+・(一 ・)k澗)Σ((。-r)/2)2k-ln。(θ)
,PP

・pIM

wheresrunsovert二heintegersuchthats>2《fii'andthat

。2.4。issquare,。.(。2.4。)1/2,θ ・ 。rd(sr)and,he

PP

constant皿(θ)isgivenbythehyperboliccaseofpropositionl.

PP

施 観 ・甑 でわ戸ゐ鬼β縣 妬

Remark。Theintegerswhichsatisfiestheaboveconditions

isalwayseven。Hence,wemayconsideronlytheevenintegers.

　

4'瀦::蟹 二●

[%'(4:2-1)・n-i/・)・ 。']V2

-[・
・'((1才)・ ・)・・つ・/2[・・細 ・n-'/2)・ ・つ・/・・

astheoperatorsonG(1/2,N,X)(cf.Lemmainthissection)・

Then,fr◎mtheproofof[Kl】 §2propositionl,andthefact

thatG(1/2,N,X)isspanedbythethetaseries(cf.[S-S]and

also§1),itfollowsthatG(1/2,N,X)istheeigenspaceof

一KS-一 一一一.



theoperator [・・'((1"i)・ ・)・ ・']・/・W・ ・h・heeig・ ・ ・・…

2(・ 一 ・戸)・ ・im・ ・ar・y・f・ ・皿 ・・㎜aa・ ・U(…)f・(3/・
,・,・)。,

wehave…th・ 。pera・ 。・ ・nU(N・ ・)・[△

。・△。]3/2}・(〃 ・・)-

2(・ 一 ・F)[・ 。((ll⇒ ・・3/2)・
。],/,1・(…)・

Theref・ ・e・w・g・ ・e。(・)一 ・(・ 一 ・A)2((・)・whereU(・)

isthesameasin§1。

Thus,thecalculationoftrace

hascompleted.

([・ 。(…k+1/2)・ 。]k+、/、)

・ra・e(・)
。IS(k+・/2・ …)K)

一(万/6)(。 、)〔(k+1)/2]、trace(Σ

0・alno

糊 　 )・。]

)・ 。])

Now,wehave

(llk+、/2
,、,X2

ank-3/2[△0
n/a2)-1

(。

2)k+'/2)+(・/3)
・race(`}i、+、/、

,。,、(・2))

一((・ 一 ・←・)k・)/6)・ ・nk"3/2-・([・
・("6a2)-1

(・/・2)k+1/2+(・/3)・ ・aceへ+、/、
,,,,(・2))・

Hence,byco皿biningtheabove

ofsection1,weobtainthefollowingpropositions

2-(4
n/a)

2
n/a

(4。/。2)-1

n/a2

calculationswit二htheresults

9

,

,
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Proposition3・SupPosek茎2・Thetraceofthen-thHecke

・pera…llk+、/、

,,,、(・2)Kw・ ・h(…)一 ・acti・ ・ …(k+・/・ ・…)K

isgivenbythesumT(p)十T(e)十T(h)十T',wheretheeach

termi・givena・f・11・w・ ・F・rap・im・nu皿berPIM,1・t…

P

=・rd

p(N)・L・ ・ δ。(石)・ ・。 ・nd・ 、 …h・ ・am・a・i・ ・h・

stare皿entofpropositionl.

Thensforn≡1(mod4).weset

・(・)=一(・/・)・ ・(V7n)・k-'/2

PIM(・[v/2】+・[(v-1)/2])

+(・(一 ・)k/・)㈱ ・k-'

p〒M(・[v/2]+㈲Vp【(v-1)/2】)

・ Σh-(.4。/。2).

0・alno

Forn≡ …3(mod4).weset

・(・)・(・(一 ・)k/2)(3-(lt))㈱ ・k-'

PIM(・[v/2]+(子 ブp[(v-1)/2])

・ Σh'(-n/。2).

0・alno

Next,wedefineT(e)by

・(e)一 一 ・・(・　 -y　 )(x-y)一'1h'(u)c・
u(・ ・)

,IM・'Ordp(S)・,(・P)・

isextendedovertheintegerssuchthatwherethesumΣ1

0<s<2β,andthemeaningoftheletterisasfollows:

xandyar。thes。 ・。,i。n。 。fX2.。X・ 。 ・ ・,and

。2.4。 ・,2。wi,h。p。 。i,i。 。i。 ・。g。.・and。fund・m・n…

-ord(t)

d'sc「'皿'nantu・Putt・=t

plfpandθ=θP=o「dp(st)

一K7-一



Theconstantn(θ)isgivenbythetable(case(1)一(3))

PP

atthestatementoftheellipticcaseofproposition1.

Next,wedefineT(h)by

T(h)=一 ・2((・ 一 ・)/2)2k-'

PIMm・(・P)・where・hesumΣ2

i・extend・d・vertheev・ni・t・ger・whi・h・ati・fiess>2β

・・d・2-4。issq。 。・e,。n・ ・h。 皿ean・ 。g。f,h。 ・e .tter。i。aS

f。 ・・。w。 、P。tt・(。2.4。)1/2。 。dθ.θ.。rd(。t).

PP

Theconstantm(θ)isgivenbythetable(case(1))atthe

PP

statementofthehyperboliccaseofpropositionl.

Finally.wedefineT'by

T'=((2k-・)/・2)・ ・("n)・k-'M

,IM(・+・)/・ ・

～2P
「oposition4・Thet「aceofthen-thHecke。pe「at。 「T3/2

,N,X(n)K

with(・ ・N)=lacti・g・nV(N・X)Ki・gi・ ・nbyth・ ・um

T(p)十T(e)十T(h)十T'十T",wheret二hetermsT(p),T(e).

T(h)andT'aregivenbythesameformulasasinproposition3

whenweputk=1.TheterlnT"isgivenbythesa皿eformula

asinproposition2.

一 ∠s一



§3。Therelat二ions.

From[Hl],thetraceofthen-thHeckeoperatorT(n)2k
,N

with(n,2N)=1actingonS(2k,N)isgivenbythesum

TO(P)+TOO(・)+TO(・)+TO(h)+T6'+TO"

Here,thedefinitionoftheeachtermisasfollows:Forthe

～ ～

primenumberp,wewriteord(N)=v=v=v=v,ifpisodd,PPP

1.t,ifp=2。

… δ。(fn)b・ ・h・ ・amea・i・ §・and…Mb・th・ 。dd

2

pa「tofN・Wedecomposen=nO・1with・p・sitiv・int・ge「

nOand・ ・quare-f・eep・ ・itiv・int・g・ ・n1

～ ～

・h・n…(・)一 一(・/・)・ ・(■n)・k-1/2

Pl,(・[v/2]+・[(v-1)/2])・

Forn≡1(mod4),weset

`

ToO(・)=0・ifV≧2・

((一 ・)k/2)・k'1

Pkl(1+(1"t))。.gl。 。h一(-4・/・2)・'f・ ≦1・

Forn三3(mod4),weset

…(・)一((一 ・)k/・)・k-1
PIM(1+㈲)。.11。 。h'← ・/・2)×c2

w・・hC2・(3-(暑))・ ・V…

(5-(9))・ ・ ・ …

6if1.t=2,

〆9一



L4(、+(暑))、,、 ≧3.

N・xt・w・d・fi・ ・TO(・)by

・・(・)・ 一 ・・(・2k一'-y2k-1)(x-y)一'h'(・)α
u(・ ・)

,〒,・ ・,・(・・,・)・

isextendedovertheintegerssuchthatwherethesumΣ1

2《伍>s>Oandbesidesthatsisevenifp>1,

andthemeaningofthelettersisasfollows:xandyare

th。 。。1。ti。n。 。fX2.。X+。 。0.。2.4。.,2。with。

positiveintegertandafundalnentaldiscri皿inantu.Put

-ord(t)

θ・=θ ・
,P=o「dp(t)andt・=tpl。 ・P・

Thec…t・nt・ 。
,P(θ ・,,)isgivenbythef。110wi"gtable:

C・・e(1)(plM・ndplu).

・。

,,(・ 。,,)一{Pθ ・+'(・[・/2]・ ・[(・ 一')/2])-P・-P・ 一'}/(P-・)・

ifθ0≧[・/2]・

0・ifθ0<[・/2]・

C・・e(2)(PIMandPZu).

・。
,,(・ 。,,)・(・ 一 ㈲P-・)(・[・/2]+・[(・-1)/2])(Pθo+'-P[・/2]+1)/(P-・)

・ ・[・/2](・[・/2]・ ㈲ 「p[(v-1)/2])・

ifθ0≧[(・+1)/2]・

2θ

(・+㈲)PO・ifθ 。 ≦[(・ 一・)/・]・

一一 一20一



Case(3)(P=2)一

・。

,2(・ 。,、)-2θ ・(・[・/・]+・[(・ 一・)ノ ・]),

if・ ≡1(・ ・d8)andθ0≧[(1・1+1)/2]・

2θ 十1

20・if…(m・d8)and・

。 ≦[(P-・)/・],

,.2θ ・(、[・/・]+、[(・ 一・)/・]).3.2・,

ifu≡5(皿 ・d8)andθ

0≧[(P+1)/2]・

0・if・ ≡5(皿 。d8)andθ0≦[(1・t-1)/2]・

2θ ・+'(、[・/・]+、 【(1・t-・)/・]).3.2・ 一・,

if・ ≡0(皿 ・d4)andθ0≧[(1・i-1)/2]・

0・if・ …0(m。d4)andθ0<[(T ・t-1)/2]・

N・xt・w・d・fi・ ・TO(h)by

T・(h)=一 Σ2((・ 一 ・)/2)2k-'

pl。 皿・,・(・ ・,・)・w・ ・r・th・ ・一 ・2

isextendedovertheevenintegerssuchthats>2Vfi'and

,h。,。2-4nissquare,andp。,,・(。2-4。)1/2and

θ。=θ 。

,P=・rdp(・)and・f・r・h・p・'m・numberpl・ ・

　 　

皿。
,,(・ 。,,)・P[v/2]+・[(v-1)/2]・if・ 。 ≧[(1)S+・)/・]・

・Pθ ・,if・ 。 ≦[～(v-1)/2].

Finally・w・d・fi・ ・TO'andTO"by

・・'一((2k-・)/・ ・)・ ・(・'「n)・k-'N

,1,(・+')/・ ・

一 ク/・一一一



andT・"=δ(k)

,1。(Pτ+1-1)/(P-・)w・ ・h・ ・Pl。pτan・

δ(k)=1,ifk=1,

0,ifk>2.

Now,1etNbet二hepositivedivisorofNsuchthatO

(N・ ・N/N。)=landth・ ・N。 ≠1・T・keany…m…Y(・ 。)∈S・

2(・)

whichsatisfiestheconditions:

・(・・)・(1'1)(m・ …)・

(il)(・ ・dN/・ 。)・andp・ ・w(・ 。)一 ・(・。)(lo2)・

Then・itiswe11-k且o皿thatW(NO)i・th・n。m・lizer・f「

0・

「0(N)・ndth・tIW(NO)]2ki・duce・th・C-1inea・aut・ 皿。・phi・m

oforder20nS(2k,N).

In[Y],M.Ya111auchiexplicitlycalculatedthetraceof

theope「ato「[W(NO)]2kT2k

,N(・)with(・ ・N)=1・ ・ti・g・n

S(2k,N).Buthisformulacontainsseveralerrorsinthe

hyperbolicandparaboliccases.Therefore,thoughweneedonly

thet「acefo「m・1aoftheope「ato「[W(N。)]2kT2k

,N(・)・ith

(n,2N)=1,weshallgivethecorrectedversionofYamauchi's

千 紬inallcases.

エh・trace・f・h・ ・perat。 ・[W(N。)]2kT2k
,N(・)With(・ ・N)=l

ac・i・g・ ・S(2k・N)i・gi…by・h… 皿Tl(P)+TlO(・)+Tl(・)

+Tl(h)+Tl"・Here・th・d・fi・iti。noftheeachte「misas

・・n・w・ ・ …B・ ・ …ndδ 。(揮)…h・ ・a皿ea・i・ ・h・ ・race
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(n)。formulaofT2k
,N

リ コ リ

pos■t■ve■ntege「 α0

Then,

withδ2=

T1(P)

2W
edecomposenNO=α0αl

andasquare-freepositive

=一(1/2)

1・ifNo=4・

0,0therwise.

wi亡ha

コ

■ntege「 α1・

δ2δ ・(畜)・k-1/2

P〒(,/,。)

[v/2][(v-1)/2](P)
,十P

For

(e)=T10

For

(e)=TlO

・No…1(皿 ・d4)・weset

O・if・rd2(N/No)12・

(← ・)k/2)nk"

pl(。/。。)(・+∈INo))

P:odd

× Σ

0・ai・0

(a・No)

・'(-4・ ・。/・2).if

=1

nNO3(m・d4)・w・ ・et

(←・)k/・)・㌦
/,。)(・+GNo))

×

withC'=2

・・ll。 。h'(-nN・

(・ ・No)=1

3一 儘

。)if

5-(2
nNO)if

6if

4(・+(
。言。))

P:odd

/a2)× C2'・

。・d2(N/No)=

・・d2(N/No)=

・rd2(N/No)=

if。 ・d2(N/N

0,

1,

2,

。・d2(N/No)≦1・

0)乙3・
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Next・w・d・fi・ ・T1(・)by

・、(・)=一 ・。1-k・ 、(・2k-'-y2k-1)(x-

X

pl(・/・ 。)n…(θ …)'

・)-1h'(・ 、2・)

wherethe

extendedovertheintegerssuchthat

thats≡0(modN)andbesidesthatO

iseven.TheIneaningofthelettersis

yare・h・ ・・…i・n・ ・fX2-・X+・N。 ・

withafundamentaldiscrilninantuand

Put θ0= θ0

,P

ord

t・=

P〒・。P

P

=ord(t) ,P

(t)

thesa皿etableasin

t・=t

plNP

Theconstant

thecaseTo(・)

sum

α
u(to)

Σis1

・画 ・s>・ ・n・

sisevenifNINO

asfollows:xand

220
.s-4nN=tuO

コ ロ コ
apos■t■ve■ntegert。

一・一一 〇rd(t)

Pand

n・

,P(θ ・,P)

isgivenby

ofthetracefor皿ula

(n)ofT2k
,N

Next,wedefine

・、(・)・ 一 ・。(凡)

overthe

andthat

θ0=θ0
,P

2
Σ

T1(h)by

2k-1((
s-t)/2) φ(tO1)・ 、一'

×

Pl(・/・ 。)m…(θ …)'whe「ethe

int・gerssu・hth・t・ ・25

。2.4。issq。are,。 。dp。tt

皿。
,P(θ ・,P)

=o「d

p(t)and

ord.

t・=

pl・。pP

sumΣ2 isextended

・n・ ・h・ts≡ ・(皿 ・d,凡)

.(。2.4。)1/2
,

(t)

Theconstant

i・giv・nbythesam・t・blea・i・theca・eTO(h)
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(n).ofthetraceformulaofT2k
,N

Fi・ ・11y・w・d・fi・ ・T1"by

・・"一 ・(・)

,1。(Pτ+1-1)/(P-1)W'・h・ ・Pl。pτan・

δ(k)=1,ifk=1,

0,0therwise.

Fromthesetracefor皿ulasandtheresultsoftheprevious

sections,wecandeducetherelationsbetweentraces.

Now,wefixthenotationsasfollows:LetNbeaninteger

…hth・t2≦ ・rd2(N)=P≦4・and1・tMb・th・ 。ddpa「t。fN・

nam。1y,N-2VM.上 ・tXb・an・v・nDi・i・h1・t・haracterm・d・1・N

。。。h,h。,X2-・ 。ndb。 。id。 。th。tthec。 。d。 。t。 ・ ・fXi・

divisibleby8if1.i=4。

Theorem.Undertheabovenotationsandassuτnptions,wehave

thefollowingrelations(3.1)一(3。4):

(3.1)Supposek≧2,then,forapositiveintegernwith

(n,N)=1,wehave

・ra・e(llk+、/、
,。,、(・2)1・(…/・ ・…))

一 ・race(・

2k,,/、(・)1・(・k・ ・/・))

+・ ・A(・ …)一 ・([W(・ ・)]・kT

、k,,眺 。、、(・)S(2k・2P-'玉 ・■・))・

_7s..



(3.2)Letkandnbethesalneasin(3.1)andsuppose

N=4M,thenwehave

・・aceへ+、/、
,,,,(・2)。1・(・+・/2・ …)。)

=・ ・ace(T

、k,M(・)1・(…M))

+Σ ・A(n・L・)t「ace([W(上

・)]・kT・k,・ 。・、(n)S(2k・ ■・L・))・

(3.3)Le亡nbethesameasin(3.1),thenwehave

・ra・e(㌧ 、
,,,、(・2)1・(…))

=・race(T

2,,/2(・)1・(2・ ・/2))

+Σ ・A(n・ ㌔)trace([W(L
・)]・T、

,、眺 ♂ 、(n)S(2・2P-1L・L・))・

(3.4)Letnbethesameasin(3.1)andsupposeN=4M,

thenwehave

・race(㌧ 、
,,,、(・2)。1・(…)。)

=・race(・
、,M(・)1・(・ ・M))

+Σ ・A(n・L・)t「ace([W(L・)]・T・
,L。 ・、(n)IS(2・L・L・))・

He「e・thesumΣlisextendedove「alltheintege「LO…h

・h・…L。IMand・h・ ・ ㌔issquare・ ・nd

-ord(M)

L・=M

pl、 。pP・TheconstantA(n・L・)'sdef'nedby

A(n・ ㌔)=

PIMλ(P・n;(o「dp(L・))/2)w'th

λ(P,n;a)=1,ifa=0,

・+(チ)・if・ 二 ・;[(・ 一・)/2]・

ク6_



!・,(-n)J…i・ev・n・nd…/・ ・

wherev=ord(N)andXisthep-coInponento .fX。PP

Proof。Wecaneasilyverifythefollowingclaims:

(1)Whenn≡1(mod4),thefirsttermofT(p)isequalto

thecont「ibutionf「 ・皿th・part・ ・fTO(P)andT1(P)t・

theright-handsideoftheaboverelations,andthesecond

termofT(p)isequaltothecontributionfromtheparts

。fTOO(・)・ndT10(・)t・theright-hand・id・ ・ftheab・v・

relations。

(2)Whenn≡3(mod4),T(p)isequaltotheeontributionfro皿

仁h・part・ 。fTOO(・)・ndT10(・)t・theright-h・nd・id・ ・f

theaboverelations.

(3)T(e)(resp.T(h))isequaltothecontributionfromthe

part・ 。fTO(・)andT1(・)(re・p・TO(h)andTエ(h))

totheright-handsideoftheaboverelations。

(4)T'i・equalt・th・ ・。・t・ib・ti・nf・ ・mth・part・fTO'

totheright-handsideoftheaboverelations.

(5)Whenk=1,T"isequaltothecontributionfrolllthe

part・ ・fTO"andTl"t・the「ight-handsideofthe

aboverelations.

Fromtheseclaimes,wecaneasilydeducetheassertions

ofTheoreln.
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Corollary.Letthenotationsandtheassumptionsbethesame

asintheaboveTheorem.WesupposethatMissquare-free.

Then・wehavethef・11・wi・gi・ ・m・rphi・m・b・tweenth・ ㌔ 一m・d・1…

F・ 「kl2・S(k+1/2・4M・X)K=S ・(2k・M)・

S(k十1/2,4M,X)=S(2k,2M),

S(k+1/2,8M,X)=S(2k,4M)and

S(k+1/2,16M,X)=S(2k,8M).

(in

is

For

(in

is

thelastisomorphism,werelnarkthat

divisibleby8fromourassu皿ption).

k=1・S(3/2・4M・X)K=V(4M・X)K=

S(3/2,4M,X)=V(4M,X)=

S(3/2,8M,X)=V(8M,X)=

S(3/2,16M,X)=V(16M,X)=

thelastiso皿orphism,were皿arkthat

divisibleby8fromourassumption).

theconductorofX

S(2,M),

S(2,2M),

S(2,4M)and

S(2,8M).

theconductorofx

§4.ApPlications.

ByusingTheore皿in§3,wecangivethedecompositionof

㌦ 一皿・d・1・S(k+1/2・N・X)・ ・derth・ ・am・ass岨pti・n・a・i・Th・ ・rem・

Forsilnplicity,weshalldiscussonlythedecompositionof

・(k+・/2・4・m,・)。 ・wherek・n・ 皿ares・m・i…gersw・ ・hk≧1

andm>0,andpisanoddprilnenumberandXisaneven

…i・h・ …hara・ter,na皿 ・・y,X-(⊥)・ ・(2)・

肱ω04P",

Beforethestatementoftheresults,wemustintroduce

somenotations.Letδbethetwistingoperatorforthe ψ

・h・・a・terψ ・(5)(・f・[・-Y])・By・0(・k・ ・m)・w・d・n・t・ ・h・

。。b。pace。fS(2k,pm)・pan・dby・ ・…wf・rm・i・S(2k,pm)・

…一一......78-一



Form>3,wedefine(cf.[S-Y]):

・、(・k・・m)・{・0(2…m)∋ ・i・1[・]、k-…1・ ψ[W]、 、 一 ・1・

ψ}・

・、エ(・k・ ・皿)・{・0(2k・ ・m)∋ ・ 国[・]
,k・ …1・ ψm、k=一 ・[δψ}・

・H

ψ(・k・ ・m)・{・0(・k・ ・m)∋ ・1・1[W]・k=一 …1・ ψ[・]・k・ ・1・ψ}・

・、、、(・k・ ・皿)一{・0(・k・ ・皿)∋ ・ 国[W],k=一 …1・

ψ[W]、k・ 一 ・1・ψ}・

whereW・W(P皿)(。f.§3).

n2F
orm=2,letS(2k,p)betheorthogonalcornplement

・fSO(・k・ ・)1・ ψ+・0(・k・ ・)1・ ψ ・・SO(・k・P2)w・ ・hre・pectt・

thePettersoninnerproduct.Then,wedefine(cf.[S-Y]):

Sエ(・k・P2)・{・n(2k・P2)∋ ・1・1[W]、k・ …1・ ψ[・]2k・ ・ 【・ψ}・

・エ、(・k・P2)一{・n(・k・P2)∋ ・1・1[W]、k・ …i・ ψ[・]、k・ ・-fl・ ψ}・

・エ、(・k・P2)・{・n(・k・P2)ヲ ・1・1[W]、k=一 …i・ ψ[W]、k・ ・i・ ψ}・

ψ

・、、エ(2k・P2)一{・n(・k・P2)つ ・i・lm、k=一 …1・ ψ[W]、k=一 ・1・ψ}・

whereW-W(P2)(。f.§3).

Underthesenotations,wehavethefollowingdecompositions

astheH-modules.

pm

Proposition5.Supposek≧2.Then,wehavethefollowing

d・ ・。mp。 ・iti・n・a・th・Hm-m・d・1es:

P

(・)(m-・).・(k+・/2,4)。ty-so(・k,・)・
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)・■・■(

)・■・■・■
、
(

(iv)

(v)

(m=1)。

・(k+・/・ ・4P)Kζ ・(k+・/2・4・ ・(2))。

窪SO(2k
,P)①2SO(2k,・).

(皿 ・2・ndx-(1)).

・(k+・/・,4P2)K・ ・(S
エ(・k,P2)㊤ ・、エ(・k,P2))

㊤(・+(却)(SO(・ …)1・ ψ㊥SO(・k・ ・)i・ψ)

㊥2SO(2k,P)㊥4SO(2k,・).

(m・2andx-(R))・

・(…/2・4P2・/2))K

≧(・+(t'))(・
エ(…P2)㊥ ・工工ψ(・k・P2))

e(・ 一(樹)(・ エ、(・k・P2)e・ 工工工(…P2))

㊥ ・0(・…)1・ ψ㊥(・+(調)SO(・ …)1・ ψ

①3SO(2k,P)㊤4SO(2k,・).

(皿=2a十3witha≧0).

・(k+・/・,4P2a+3)K;・(k+・/・,4・2a+3,(2))K

tr-"1エ(、 。+,一 、b)、 ・(、k ,,・b+・)

b=1

㊥1封(3+(調)(・+・ 一・)・、(・k・P2b)

㊥lll(3-(t'))(・+・-b)S工 工(・k・P2b)

～80



㊥lll(・+(t'))(・+・-b)Sエ ・
ψ(・k・P2b)

㊤ll;(・ 一(t'))(・+2-b)Sエ 、、(・k・・2b)

㊥(・+(テ))(・+・)SO(・k・ ・)1δψ

①(・+(テ))(・ ・+・)・0(・k・ ・)1・ψ

①(3。+4)SO(2k,P)e(4。+6)SO(2k,・).

(v・)(m…+4w・ ・h・ ≧ ・ ・ndX-(⊥))・

2a+4S(k十1/2
,4p)K

窪 ・(・
、(・・,P2a+4)㊦ ・、、(・k,P2a+4))

㊥a書'(、 。+4-、b),・(、k,,・b・ ・)

b=1

a+1

①

、三、{(3+(調)(・+・-b)+・}・ ・(…P2b)

㊥1三1{(3-(テ))(・+・-b)+・}・ 、、(2・・P2b)

a十1

①
、三、(・+(→)(・+・ 一 ・)・ 工工ψ(2k・P2b)

㊥ 二三1(ユ ー(→)(・+・-b)・ 、、、(・k・P2b)

e{(・+(t'))(・+・)+・+・}SO(・k・ ・)1・ψ

㊥(・+(量))(・ ・+3)SO(・k・ ・)1・ψ

㊥(3。+5)SO(2k,,)㊦(4。+8)SO(2k,・).

8z



(・ii)(m・2・+4w・ ・h・ ≧ ・ ・ndX-(2))・

・(k+・/・,4P2a+4,(2))
K

2(・+〈 ザ))(S

エ(・k・P2a+4)㊥ ・、、(・k,P2a+4))

ψ

㊥(・ 一(号))(S工 工(・k・P2a+4)㊥ ・、エ、(・k,・2a+4))

晩+工
㊥ ・(・ ・+4-・b)・0(・k,P2b+う

b=1

a十1
㊦
、三、{(3+(号))(・+・-b)+・+㈲}Sエ(・k・P2b)

el'X{(3-(t'))(・+・-b)+・ 一(t・)}Sエ 、(・k,・・b)

θ9三;(・+(t'))(・+3-・)・ 、、
ψ(・k・P2b)

㊥lll(・ 一 尉(・+3-b)・ 工工、(・k・P2b)

㊥{(・+(テ))(・+・)+・+・}SO(・k・ ・)1・ψ

㊥(・+(調)(・ ・+3)SO(・ …)i・ ψ

㊥(3a+6)SO(2k,P)㊥(4a+8)SO(2k,1).

Here,thesymbols㊦andΣmeanthedirectsu皿astheH-

pm
m・d・ ・es,c・ ・…LfU・ 婿 ・魂 以 飯 ナ4fuHR・,一"eo」a〈le∫(2k,f"・)

エfw・ ・ep・ace・(…/・ ・4・m・ ・)KbyV(4pm・ ・)
Kandp・ ・ta

k-1・tth・'・ight-hand・id・ 。f・h・de・ ・…vpa・'t・ …s(i)一(・ii)・

w・hav・ ・h・dec・m…i・i・n・f・h・H
m-rn・d…V(4pm・ ・)。 ・

P
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Remark.Letmbeapositiveintegerandletsbeaninteger

suchthatO≦s≦m・Then,forapositiveintegernwith

(・ ・P)=1・T。(「i)・ ・i・ ・id・ ・wi・hT皿(・)・ ・th・ ・perat・r

2k,P2k,P

・nS(2k,pm).There歪 ・re,wecann・turally・ ・n・iderS(2k,ps)

Os
andS(2k,p)astheH-modules。

m

P

Proof。

Thedec。mposition(i)and(ii)areimmediateconsequences

fromCorollaryin§3.

Hence,inthefollowing,weassu皿ethat皿>1andthat

theletternlneansanypositiveintegerprimeto2P.

Firstly.wenotethat,whenInisodd,byusingTheorem

in§3,wehave

・race(ll

、+、/、,、,M,(・)(・2)・ ・(・+・/・ ・4pm)K)

=trac・(を

k+・/2,4pm,(2)(・2)KS(k+1/2・4・ 皿・(2))・)・

～2Si
nceth・ ・perat・rT

m(・)Ki・h・r皿iti・nwithrespectk+1/2

,4p,x

tothePettersoninnerproduct,weget,foranyoddinteger

m≧ …(k+・/・ ・4・m)。:・(k+・/・ ・4・m・㈹)。 ・・th・H
m一 皿・d・・…
P

Next,fromthedefinitionsandlemma5.lof[S-Y],wecan

easilygetthefollowingidentities:

m
))(n)S(2k,Ptrace(T

m2k

,P

mOa

=Σ(皿 十1-a)trace(T(n)S(2k,p)),

a
a=02k,p
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and,foranintegert≧1,

2t2t)]

2kT2t(・)S(2k・P))trace([W(P2k

,P

-;・race(・ 、
。(・)・ 、(・k,P2・)㊥Sエ 、(・・,P2・))

2k,Pa=1

-1・ra・e(・

、。(・)・ 、、(・k,P2・)㊥Sエ 、、(・k,P2・))
2k,P ψa=1

+㈲ ・・ace(・

、k,,・(・)SO(・k・ ・)1・ ψ ①SO(・k・ ・)1・ ψ)

+・race(・ 、k
,、(・)1SO(・k・ ・))・

Moreover,fromProposition1.1(andsection5)of[S-Y],

w・h・v・ ・S、(・k・P2a)1・ ψ 一 ・、(・k・P2a)・

Sエ・(・k・P2a)1・ ψ 一Sエ ・

ψ(・k・P2al・

・工工

ψ(・k・P2a)1・ ド ・H(2k・P2a)・nd

S工工工(・k・P2a)1・ ψ 一 ・工工工(・k・P2a)・ ・ran・ …gera≧ ・・

Now,foranintegert≧1,weput

A・ ・ 一 ・ra・e(ll

k+、/2,4P・ ・,(2>(・2)KS(k+1/2・4P2t)・)

一 ・raceδ

、、一、(・2)。 ・(k+・/・ ・4P2t-1・ ・)。)・
k十!/2,4p,X

andB・ ・ 一 ・race(㌔

/、,4,・ ・,(2)(・2)KS(k+1/2・4P2t・(2))・)

-trace(lli

、,一 、(・2)。 ・(k+・/・ ・4P2t-'・ ・)。)k十1/2

,4p,X
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FromTheoremin§3andtheabovefacts,wehave

A、 、 一 ・race(・ 、
,(・)・(・k,P2t))2k

,P

+・race([W(P2t)]、k・ 、
,(・)・(・k,P2t))2k

,P

-・race(・

、、一、(・)・(・k,P2t-1))2k

,P

-・1・race(・ 、
。(・)1・ エ(・・,P2・)㊥ ・エ、(・・,P2a))

2k,Pa=1

+;・race(・ 、b
.、(・)・0(・k,P2b'1))

2k,Pb=1

+(・+(調)trace(・

、、,,・(・)・0(・ …)1・ ψ ①SO(・ …)[δ ψ)

+・ ・race(・ 、k
,、(・)1SO(・k・ ・))・

andB・ ・ 一 ・ra・e(・

、k,,・ ・(・)・(・k・P2t))

+(tn)・ ・a・e([W(P2t)]…

、k,,・ ・(・)・(…P2t))

一 ・・ace(・

、,.、(・)・(・k・P2t-1))2k

,P

-(・+(の)

。三、 ・race(・ 、、,P2・(・)Sエ(・k・P2a)㊥ ・工工ψ(・k・P2a))

+(・ 一 ㈲)

。三、 ・race(・ 、。,,・ ・(・)・ 工工(・k・P2a)㊦S工 工工(・k・P2a〕

+1・race(・ 、b -、(・)・0(・ ・,P2b-1))

b=12k,P

+trace(・ 、(・)・0(・k・ ・)1・ ψ)

2k,P

+(・+㈲)・race(・

、k,,・(・)・0(・k・1)iδ ψ)

+・race(・ 、k
,,(・)ISO(・k・ ・))

+2・ ・ace(・ 、、
,、(・)i・0(2k・ ・))・
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FrolnthisexpressionofAwehave2'

t・ace(㌔

/、,4,・,(・)(・2)Ks(k+・/2・4P2)・)

一 ・ ・race(・

、(・)・ 、(・k,P2)㊥ ・、、(・k,P2))
2k,P

+(・+㈲)・ ・ace(・

、k,,・(・)SO(・k・ ・)i・ ψ ① ・0(・k・ ・)1・ ψ))

+・ ・race(・,k

,,(・)ISO(・k・ ・))

+4・ ・a・e(・,k

,、(・)1・0(・k・ ・))・

Thedecomposition(iii)fo1工owsfromthisequalityoftraces

andwecanprovethedecomposition(iv)inasimilarway.

When皿=2a+3witha>0,byusingTheoremin§3,

wehave

・race(Gi

、+、/、,4P・ ・+3,,(・2)・ ・(k+・/・ ・4P2a+3・ ・)・)

一 ・ra・e(ll

k+、/、,4,・ ・+・,(⊥)(・2)・s(k+1/2・4P2a+2)・)

一 ・race(㌔

/、,4P・ ・+・,(2)(・2)KS(k+1/2・4P2a+2・(2))・)

+・race(Eli、
。+、(・2)。 ・(…/・,4P2a+1,・)。)k十1/2

,4p,X

2a+3
=trace(T(n)S(2k

,P))2a+3

2k,P

-・ ・ra・e(・

2。+、(・)・(・k,・2a+2))2k

,P

2a+1+
trace(T(n)S(2k,P))2

a+12k

,P

-・race(・

、。+3(・)・0(・k,P2a+3))・2k

,P
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Hence,wegetinductively

・race(ll

k+、/、,4P・ ・+3,、(・2)・ ・(k+・/・ ・4・2a+3・ ・)・)

・ ・race(・

、。+3(・)・0(・k,P2a+3))+A、 。+2+・ 、。+22k

,P

+・ ・a・e(㌔

/、,4,・ ・+・,,(・2)・ ・(k+・/・ ・4P2a+1・ ・)・)

・

、三。tra・e(・ 、k,,・b+・(・)SO(・k・P2b+3))

aa

十 ΣA 十 ΣB

b.02b+2b.02b+2

+・ ・a・e(llk
+、/2,4P,、(・2)。1・(k+・/・ ・4…)。)・

FromthisequalityandtheaboveexpressionsofAand2
t

B2t・w・im・di・t・1y・bt・inth・dec・mp・ ・iti。 ・(v)・

Finally.byusingtheexpressionsofAandB2
a+42a+4

witha茎0,wecandeducethedeco皿posit二ions(vi)and(vii)

fromthedecolnposition(v)。

工nthisProposition5,wenotethefollowing:

When皿iszer…ran・ddp・ ・itiv・integer・th・H
m-m・d・1・

P

Om(2k
,P)occurswiththemult二iplicityoneinthedecompositionS

・f・h・H
m-m・d・ …(k+・/2・4・ 皿 ・・)。 ・ifk≧2・

P

・(4P皿 ・・)。 ・ifk…

・・n・e,・h・n・n-zer・e・ ・m・n・f・fS(・+・/2・4pm,・)、 ・・V(4・m・ ・)。 ・

whi。h。 。rresp。nd。t。ap。i皿i,i。 。f。rmFi。SO(2k,pm),

alsobec。metheco㎜oneigenformwithrespectt。then-thHecke
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operatorforn=2andp。(cf.[K]Preliminaries(a)and

§3,asinthedefinitionsofthen-thHeckeoperatorforn=2

andp。)

LettheFourierexpansionoff(resp.F)beasfollows:

qoco
f=Σa(n)e(nz)(resp。F=ΣA(n)e(nz)).工fuisa

n=1n=1

f。nd。 皿。n・ 。・discri血an、wi,h,(.・)k。 ・0,,h。n,,h。ir

Fourierexpansionsarerelatedasfollows3

ゆ
・(・-k+・,・ 碍))・ ・(1・1・2)n-s

n=1

　
・a(1・1)ΣA(・)n-s(・f .[K]§5Th・ ・re皿2).

n=1

Theref。re,。 ・・P。i血,i。 。f。rm。i。SO(2k,pm)arec。n。,ru。t。d

f・ ・皿 ・・皿ee・ ・皿・n…fS(k÷ ・/2・4P皿 ・・)K・rV(4・ 皿・・)Kb・ 一 ・

ofShilnura(-Niwa-Kohnen)correspondence.

工nfact,formoregenera工situations,thesi皿ilarresults

canbeprovedbyusingTheoremin§3.But,weomitthedetails.
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Appendix.

LetA,D(A)andrO

Weshallcalculaten(A)=

Forarepresentativex

pofM,wedefinethesets

・(・)一 ・L,(・)∋BB'1A・ ・

V2(x)= SL2(Z)∋B

V
・(・)=至SL・(Z)∋B

withv=

P

Then,

V(・)・V2(・)

theright,

bethe

IX(D(A)/r

forsome

-1

BAB≡

forsome

-l

BAB…

sa皿e

).0

　
for(Z/MZ)andaprime

V(・)・V2(・)andV

(4∵∵)
v∈Z

l∵v)
v∈z

(警1)(一 ・pVp)!

asinRemark40f§2.

divisor

(x)asfollows=P

(mod16M)

(mod16)

o

0「

ord(M).

P

v

・。 ・ ・。(4M)・ ・。(4)an・ ・。(pP)・pera…n・h・ ・e・ ・

andV(x)respectivelybymultiplicationfrom

P

andD(A)一 し1・(・)(di・j・i・ ・ ・…n)・

X
xξ(z/MZ)

Moreover,wecandefinetheisomorphislnφfrom

v
v・(x)/「 ・(4)×

PIMv・(x)/「 ・(pP)tov(x)/「 ・asfollows:

Takeanye'ement(B2・(B

p)・IM)ofV・(x)×PIM"・(x)'Then'

・h・ ・eexi・t・an・1・m・n・B・fSL2(Z)・u・h・h・ ・B≡B2(m・dl6)

v
andth・tB・B(m・dpP)f・ral1P・im・divi・ ・r・p・fM.

Pv

A・ ・w・d・ ・i・・ φ((B2r。(4)・(B
p・ 。(pP)),IM))・B・ 。・
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Now,fromthediscussionin[K]§4Appendix(proofoflemma5),

w・k・ ・wlt(V2(・)/「o(4))=1・

Therefore,weobtain

・(A)一 Σ=VS(・(・)/・ 。)

X
xξ(z/MZ)

v
=

x∈轟 皿)・plM't(Vp(x)/「 ・(pP))

-

plM。 、瀞PZ!(・ ・(・)/・・(pVp)).

v

・…der…a・ ・u・ …#(・

,(・)/・ 。(pP))・w・ ・・…h・

followinggeneralfacts=

LetLbeanposit二iveinteger.WedenotebyC(L)theset

consistingofalltheelementsof(ZILz)×(z/Lz)whoseorder

isexactlyL.Wedefinetheequivalencerelation～ofC(L)

・・f・11・w・ ・F。 ・tw・el・m・nt・(・1'd1)・(・2・d2)・fC(L)・

　 　 　 　 　 　
(・1・d1)～(・2・d2)ifand。nlyif・hereexi・t・me(Z/LZ)

・u・hth・tm(・1・dl)=(・2・d2)・

Th…w・h・v・th・bijecti…L2(・)/・ 。(・)∋(21)・ 。(L)-

theequivalenceclasscontaining(amodL,bmodL)ξC(L)/～.

v
・・w・wesh・ …a・ ・u・ …lt(・

,(・)/・ 。(pP))・

・・tw・ …A・(22)・Th・ ・…rB・ 儒)∈ ・L、(・)・

・h…nd・ ・i・nB-'A・ ・(4x*

0「k)(・ ・dp"p)i・e…va・ ・nt・ ・

(∵x∴ 。X;)・(:)(一 ・pvp)・By・ ・i…hee・ ・m・n・ary

go一



divi・ ・rth・ ・ry・thereexi・tUl・ ・dU2∈SL2(Z)・u・hth・t

じ ∴)=U・ 億 雫:
、)U・.Here・9・ 　 ・b・c・d　 )

・ndg、9、 ・((a-4・)(d-4・)-b・)・((4・)2-4・ ・+・6・2),

2.
wheret=a→-d,ad-bc=16nfro皿theassumpt■ons・

Putα=o「d

p(9・)andβ=o「dp(92)・Sincepis。dd・

9、Zp=(a-d・b…t-8・)ZpHence・ α=皿in(・P・Tp
,。)・

whereρ=ord(f)withf=(a-d,b,c),andτ=ord(t-8x).

PPP・xp

Thus,wehave

vv

lf(・
,(・)/・ ・(pP))-II・(pP)/～ ∋ ・heeq・'・ ・'・ece・1ass

。。nt。ining(u,v)皿 ・dpP・u・hth・t

,・u、pB。,。(皿 。dpVp)

vv-1

-pP+pP・if・ ≧ ・

p'

Pα … β ≧ ・p…

0,ifv>β.

P

Fi・ ・tly・weassum・ ・
P≧vp・lfτP,xくvp・wehave

・rd
p((・2-64・2)/4)≧ ・・P・2・P,。 ・ ・rdp((4x-・/・)2)・H・n・e・

・+β ・ ・rd

p((4x-・/2)2-(・2--64・2)/4)…P,。 ・ ・+・P,xd

v

There・ ・re・iflS(・,(・1/「 ・(pP))≠o・th・nwegetτP
,・ ≧vp・

n。m。ly,t…8・(m。dpP).

vvv-1

Thus・

。∈認 、!(vp(x)/「 ・(pP))=pP+pP'

～9/一



Next,weassumethatv

P

α=τandord((4x-t/2)

P,Xp

Hence,α+β=ord((4x-t/2)

P

=2α<α+v。Therefore,if

P

τ 〉 ρ.Thus,weobtain

P,x=P

v

コ

v#(・,(・)/・ ・(pP))

x∈(Z/pPZ)x

=PρP×dt

MOreOVer,WeCanOmit

usingtheassumption

〉 ρ 工fτ<ρ,wehave

PP,xp

2)
.2τ<2,・ 。.d((,2.64。2)/4).

PP,xp=

2
-(,2-64。2)/4)・2。

P,x

v

lf(・

,(・)/・ 。(pP))≠ ・・w・g・ ・

v
(Z/pPZ)∋x

theassumption

v>ρandthe

PP

8

t…8x(m・dpP)

。2.(,/4)。+。2

t…8x(皿 。dpP)

2f
actord((t-

P

and

v十 ρ

…0(m。dpPP)

by

64。2)/4)・2, =P

一 戟一
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