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本稿の目的は、リーマン面の退化に対するモース化予想をより高い種数で示す試み

について、先行研究の概説と [8]の予報を与えるものである。

モース理論を学ぶ際、「実閉多様体上の滑らかな関数は少し摂動することでモース関

数にする（モース化する）ことができる」という事実を必ず通ることになろう。これ

を複素多様体と正則写像のカテゴリーで考えたい。まずはということで複素 2次元多

様体を扱うことにすると、実閉曲面上の滑らかな関数には複素閉曲面の正則ファイブ

レーション（複素曲線上の複素曲線束）が対応し、モース関数には正則なレフシェッ

ッファイブレーションが対応する。ところがこの条件下でモース化を実現するのは具

体例を作ることでさえ実は困難である。局所的には構成できても大域的なものに延ば

すことができないのである。そこで、ファイバー方向には大域的だが底空間方向には

局所的な複素曲線束、いわゆるリーマン面の退化に対するモース化をまずは考えたい

わけである。

1 リーマン面の退化と分裂変形

種数g~ lのリーマン面の退化とは、非特異複素曲面 M から単位開円板 B(cCC)

への固有全射正則写像 1r:M→Bであって、原点0を除く Bの点b上のファイバー

T―l(b)が種数gの閉リーマン面であり、かつ原点〇上のファイバー T―1(0)が特異

ファイバーであるときをいう。なお、特異ファイバーの 1点でブローアップすればい

くらでも相異なる退化を構成できてしまうため、相対極小であるなどの極小性を課す

ことも多い。

リーマン面の退化の研究は、種数 lの場合、つまり楕円曲線の退化に現れる特異

ファイバーを分類した小平邦彦の結果［4]に端を発する。それを追うようにして様々

な研究がなされたが、リーマン面の退化の位相型については種数2の場合は浪川・上

野 [7]が、種数3の場合は足利・石坂 [2]がその完全な分類を与えている。特に足利・
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石坂の結果は、種数2以上のリーマン面の退化の位相型が位相モノドロミーを通して

曲面写像類群の「負型擬周期写像類」というクラスと一対一対応することを示した松

本 •Montesinos の結果 [5] に基づいている。

次に、与えられたリーマン面の退化 1r:M → B に対する「変形」を定義する。

¥JI: J/t→ BxTを複素3次元多様体¢［から単位開円板Bと十分小さい開円板Tと

の直積BxTへの固有全射平坦正則写像とし、各tETへの制限を Bt:=Bx {t}, 

Mt := w-1 (B x { t}), 1r t := w In x { t} : Mt→ Btとおく。退化7r:M → Bが0ET 

上への制限 7ro:M。→ B。と一致するとき、 Wは T の変形族であるという。つま

り、 1r:M → Bの写像だけでなく全空間も変形させ時刻tE T'--{O}での変形

7ft: Mt→ Btを得る、と考えている。

こうした変形の下では（基点付き）位相モノドロミーの合成が保たれることから、特

異ファイバーの数が 1つであるままに複素曲線束の位相型が変わることはなく、また

特異ファイバーが消滅することもない。よって考えるべきは7ft:Mt→ Bt (t =/= 0)が

特異ファイバーを複数持つ複素曲線束となる場合であり、このとき中は Tの分裂変形

族であるといい、特異ファイバー T―1(0)が分裂するという。

さらに、複素曲線束のファイバー Fに対しオイラー寄与なる不変量が

x(F) := e(F) -(2 -2g) (e(F)はFの位相的オイラー標数）

で定義される。これはFが非特異ファイバーならば明らかに 0である一方、特異ファ

イバーならば（種数 1の特殊な場合を除き）正整数であり、変形の下で総和が保たれ

ることが知られている。特にレフシェッツファイバーはオイラー寄与が 1であり、し

たがってそれ以上分裂することのない特異ファイバーであることがわかる。すなわち

リーマン面の退化のモース化を目標とする我々は、特異ファイバーに対してうまく分

裂変形族を構成しそのオイラー寄与と同数のレフシェッツファイバー達に分裂させよ

うと考えるのである。

さて、目標はリーマン面の退化をモース化することであるが、モース化において一度

の変形ではなく有限回の変形を許すことにすれば、つまりはレフシェッツファイバー

を持つ場合を除き任意のリーマン面の退化が分裂変形可能であることを証明できれば

よい。しかし実はレフシェッツファイバー以外にも分裂変形を許容しない特異ファイ

バーが存在することが既に判明している。
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定理1([10]).リーマン面の退化 1r:M→Bの特異ファイバーが多重非特異曲線（下

部被約曲線が非特異である特異ファイバー）であるならば、それに対する分裂変形族

は存在しない。

これを踏まえ、我々の目標「モース化予想」は以下のものとなる。なおこれは

Xiao[12]によって掲げられたモース化予想（［9]も参照）よりある意味で粗いものと

なっている。

予想（［10]).リーマン面の退化 1r:M → Bの特異ファイバーがレフシェッツファイ

バーでも多重非特異曲線でもないならば、それに対する分裂変形族が存在する。

与えられたリーマン面の退化に対して分裂変形族を構成する方法はよく知られたも

のが大きく分けて 2つある。 1つは超楕円的退化に対するもので、それらが持つ二軍

被覆構造を利用する。種数 1の場合に Moishezon[ 6]が考案したものが元となってお

り、種数2の場合に堀川 [3]が、さらに一般の超楕円的退化に対して荒川・足利 [l]が

それを拡張した。もう 1つは「剥離変形」という分裂変形族の構成法によるもので、

これを考案した高村［11]は種数5までの場合に対して以下の結果を得ている。

定理2([11]).種数g;£ 5のリーマン面の退化 1r:M → Bの特異ファイバーがレフ

シェッツファイバーでも多重非特異曲線でもないならば、同じ位相型であるリーマン

面の退化 1r':M’→Bとそれに対する分裂変形族が存在する。

さて、本稿で報告する主結果は「剥離変形」を用いて種数6でもこれを示すことが

できたというものである。

定理 3([8]).種数g=6のリーマン面の退化 1r:M → Bの特異ファイバーがレフ

シェッツファイバーでも多重非特異曲線でもないならば、同じ位相型であるリーマン

面の退化 1r':M’→Bとそれに対する分裂変形族が存在する。
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2 特異ファイバーの形状

次にリーマン面の退化に現れる特異ファイバーの形状について少し紹介する。＊1

先述の通りリーマン面の退化を扱う際は通常ある種の極小性が課される。例えば特

異ファイバー（あるいはそのリーマン面の退化）が相対極小であるとは、既約成分と

して第 1種例外曲線を含まないことをいう。一方、正規極小であるとは、特異ファイ

バーの下部被約曲線が特異点として高々正規交差しか持たず、そうした範囲のうちで

極小である（正確には第 1種例外曲線である既約成分があったとしてもそれは他の既

約成分と 3点以上で交わる）ことをいう。かつては相対極小性を課すことがほとんど

であったようだが、 [5]など退化の位相型についての研究が進んだ現在は、必要に応じ

てブローアップを施すことで正規極小であることが課されることも多い。また、正規

極小な特異ファイバーであればその「形状」を、頂点を既約成分、その重みを対応す

る既約成分の種数、頂点間の辺を対応する既約成分間の交点とする重み付きグラフと

して定義することができる。

正規極小な特異ファイバーに対し、既約成分がコア成分であるとはその種数が 1以

上であるか、あるいは他の既約成分と 3点以上で交わることをいう。種数 1の特殊な

場合を除き特異ファイバーは少なくとも 1つコア成分を持つ。特異ファイバーからコ

ア成分を除くと、残りは種数0の既約成分の鎖達の非交和となる。それらのうち 1つ

のコア成分と隣接するものを枝、 2つのコア成分を結ぶものを弧と呼ぶ。

特異ファイバーがちょうど 1つのコア成分を持ちかつ形状を表すグラフが閉路を持

たないとき stellarである、そうでないとき constellarであるという。これは例えば [5]

のように位相モノドロミーを扱う際に重要で、 stellarである特異ファイバーの位相モ

ノドロミーは周期的写像類、 constellarである場合は周期的でない擬周期的写像類と

なる。

特異ファイバーがstellarである場合は比較的扱いやすく、リーマン面の退化の位相

型およびその位相モノドロミーは特異ファイバーの形状と既約成分の重複度という情

*1本稿の元となる、 2024年 12月開催RIMS共同研究（公開型）「可微分写像の特異点論とその応用」

での著者の講演では、種数6のリーマン面の退化で分裂変形可能か否か吟味しきれていないものがま

だ残っており、定理3の主張から除外するため特異ファイバーのある種の「型」の説明の必要があっ

た。本稿執筆時点ではそれも吟味し終えたため実は不要なのだが、せっかくなので紹介する。
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報のみから決定される。分裂変形可能性についても、次の定理の通り、 stellarな特異

ファイバーに絞ればより高い種数のリーマン面の退化に対し分裂変形を構成できるこ

とが示されている。（ただし分裂して現れる特異ファイバーがconstellarであることも

あるため、 stellarな特異ファイバーに対しモース化可能であることが示されたわけで

はないことに注意。）

定理4([8]). 種数g ~8 のリーマン面の退化 1r: M→ Bの特異ファイバーがstellar

でありレフシェッツファイバーでも多軍非特異曲線でもないならば、同じ位相型であ

るリーマン面の退化1r':M’→Bとそれに対する分裂変形族が存在する。

一方特異ファイバーがconstellarである場合ははるかに複雑である。例えば［7]で指

摘されているように、形状と既約成分の重複度が同じ特異ファイバーであって位相同

型でないリーマン面の退化のペアが存在する。なお、 constellarである特異ファイバー

を持つ退化は、より低種数の stellarな特異ファイバーを 1つないし複数を枝で“接合”

して得ることができる。＊2

3 分裂変形の構成

正規極小なリーマン面の退化の局所モデルとして例えば

1r(x, y) = X巧炉

で正則写像 7r:C2→Cを定義する (mは2以上の整数）と、 OEC上にのみ特異ファ

イバーとして重複度mの多重ノード（座標軸である複素数平面Cお,Cyの 1点和）が

現れる。これに対しパラメータtE Cによる変形 Tt:C2 →Cを

町(x,y) = (xy + t)rn 

で定義すると Ko= 7rであり、tE C" {O}のとき

• 1r;1(0): (xy + t)rn = 0 

.2講演では、頂点をコア成分、頂点間の辺を対応するコア成分間の接合とするグラフとして「constellar

type」を定義した。種数 6の場合、「2つのコア成分を 1つの接合で結んだもの」という constellar

typeの退化は数が膨大で、講演時点では分裂可能性の吟味が終わっていなかった。
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T―1(O): xm炉＝ 0 西 1(0): (xy + t忙＝ 0 叫-1(t門： （xy+t忙＝tm,

図 1 7rt(X, y) = (xy + t忙が定める、重複度mの多重ノードが重複度mの多重
アニュラスとレフシェッツ特異点とに分裂する変形。

．7r[1（t門：（xy+t四＝炉⇔ xy(xm-lym-1+... + mtm-1) = 0 
と2つの特異ファイバーを持ち、それぞれ重複度mの多重アニュラスとレフシェッツ

特異点を含む複素曲線とであることがわかる（図 1)。固有写像となるよう局所モデル

を正則に貼り合わせファイバー方向へ延ばすことは一般には簡単ではないが、この例

の場合はそれが可能であることが [10]で示されている。

定理5([10]).リーマン面の退化 1r:M →Bが重複度m ~ 2の多重ノードを含む特

異ファイバーを持つとする。このときそれに対する分裂変形族が存在し、誘導される

変形後の複素曲線束 7rt:Mt→ Bt (t =/= 0)が「元の特異ファイバーの重複度mの多

重ノードを軍複度m の多重アニュラスに取り替えたもの」と「レフシェッツファイ

バー」との 2つの特異ファイバーを持つ。

さて、定理2および定理 3、定理4を証明するには「剥離変形」の理解が不可欠で

あるが、この解説を記述し切るには紙面が足りないため、正確さにはある程度目を瞑

り3ステップで概要を紹介したい。

|1．局所的変形I正規極小なリーマン面の退化 7r:M→ Bを扱うことにする。この

とき正規交差点の周りで局所座標をうまくとると

1r(x,y) = xmiy四

と表される。ここで m1,m2は当該点で交わる既約成分の重複度であり、この座標近
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図2 7rt(x,y)=x5が0(xy+ tげが定める、 7r討（0)= 14Cx +9らから‘‘重複度4

のC。=Cx＋ら’'が剥ぎ取られ西―1(0)= lOCx + 5Cy + 4Ctが得られる変形。

傍において特異ファイバーはその因子として

T―1(0) =四Cx+m1Cy 

と表せる。さて、これに対しパラメータtE CCによる変形を

叫x,y)= X加—ln1 y叩—ln刈研1炉＋t)l

で定義する (n1,n2,lは0< ln1 ~ m1, 0 ~ ln2 ~ m2をみたす正整数）。このとき原

点上の特異ファイバーには新たな既約成分Gが現れ

可 1(0)=（四—加）Cx+ （加—加）ら＋ lCt

と表せる。これを「T―1(0)の一部である‘‘軍複度lのC。=n2Cx+ n1Cy’'が剥ぎ取
られ、新たな既約成分Qを持つ西―1(0)となった」とみなすのが「剥離変形」の基本

的な考え方である（図2)。

|2．半局所的変形I必要であればさらにブローアップし 1r:M→Bの特異ファイバー

の各既約成分0が非特異であるようにする。さらに複素構造を少し変形をすること

で、その管状近傍を M における 0上の法束（の全空間） N とみなし、 Nにおいて特

異ファイバーをその因子として

T―1(0)＝疇＋ど叫杓
p 

と表せるようにする(pは0の他の既約成分との交点を走るとし、九はp上の法束の

ファイバー、 mおよびmpは0およびpで交わる既約成分の重複度）。前述の局所的
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図3 7r計(0)= 148 + FPl + 4FP2 + 9Fp3から“重複度4のC。=8+Fp3’'が
剥ぎ取られ、西―1(0) = 108 + FPl + 4FP2 + 5Fp3 + 4Ctが得られる変形。

変形を N に延長したパラメータt €C による変形 7rt: N→Cを上手く構成し、特異

ファイバー

可1(0)= (m -ln)8＋L(mp―叫）恥十lCt
p 

を持つようにする (n,np, lは0< Zn ~ m, 0 ~ lnp ~ mpをみたす非負整数）。こう

して「T― 1(0) の一部である‘‘重複度 l の C。 =n8+~p叫応’'が剥ぎ取られ、新た

な既約成分Gを持つ祈―1(0)となる」とみなす（図 3)。実際、 0の種数が0ならば

非負整数n,npが条件式

卓ど叫己心％
p p 

をみたしさえすればこうした変形を必ず構成できる。

|3．大域的変形Iファイバー方向に大域的な 1r:M→Bに戻り、その特異ファイバー

をM の因子として

T―1(0）＝どme0
e 

と表す (8は T―1(0)の既約因子を走るとし、 meは 0の重複度）。これに対し

〇~ lne ~ meをみたす非負整数n8,lをとり、「7r―1(0)の一部である‘‘重複度lの

C。＝ど8ne8’'が剥ぎ取られるような変形」（図4)を、前述の半局所的変形を貼り

合わせて構成する。ただし正確には、全ての既約成分の管状近傍で前述の半局所的変



110

bark4 X 

—• 

♦ヽ

．
 ””
 
.. 
... 

．．． 

．
．
．
 

♦
 

♦
 ．
 

from 1rい(0)

C。
図4 種数6のリーマン面の退化の stellar特異ファイバーである 7r討（0)から“重

複度4のC。”が剥ぎ取られ、叫―1(0)が得られる変形。

形をしても整合性がとれず貼り合わせができないため、一部の既約成分の管状近傍で

は法束の構造自体を変形する必要がある。 C。＝どene0とその重複度lがこうした

大域的な貼り合わせを可能とするための十分条件を整備したのが高村［11]の大きな仕

事であり、この十分条件をみたす (C。,l)をsimplecrustと呼ぶ。

さて、こうして大域的な変形族が構成できれば、原点上の特異ファイバーの周りの

位相モノドロミーはt=OとtjOとで異なるものとなる。先述の通り変形の下で位

相モノドロミーの合成は保たれるはずなので、t#Oのとき原点上の特異ファイバー以

外にも特異ファイバーが存在することがわかる。したがって剥離変形によって得られ

る変形族は分裂変形族である、ということになるのである。

種数5までのリーマン面の退化において、レフシェッツファイバーでも多重非特異

曲線でもない特異ファイバー全てに対し simplecrustをリストアップすることで定理

2は示された。定理3そして定理4も同様に、 simplecrust（を少し拡張したもの）が

存在するか否かを対象となる退化全てに対し吟味して得られたものである。
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