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Abstract 

多重ゼータ値と多重ゼータスター値の組合せ論的補間として、Nakasuji-Phuksuwan-
Yamasaki [2]によって導入されたSchur多重ゼータ値がある。このSchur多重ゼータ
値には、 Jacobi-Trudi公式と呼ばれる、各成分が多重ゼータ値である行列式を用いた
表示が知られている。今回、無理数論で占くから研究されてきた、 Beukers型積分を
用いて、反復積分表示とは見かけ上異なる、 ribbon型の Schur多重ゼータ値の積分
表示を与えた。また、その積分を別の方法で級数へ展開することにより、 ribbon型の
Schur多重ゼータ値のJacobi-Trudi公式の別証明を与える。

1 Schur多重ゼータ値

分割入＝ （入1,...，入r)s.t.入12... 2入r>Oに対して、

D（入） ：＝ ｛（i, j) E Z2 I l :::; i :::; r and 1 :::; j :::;入，｝

を入に対応する Youngdiagramと呼び、その全てのbottomとcornerの部分集合を

それぞれ

B（入）：＝ ｛（i, j) ED（入） l(i+l,j)<f-D（入）｝，

C（入）：＝ ｛（i, j) EB（入） l(i,j+l)<f-B（入）｝

と表すことにする。このYoungdiagramは、 Young図形に対応させることができる。例

えば、入＝ （5,3,1)に対して、 Youngdiagramは、

D（入） ＝ ｛（1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1)} 

であり、対応する Young図形は

口
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となる。以下では常に、この同一視を用いる。また、集合 Xに対して

YT（入， X)= {k = (ki,j) I (i, j) ED（入） andki,j EX} 

を形が入の X上のYoungtableauxと呼び、特に

SSYT（入）＝ ｛m = (m;,j) E YT（入， N）叫く m以:,1J,J<anmd9+［〗こ加，J＋1 } 

の元をsemi-standardYoung tableauxと呼ぶ。

次に、 D(μ) ~ D（入）を満たす分割入，μに対して、

D（入／μ):= D（入） ＼D(μ) 

をskewYoung diagramと呼び、これに対しても、 bottomsの集合やYoungtableaux 

などは同様に定義する。本稿では常に、 ribbonと呼ばれる以下の 2条件を満たすskew

Young diagramに限定して議論する。

•対応する Young 図形の各箱は、少なくとも 1 個の他の箱に辺で隣接する。

•田の字型[[]を含まない。
以下では、特に断りが無い限り l/を列の数がc、行の数がrのribbonとする。 ribbon

型の Schur多重ゼータ値（以下、単にSchurMZVs)は、 (i,j) E C(v) ====}如＞ 1を

満たすインデックス kE YT(v,N) （以下、収束インデックス）に対して、多重級数

で定義される。特に、

1 
(l/(K)：＝ I: II 

加'
(m叫ESSYT(v)(i,j)ED(v) m.． z,J 

(（K) ＝ ＜ツ（二） ＝ 0＜m1こ<mrm「l l mが’
ぐ(k) ：＝＜ツ（~)= ~ 

1 

O<m1'.S…'.Smr 
m↑・・・m炉

をそれぞれ、多重ゼータ値（以下、 MZVs)、多重ゼータスター値（以下、 MZSVs) と呼

ぶ。この意味で、 SchurMZVsはMZVsとMZSVsの組合せ論的補間である。この Schur

MZVsに関して、以下のJacobi-Trudi公式が成り立つことが知られている。

定理 1.1(Jacobi-Trudi公式 (ribbon ver.), Nakasuji-Phuksuwan-Yamasaki'l8 [2]）．任

意の収束インデックス kE YT(v, N)に対して、

(v(k) = <let [((aj-1, aj-2,..., aj-（叫ーi+j)）]1<t,j<s 

が成り立つ。ただし、 山＝ ki,i+lで、 叫— i+j = 0であれば〈(・..)= 1、叫— i+j < 0 
であれば ((・・・)=0と解釈する。



つまり、 SchurMZVsは各成分が 0,1,もしくはMZVsであるような行列式を用いて表

すことができる。例えば、

［口）＝＜：）覧＇1；3'3〗尺'2,1,1,3,3〗
〈(2)

= ((2, 1, 3, 4) -((4)((2, 1, 3)一く(1,3, 4)((2) +く（4)((1,3)く(2)

が成り立つ。

また、通常の MZVsと同様にSchurMZVsに対応する ribbon型の Schur多重ポリロ

グ関数（以下、単にSchurMPLs、cf.[1])をインデックス kE YT(v,N)に対して、

z m,,J 

恥（z):= L IT丑了’
(m;,j)ESSYT(v) (i,j)ED(v)叫 j

で定義する。ただし、 z= (zi,J) E YT(v, q with lzd < 1である。定義から、 Kが収束
インデックスであれば、 zの全ての成分を 1に近づける極限z→1を考えると、 Schur
MPLsはSchurMZVsとなる。

2 Beukers型の積分と多重ゼータスター値の積分表示

1978年にAperyは、く(3）が無理数であることを示した。翌年、 Beukersは単位立方領

域上の積分を用いて、 ((3)が無理数であることを再証明した。この Beukersによる証明

を、他の奇数点でのリーマンゼータ値の無理数性の証明へ拡張する試みが数多く行われて

きた。中でも、 Vasilenkoは任意の自然数 nENと非負整数 <YEN。に対して、多重積分

恥(o)＝JI1:＝1将(l-X,）(J 凸 dx2・ ・ ・ dxn 
[O,l]n (1 -X1 + X山—・・・＋（ー1)匹山・・・Xn)(J＋1 

を定義し、以下の式が成り立つことを示した (see[3])。

• ½(O) = 2((3)，怜(0)= 2く(5)

•狐(0) E〈((2),((4),..., ((2k)〉Q

さらに、 Vasil'evは Vn(O)の母関数を考察することで、以下の定理を示した。

定理 2.1(Vasil'ev [4])．任意の kENに対して、

怜k(O)= 2(1 -21-2k)((2k)，怜k+l(0) = 2((2k + 1) 

が成り立つ。

その後、 Zlobinは漸化式

Q。=1,Q1 = 1-X巧ー1+2・ ・ ・ Xwj(l -X巧ー1+1Qj-1)
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によって定義される多項式 Qjを被積分関数に持つ多次元平方領域上の積分

z炉(k):= 1, zt¥k) := (1-叩
Y¥k) := la,l]wJ ~dx1 ・ ・ ・dxwr 

がMZSVsの積分表示く(k1,...,k』=Z四(k1,...,kc)を与えることを示した (see[3]）。
ここで、 Wj := k戸・・・十化である。今回、このZlobinの積分z;6)（K)を参考に、 Schur
MPLsの積分表示を導入した。

3 主定理

漸化式
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(i + 1,j) E D(v) 

(i,j -1) E D(v) 

によって多項式 a;,jを定義する。ただし、各 (i,j)に対して、 Zi.jは |Z;.jl< 1を満たす
複素変数である。この a,』に対して、多爪積分

屈，1(k;z) := 1, 

I□(K, z) ＝[ ［ (1 -ai]）＂ （』［：『）（1 ；pa+［+ql q) （pq)]） d%q 
を考える。ただし、 (i,j) E D(v)に対して、 D;,j(v) = {(p, q) E D(v) IiさpSr, 1 S 
q s j}とする。この時、主定理は以下である。

定理 3.1(Schur MPLsのBeukers型の積分表示）．任意の kE YT(v,N)とzE YT(v,C), 

with lz;.j I < 1に対して、

I汀(K;z) ＝ Lik(z)II -
(i,j)ED(v) 

Z;,j 

が成り立つ。

この定理において、収束インデックス Kに対して、辺々 z→ 1の極限を考えると Schur
MZVsに対する積分表示が得られる。さらに、 1列のみもしくは 1行のみのribbonvに特

殊化すると、 Zlobinの結果を含む既存の結果が得られる。また、上記の積分を定理3.1と

は異なる方法で級数へ展開することにより 2つ目の主定理を得る。

定理 3.2.任意の kE YT(v,N)とzE YT(v, C), with lz;.jl < 1に対して、

虐(k;z) = IT上ど(-it+i-1 区
(p,q)ED（入） Zp,q~ . O=joくれ<…<}i<Ji+J=C



t 

x rr Lik3i+1’…,%＋1 (z止i,・・・,z計 1) (3.1) 

l=O 

が成り立つ。ただし kj:= (kびj,...'k巧＋1,j),Zj := (zrJ,j,..., Z乃＋1，J)とおいた。

この定理も、収束インデックス Kに対して、辺々 z→ 1の極限を考えることができ
る。また、式 (3.1)の右辺は、 Jacobi-Trudi公式の行列式の余因子展開と等価であること

が示せる。よって、定理 3.1と合わせると ribbon型の SchurMZVsに対する Jacobi-Trudi

公式の別証明が得られる。

注意 3.3.名古屋大学大学院多元数理科学研究科HenrikBachmann先生から、 SchurMPLs 

にも Jacobi-Trudi公式が成り立つことがすぐにわかるので、定理 3.2は定理 3.1から直接

導出できることのご指摘をいただいた。
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