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1 序文

複シャッフル方程式の解の構成について

木村盤貴（東北大学）

Aiki Kimura (Tohoku University) 

田坂浩二（愛知県立大学）

Koji Tasaka (Aichi Prefectural University) 

多項式の列からなる複シャッフル方程式の解空間を解明するために， Brown[1]や Ecalle

[3]によって，線形複シャッフル方程式の解空間から同型（と予想される）写像が独立に構

成されている．今回， Brownによる写像の構成法をもとに， mouldにおける新たなLie代

数射の枠組みが得られたので報告する．また， Ecalleが構成した同型写像を，今回得られ

た枠組みを使って再解釈する取り組みについての計算結果も紹介する．

2 複シャッフル方程式

可換な変数 X1 ,xd, X 11,...，ゲと (x;-Xj戸（l~i<j~d) で生成される有
理数体 Q上の d変数有理関数環を 0dとし， 0:= I]d::,.o 0dとおく．本稿では0の元
f = (j(d))d::,.。を mould,j(d)をfの depthd部分とよぶ．特に， depth0部分が 0であ

るmould全体の集合を £oとして，その部分空間 £o,Kを

知＝｛f ＝ （0,f(1)，f(2),) Eリ切 degjCd)=k-d (Vd~l)} 

で定義する．ただし， 0E Qの次数は任意に設定できるものとし，斉次多項式 f,gに対

し， degf / g = deg f -deg gとする．このとき， £o＝ ④kEZ Lo,kであり， fE Lo,kなら

ばfは weightkであるという．また，£閃：＝ ｛f E Lo I 0さr< d, f(r) = 0}とする．

線形空間£oは次の伊原括弧積｛，｝で閉じてLie代数となることが知られている [1,§9]. 

伊原括弧積｛，｝は伊原作用 Qを用いて，｛f,g} := f Q g -g Q fと定義される Lie括弧積

で，各depthd部分は次で与えられる：

(f Q g)（d)（xい...，叫＝区 (f(r)Q g(s))(x1,,,,, Xr+s), 
r+s=d 
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ただし，

(f(r).£ g(s))(x1,..., Xr+s) 

s 

：＝こf叫xt+1-Xぃ•.．， Xt+r -Xt)g(S)(xぃ・ ・ ・, X;, Xi+r+l, ・ ・ ・, Xr+s) 
i=O 

s 

+ （-1)rこf叫X;+r-X;+r-l,,,,, Xi+r -X;)砂(x1,• • •, Xi-l, Xi+r, • • •, Xr+s), 
i=l 

定義からわかるように， £oに属する有理関数の極の位置は伊原括弧積のもとでも保た

れる．

調和積とシャッフル積

インデックス（正整数の組み） n= (n1,..., nr) E Nrごとに [n]= [n1,..., nr]なる記号を

導入し，その有理数係数の有限和 ~ncn[n] からなる Qベクトル空間を R:＝④r20Q［罰］
と表す．ただし， (Ql[N°]= (Ql[0]である． Rには単位的結合積を

[n1,...，叫[m1,...'ms]=[n1,...'nr, m1,...'ms] 

と定めておく．有理関数環Q(x1,．．．，叩）の帰納極限を k:＝迦fQ(x1,．．．，叩）とし， R,K= 
d 

R魯 K とおく．

異なる正整数の組み n= (n1,...，糾）および fE 0に対し， f([n]):= j(rl(x町・・．，Xnr)

と定め，この記号を K線形に拡張しておく．ただし， f（［0]）＝f(O)である．例えば，

f ([1, 2] + [2, 1] +し1] 口~) = j<2l(x1，四） ＋ f（2)（X□1) ＋ f(1)（叫ー f(1)（四） （2.1) 
X1 -X2 

のように扱う．インデックス nの成分に重複がある場合， J([n])は意味を持つとは限ら

ないが，以降の議論でそのようなインデックスはfの引数として扱われないことに注意し
ておく．

K双線形写像＊： RKxRK→ RKを次の帰納的規則で定める：

•任意の n に対し，［0] * [n] = [n] * [0] = [n], 

•任意の n= （凡，．．．，化）， m = (m1,...,mリに対し，

[n] ＊ ［ml = ｛゚([n_］＊ ［ml)［叫＋ （［n］ ＊ ［rn_］）［叫
+([n_] * [rn_l)([nr] -[ms])~ 

ただし， n_= (n1,...'nr-1), m_ = (m1,...'ms-1)である．

式(2.1)はJ([l]* [2])の展開式に他ならない．

Q双線形写像 III:Rx冗→冗を次の帰納的規則で定める：

nr = ms, 

nrヂms.
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•任意の n に対し，［0]III [n] = [n] III [0] = [n], 

•任意の n= (nい..,,nr),m=(m1,,,,,ms)に対し，

[n] III [rn] = ([n_] III [rnl) [nr] + ([n] III [rn_ l) [ms]. 

例えば， f([l]III [2, 3]) = j(3l(x□2, x3) + J(3l(x□1，乃） ＋ f（3)（x2心3,x1)となる．
Q線形写像 i:0→0,f c-t JUを各depthにおける次の変数変換で定義する：

(fり(0):= JtO), (fり(dl(x1,...,X叶＝Jtd)(X1,X1 + X2,...,XI+・・・+ X叶 (dミ1).

逆変換 b:0→0, f→fは

(fり(O):= Jt0l, (f')(dl(x1,..., xd) = Jtd¥x1, X2 -X1, ・ ・ ・, Xd -Xd-1) (dミ1)

である．実際，（fザ＝ （f叩＝fとなる．
これらの記号は，多重ゼータ値

く(k1,...,k砂：＝ と
1 

m k1 0<ml <…＜md m~l... mが
(k1,..., kd EN, kd :2 2) 

の調和積およびシャッフル積を母関数で表示する際に便利である．まず， (.(k):= Z~(O) お

よび (Ill(k):= z閉（0)を正規化多重ゼータ値 (cf.[9]；多重ゼータ値のインデックスが逆順
に注意）とする． P＝ I1や0Q[[x1,..., xa]］とおいて，アRQ良の元z.= (1, zi1l, zi2l,...) 
およびZill= (1, Z畠z甜，．．．）を

が (x1,...，叩）＝こ訊1,...'如）x↑1-l...Xが―19
k,,...,kd2l 

虐 (xぃ．．．，叩）＝ど畑(k1,...,如）x↑1-l...Xが―1
k1,…，kd2'.l 

により定める．このとき，任意の異なる正整数の組み n,m に対し，

z.([n] *[ml)= z.([n])Z.([m]), 

z孟（［n]III [ml)= zfrr([n])Zfrr([m]) 

が成り立つ．最初の等式が調和積，二つ目の等式がシャッフル積に対応する．

複シャッフル方程式の解空間

定義 2.1.次の (i),(ii)をみたすmouldf E.Coの集合を"moとする：

(i) f(l) （—叫＝ f(l)(x1), 

(ii)任意の整数 d2'. 2とi= 1, 2,..., d -lに対し，

(2.2) 

/1([1,..., i] III [i + 1,..., d]) = f([l,..., i] * [i + 1,..., d]) = 0. (2.3) 
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方程式(2.3)は，多重ゼータ値の調和積とシャッフル積の母関数表示(2.2)に由来してい

るため，複シャッフル方程式とよばれている．定義から i'lmoは £oの部分空間となる．

解空間 i'lmoはBrown[1, Definition 9.1]の定義を拝借している．ただし，そこでは四mt

と表記されており，実際には (i)の条件が書かれておらず誤植があることに注意されたい．

定義 2.2.次の (i),(ii)をみたすmouldf E.Coの集合を固。とする：

(i) JC1l(-x1) = JC1l(x1), 

(ii)任意の整数 d>2とi=1,2,...,d-1に対し，

J'([l,..., i] III [i + 1,..., d]) = f([l,..., i] III [i + 1,..., d]) = 0. (2.4) 

方程式 (2.4)を線形複シャッフル方程式とよぶ．線形複シャッフル方程式は weightと

depthの組みごとに独立した方程式であるゆえ， dミ2および kEZに対し，

碍，K＝｛f(d)E⑰ |degj<d) = k -dかつ 1:Si<dに対し (2.4)をみたす｝

とおくと，

知＝II④碍，K
d::>O kEZ 

となる．ただし，砂，k= {J(l) E 01 = Q[xf1] I deg JC1l = k -1, JC1l(-x1) = JC1)巳）｝お

よび蛉，k= {O}である．
解空間 i'lmoは複シャッフルLie代数，固oは線形複シャッフル Lie代数とよばれる．名

前の通り，これらはそれぞれ Lie代数になることが知られる．

定理 2.3.解空間 i'lmoと固oは，伊原括弧積｛，｝のもとで，どちらも Lie代数である．

定理2.3の原型は， Racinet[13]による多項式 mould,正確には非可換幕級数の場合の

結果である．その証明の概略は [5,Appendix]にもあり，別証明 [4]もある．これらは我々

の方程式とは異なり，“正規化複シャッフル方程式”の解空間を扱っているという違いがあ

ることに注意しておく．一般のmouldに対する定理2.3は[12,Theorem 1.2]で述べられ

ているが，その証明1は近年，整備が進みつつある Ecalle理論 [3]を拠り所としている汽

Ecalle理論では，まずARI型／旦がari-bracketについてのLie代数であること（完全な証明

は[6,Proposition 1.25]）から始め， Lie代数同型写像ARI!!l／邑竺 ARI!!l／いが存在するとい

う強い結果 (cf.[14, Theorem 7.2], [15, Theorem 4.6.1]）を経由することで， ARI!!l／且が

ari-bracketについてのLie代数であることが示される．我々の解空間との関係は，

的cARI!!l／型および i'lmもcARI型／且

となっている．実際のEcalle理論では，有理関数の極は指定されておらず，また正規化複

シャッフル方程式の解空間を扱っていることに注意しておく．［12]では， ari-bracketと廿

1 [12, Remark 4. 7]で別証明について触れているが，これには確かめなくてはいけないことがまだあって，
現状では不完全である．

2Ecalle理論では，一部主張の証明が不完全な（誰もが読める形で残されていない）ものもあり，引用す
る場合は注意が必要である．最近の整備状況は [6,7, 10, 11, 14, 15]などを参照されたい．
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で変換した伊原括弧積の同値性に関する結果 [12,Theorem 5.3]を使うことで， Ecalleに

よる Lie代数同型写像ARI型／型竺 ARI立／且から Lie代数同型写像

を得ており，これが具体的に

XE:恥二珈10

00 

咋 (f)＝区
n=O 

1 
-ad噂 ob
n! 

(2.5) 

)(!) 

で計算されることを示している．ただし，の。＝ logarJpal)E £0,0 ([12, §3]を参照）であ

り， ad0(g)(f)= J, adn(g)(f) = {adn-1(g)(f),g}である．定理2.3は， I.soが伊原括弧積
についてのLie代数であること，および(2.5)の帰結として得られる．

定理2.3は複シャッフル方程式に関する最も基本的な結果であり，最近でも証明の簡素

化や別のアプローチが行われている．以下で紹介する Brownによる一連の予想群もその

一つで，彼の予想を解決することで定理2.3の別証明が得られうる．

Brown予想

Brown [1]による予想を紹介しよう． mould珈＝ （0,ゆbl)，い］2),...)E.c0,0を，

亭＝
r-1 

2 1 L(r -i) II （心 1)
r(r + 1) 

i=O 0:0:j:0:r,#i (xj一叩）

とする．ただし， Xo= 0.非零元 j(d)E 0dに対し， f= (0,..., 0, j(d), 0,...) E £閃とお
いて， XB(f)Eらを帰納的に次で定義する：

1 
籾 (f)（d+r)：＝ -〉｛誓，立(J)ld+r-i)} (r 2'. 1). 

2r 
i=l 

ただし， XB(J)Ci)= 0 (0 ~ i < d)および⑬(j)(d)= j(d) とする．これを， £0 の Q—線形

写像に拡張しておく．この写像 XBについて， Brownの提唱する予想 [1,Theorem 14.4] 

は以下のように述べられる．

予想 2.4.写像 XBしま伊原括弧積｛，｝についてのLie代数同型写像であろう．

籾：匝。二➔ <'Jmo. 

[12]では，（2.5)における Ecalleの同型写像 XE：固o→"moとXBを比較することに
より，予想2.4に対する部分的な結果を得ている．

命題 2.5([12]）．任意の fE lsoに対し，

料 (f)＝ XE(f) mod £g+4). 
ただし， dは j(d)が非ゼロとなる最小の正整数である．

命題2.5とEcalle理論の帰結として， XBによって，閲恥の元ごとに depthd + 3部分
まで複シャッフル方程式 (2.3)を満たすものが得られることがわかる．
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3 主結果とその応用

主結果

予想2.4は次の二つの主張が成り立つことと同値である (cf.[12, §5.2]): 

(Bl)線形写像XB:.Co→らは Lie代数射である．すなわち，任意の f,gE.Coに対し，

{XB(i),XB(g)} = XB({f,g})が成り立つ．

(B2)任意のfE lsoに対し，知(f)E i'lmo. 

本稿の主結果は（Bl)の肯定的な解決である．これを述べるため，写像 XBの帰納的な

定義において，い。を任意の mouldゆE£oに置き換えて得られる Q線形写像を

Xゅ： £o → £。

とおく．定義から明らかに xゅ。＝ XBである． Lie代数£。上のLie代数射からなる Qベ
クトル空間をEnd(Lo)とする．

命題 3.1.任意の心 E£oに対し， xゅEEnd(Lo)が成り立つ．

証明には，シャッフル型のmultiplepolylogarithrnに関するシャッフル積の理論が鍵と

なる（詳細は論文にまとめる予定である）．ここから直ちに次がわかる．

系 3.2.(Bl)は正しい．

これにより予想2.4は(B2)を残すのみになったが，これは今の所難しいようである．

複シャッフル Lie代数の同型写像と weight0の mould

Lie代数固。から c:imoへのLie代数同型写像からなる集合を Isom（匝o,珈mo)とする．

End(£o)の部分集合である．これまでに扱ってきたEcalleの同型写像 XEや（予想2.4を

認めれば） Brownの写像 XBがその具体例である．以下では， Isom（匝o,珈mo)そのものの

構造を決定するという問題3を議論する．特に， Xゅ：固o→珈moの形で記述される Lie代

数同型写像のmouldいの特徴付けという間題に焦点を絞る．

問題 3.3.集合｛心 E£oIXゅEIsom（恥，珈mo)}を決定せよ．

これについて， mould心が同型写像 xゅEIsom（恥，如mo)を与える必要条件として，
depth 1部分が心(1)＝土をみたすことが確かめられる（証明は直接計算による）．

命題 3.4.f E厨に対し， dをj(d)が非ゼロとなる最小の正整数とする．このとき， xゅ(f)
が depthd + 1の複シャッフル方程式(2.3)を満たすための必要十分条件は，心 E£0の
depth 1部分が心(1)＝土となることである．

3筆者たちはこの問題が明確に書かれている文献を知らないが，我々がoriginalというわけではない．
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命題3.4およびweight0のmould向が複シャッフル方程式(2.3)をみたすという Brown

の観察 [1,Theorem 14.2]を合わせると，次のような予想にいたる．

予想 3.5.次の (i),(ii)をみたすmould心E.Co,。の集合を lsomoとするも

(i)ゆ(1)＝ー，
X1 

(ii) 任意の整数 d~2 と i = 1, 2,..., d -lに対し，

心廿（［1,...,i] III [i + 1,..., d])＝心（［1,...,i] * [i + 1,..., d]) = 0. 

このとき， lsomo~｛心 E.Co IXゅEIsom（恥，＂mo)｝が成り立つ．すなわち，

心 E 困omo~⇒x心EIsom（知，珈mo)．

予想3.5は問題3.3の解答といえるが，予想を確信するほどの理論的／数値的根拠がある

わけではなく，間違っている可能性が高いことを申し添えておく．問題の出発点を明確に

するために，あえて予想という形で述べた．予想3.5の信憑性はさておき，解集合困omo

は重要な研究対象になりうる．以下，基本的な情報をまとめておく．

まず， bom閃：＝ (somon £閃とおく． (somo= (somg) つ bom図っ・・・となる． d~2
ならば，

臼0m閃＝ i'lm閃n£o,o

であり， Qベクトル空間となる．固omg）は Q-ベクトル空間でないが，任意の心 E困omo
と心'E(somげについて，その和は (somoの元である：

(somo x (somgl -----+ (somo, （い，心')-----+心＋心＇．

他方，ゆ，心'Elsomoならば，心一心'E(somglであることから， (somoの元は modulo

(somglで一意的に決まる（そのdepth1部分は l/x1であった）．二つの元腐心'E困omo

が modulo(somg)で 0でなければ，｛心，ゅ'}.J_(somoであることもわかる．ゆえに，解

集合困omo は Lie 代数ではない．一方， •E {B,E}に対し，

x.: II碍。＝知n£o,o→ (somo
d2'.0 

であるので(• = Bは予想）， weight0かつ depthdの線形複シャッフル方程式の解閲ふ。
ごとに， Csom臣の元を構成することができる (Parityresultより，奇数 d~ lに対し，
嗚，o= {O}であることに注意）．したがって，困omりは空でない．しかしながら， modulo

知omげで 0でない lsomoの元は一つも知られておらず，心0~ lsom0 ([1, Theorem 14.2]) 
が予想されているのみである．

4Isomではなく， LSOMのドイツ小文字である．良い記号が思いつかず，単に連結して⑱mと表記し
てみたところ，それなら見た日がIsomに似ているという洒落で，この記号におちついた．ただし， Lie代
数をドイツ小文字で表す慣例もあるので,lsomoそれ自身はLie代数でないことから，若干紛らわしい記号
かとも思う (lsom図はLie代数）．
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Ecalleの同型写像を分解する

予想3.5を信ずれば， Ecalleの同型写像 XEについて，

XE= X¢ 

となる¢ E lsomoの存在が期待される．ここでは，¢の明示公式に関する研究の進捗を

報告する．

まず， XE=J XEであること ([12,Theorem 1.3]）の証明から次の事実がわかる．

命題 3.6([12]）．整数 d= 1, 2, 3に対し， <p(d)＝ゅ屈となる．また，

紗＝副— -bQi4)
30 

が成り立つ．ただし，

Q罰X1,X2, X3,四） ：＝ こ
1 

(xi+l -x;)(xi+3 -．叩）（．X;十3-.Ti+2)(xi+4 -xi) 
iEZ/5Z 

depth 5以上の¢の表示について，今回新たに得られた結果は以下である．

命題 3.7.整数 1さdさ5に対し，

臼＝亭
1 
- -XB  (Q4) (d) 
30 

Els 4 o,o・ 

であり， ¢(6)-=J 亭—曲XB⑫ )(6)が成り立つ．ただし，仏＝ （0,0, 0,0, Qり，0,...).

予想 2.4によれば⑬(Q4)とkomg)であることに注意しておく． depth6部分の(6)-

亭＋翡XB⑫)（6)E蛉。がどのように表示できるかは未解決であるが，以下のような特
徴付けが得られている．

整数 c20および d20に対し，次の空間を考えよう．

氾喝。＝ ｛f(d) E碍。 I吟_t(d)E (Q[x1,...，叫｝．

ただし，
d 

Pd= IT Xj IT に— Xj),
J=l 1::s;i<j::s;d 

すなわち，蛉。の元のすべての極での位数を高々 t位に限定したもの（料はフィルトレー
ション）である．このとき，

•料鯰。＝｛O},
・料鯰。＝QQi4)

であり，未解決な depth6部分は料岡加の一次元空間の基底として現れている．実際の

計算では実数の精度計算を利用しているため，閲似。が本当に1次元であるかは確かめられ

ていない．料砧。は有限次元であるが，この基底や次元を決定する問題はまだ大部分が

未解決である．似たシチュエーションの間題（有理関数の極の位数に関するフィルトレー

ションについての次元を計算する問題）については，［2,Appendix]にいくつか結果があ

ることを述べておく．
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