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重力場 での拡散方程式 の解 とその特性

臥 一定境界密度による分布

宮崎大･工･応物 餌 取 寛 次

(1983年8月1日 受理 )

摘 要

Brown運動をする粒子の拡散粒子数密度に関する分布が,重力場による非定常粒子速度を考

慮して求められる｡この分布は,従来の重力場のない場合での分布からの "ずれ"を与え,こ

の "ずれ"は重力加速度と場の粘性抵抗に関係して示される｡

§1 序

Brown運動をする粒子の拡散に対する重力場の影響は, Smoluchowskiの式に基づ く解

析がChandrasekharによって検討されているが, それは重力場の方向に対する一定速度を有

する粒子の拡散解に限定されている.1)

このBrown粒子が,重力場の方向に非定常速度を有する場合の拡散方程式払 Langevim_

方程式と粒子流に対する連続の式を考慮して与えられている.2)この拡散方程式について, イ

ンパルス応答及び周期密度源による分布を示す解の特性が得られがいる03)

今回払 一定境界密度源に対する分布としての解をLapla｡｡変換4,5)を用いて求めたもので

あるOこの解は,従来から示されている固体中での原子濃度やイオン濃度拡散の分布6-8)に対

しても,重力場の影響による "ずれ戦を示すものと考えられる90)

§2 重力場での拡散方程式

重力場で質量 ZnのBrown粒子の任意時刻 tにおけるLangevin方程式, 重力方向での任意

位置 Zでの Fickの法則に基づく粒子流密度J(I,i)及び粒子数密度 p(I,i)に対する連続

の式は,それぞれ次のように与えられる
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-霊(i'--γV(i,一mg･R(i,

J(Z,i)ニーD曳 くZ,i)+ p(Z,i)<摘 >,∂=

(-//I(I.IJ)

∂≠ +div･J(Z,i)-0

∫:重力加速度 (2.1)

〟(≠):粒子速度

r:抵抗係数

D:拡散係数 (2.2)

(2.3)

ただしR(i)は熱運動によって生じる周囲媒体分子が粒子に及ぼすランダムな力を示し,

<u(i)>は(2.1)式によって得られる V(i)の集団平均を示すものであって,くR(i)>-0の

条件を含むものである｡

以上の(2.1)-(2.3)式から, T, p及びDを一定とすると,次のように重力場での拡散方程

式が得られる30)

∂β(Z,.≠)
言㌻ - - < 摘 , 雷 (I,i)+D塾 (I,i)∂Z2

Z,i>0 (2.4)

§5 一定境界密度源に対する解

(2.4)式を解 くために与えられる初期及び境界条件払 poを一定粒子数密度として

?(z,0)-0, z>0 (3.1)

p(0,t,-pow(t,･ a(i,- 鳥 …<'oo (3･2)

収束条件及び(3.1)と(3.2)式を考慮することによって得られる(2.4)式の解をも◆Laplace変
換を用いることによって次のように示される(附録参照 )

pp喜Z,･tL ‖erfc(若鳥+諾 )

･erfc(一芸ji+
こ-F(i)
2何
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erfc(x)- - err(x), err(- )- 孟J:exp(-y2)dy,
F(tl)-I.tl<V(i′)> -<u(-)>]dt′･

ただし

(3.3)式の近似を考えると, V(0)-0として

意 生 i ierfc(買方+

･erfc(一貫 JE +
二日-(117･t),//
2√房

- 0, と一- 0 ;〟(Z,0)-0, Z>0

さらに境界条件 (3.2)に対 しては,

〟(0,と)

βo

)expト芳 (ド

, 工 と≪ 1,
7n

- 1, F(i)-0(<V(i)>-<u(-)> -0, Z-0) (3.6)

によって成 り立っ｡

さらにまた抵抗係数が大きい場合か或は長時刻に対する近似で払 (3.3)式は次のようにな

る

〟(Z,≠)

βo

封 erfc(芸Ji+2Tj&)

Ierfcト 器 Jq ･孟 )･exp(一等 tl
gキ0, <u(i)>- <V(cx')>,エ t≫1

77Z,

-erfc(蒜 ),9 -0

-expト 等 ),9キ0, i- -

-exp(一貰 う,D-壁 :Einsteinの関係式γ

kB'･Boltzmann定数,T:絶対温度
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上記 (3,7)式は Chandrasekha'rによって示された解 1)と本質的に同じものであり, (3.8)

式は計測的な応用を考えた立場での固体内原子濃度分布を示す従来の解 6-8)を示している｡ま

た(3.9)式は,定常分布として,理想気体モデルでの粒子密度に対するカノニカル分布と一致

するものである｡2･10)重力場での粒子拡散についての計測的問題に対 して, (3.3)式がいかな

る役割を果たすかの検討は今後に残したい｡

附 録

(2.4)式に対 して次の置換を考えてみる

p(Z,T)-I(i,I)･eXp[
<V(∞)> _ (<u(m)>)2
2D

f-zJ :[<u(i)>-<u(-)>]di

(A.1)式を(2.4)式に代入すると,次の式が得られる

∂x(E,T) n∂2x(i,I)

aT af2
i,T>0

4D

'T] i (A･ 1 ,

(A.2)

境界条件 (3.2)は, i-0(Z-0, t>0)とすることによって与えられるものとする. (A.

2)式に対して変換理論4,5)を適用することによって, I(i,T)のLaplace変換 x"(i,S)が得

られる

1

x̂'E,S'--荒 (7m .-
ただし

)･exp(-Jff)･ (A･3)

∞
2(i,∫)-I.I(I,T)･eXP(-∫T)dT, S:複素変数,

}o
<V(cxj)>
2√万~

(A.3)式の逆変換から

招 ,T)-ipo･exp(̂02･T)lerfc'lo√7+嘉)･exp(lok,

･ erfc(-).√㌻+# )･exp(- i.k,}

E
･k-庁 ●
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(A.1)式の関係を考慮すると, (A.4)式から(3.3)式が得られる｡
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