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Quasi-variational inequality with time-nonlocal 
dependence in elastoplasticity 

京都教育大学赤川佳穂t

概要 この講究録は，ひずみ硬化を伴う弾塑性モデルを記述する仮似変分不等式の適切性

について述べる．ここでは，特に塑性変形の降伏条件に対応する閾値関数に関する連続依存

性について焦点を当てて証明の詳細を述べる．合わせて，これに関連した結果を紹介する．

1 導入

1.1節では，制約集合が未知関数に依存する変分問題の一般的な枠組みを紹介する．1.2節で
は，未知関数の時間非局所的依存性が現れる現象の具体例として，ひずみ硬化について述べ

る．我々の扱うフルモデルを1.3節で与える．

1.1 発展包含

仮似変分不等式の理論において，未知関数への依存性を 2つのタイプを区別することが重要

である．一つは制約集合が未知関数の値ごと依存する局所型，もう一方は制約集合が未知関

数そのものに依存する非局所型である．関連研究の例として，［5,6, 10, 17, 18, 19, 20, 31]を
参照できる．次に，これら 2つのタイプの未知関数依存性の区別について説明する．今，時刻

T>Oを有限時刻 H とVを実Hilbert空間とする．未知関数(,:[O, T]→Hに対して， 2つ
の発展包含

(Y'(t) + al凡（t，u(t))3 0 in H, for a.a. t E (0, T) 

と

(Y'(t) + 8I応（t;u)ぅ0 in H, for a.a. t E (0, T) 

を取り上げる．ここで， 0Ik，は指示関数Ik，のHにおける劣微分を表し， KiCHは閉凸集
合である．氏はHの要素としての未知関数の値(,(t)に依存するのに対し， Kバまび(0,T; H) 
の要素としての未知関数びそのものに依存する．後者の場合は，解の過去の履歴に依存して

系が時間発展することを意味する．言い換えれば，系は時間非局所的構造を持つと言える．

先行研究［25,30]では，未知関数の依存性が自然に時間非局所的になる問題について議論

しているここで，その時間非局所的依存性がどのように自然に生じるかを説明する．この問

題は2つの系から構成される． 1つは上記の発辰包含であり，もう 1つは変位ベクトルuに対
する運動方程式である。先行研究［25]で考慮された枠組みでは，未知関数uに対する局所的
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依存性を持つ制約集合が，新しい変数vに対する非局所的依存性を持つように再定式化され
る．すなわち，元の未知関数uを時間変数tに関する vの積分として以下のように表す．

u(t) = 1'v(f) df + u。forany t E [O, T]. 

゜したがって， uにおける局所的な依存性は， vの観点からみると非局所的になる．ここでu。は
与えられた初期値である．ここまでをまとめると，本講究録で考察する発展包含は，ある系に

対する解作用素S:L刊O,T;H)→び(O,T;V)を用いて以下の形で表現できる．

が(t)+ afx(t;s17) 3 0 in H, for a.a. t E (0, T). 

この設定では，制約集合KcHは時刻tE [O,T]と関数SuEザ(O,T;V)に依存する．

次節では，時間非局所的依存性が現れる具体的な物理現象について議論する．

1.2 ひずみ硬化弾塑性変形

弾塑性モデルの最も重要な数学的研究は， 1976年にDuvautと Lions[4]によって導入された．

この論文において著者らは完全塑性モデルを変分不等式で考察した．この先駆的な結果の後，

多くの結果がある（例えば［11,12, 13, 14, 15]).本講究録では，移動硬化を扱った Showalter
[29]とVisintin[32]に注目する．彼らの本質的なアイデアは，制約集合が未知関数に従って平
行移動するというものである．このアイデアにより， Bauschinger効果などの非線形現象を表
現する様々なモデルを取り扱うことが可能になる．弾塑性モデルは，閉凸制約集合に関連付

けられた指示関数の劣微分を含む発展包含として定式化される制約集合は時間非局所的な

意味で未知関数自身に依存する．具体的には，関数の時間積分が制約集合の変数として用い

られるこれはひずみの時間履歴を表し，弾塑性のひずみ硬化を表現する．

それでは， 1976年にDuvautと Lionsによって導入されたオリジナルのモデルを思い起こ
そう空間次元をd22とする．材料が領域Qc罠dを占めるとき，時刻t,位置XEflでの変
位ベクトルu(t,x)を考える．ひずみテンソルr:;(u)は以下のように定義する：

1 
r:;(u) :=―（▽u＋▽uT). 
2 

Prandtl-Reussモデルでは，全ひずみテンソルe(U)が弾性ひずみE:eと塑性ひずみ外に加法
的に分解できると仮定する．

e(U) = ee + ep・ 

さらに， Hookeの法則を仮定する．

Ee=劣'a-.

ここで，弾性係数勿： Sd→S灯ま線形，対称，正定値とする． S灯まd次元対称行列全体を表
す． Duvaut-Lionsモデルは完全塑性を記述しており，塑性ひずみの時間微分鈴が以下のよう
に劣微分に属する発展包含で表現される．

(1) ofz(dt))::)もp(t)=—沼&(t)+ c(u(t)) in Sd, for a.a. t E (0, T). 
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応カテンソルバこ対する制約ZcS灯こはいくつかの定式化がある．本研究ではZを，降伏

条件を記述する集合ZMと，非局所型の仮似変分構造を生じさせる平行移動の和として考え

るより正確には，降伏局面を記述する集合は以下のように定義される vonMisesの降伏条
件を取り上げる．

zM  := { T E sd : IT門::;g}.

ここで I・ Iは行列のFrobeniusノルムを表し，庄：＝(J"-(trn/d)恥はoの偏差部分を表す．g
は与えられた閾値である．ひずみ硬化は，ひずみE(u)によって誘導される降伏面の平行移動
によって表現される．すなわち，更新された降伏面は下記の式で与えられる．これを移動硬化

則と呼ぶ

(2) 知＋2(c(u)).

ここでダ： Sd→ Sdのグラフは応カーひずみ曲線の塑性領域に対応する変位ベクトルuは
運動方程式の解として得られるため，発展包含（1）は仮似変分問題として分類される． V:= it, 
を変位の時間微分とし，以降， Vはuに関連する速度を表すために用いる．したがって，発展包
含（1)と制約集合(2)は変数vの観点から再定式化すると，制約集合(2)は以下のようになる：

Z(t;v（・，x)):=知＋2(fotc(v(s,x))ds) fort2:0, xEfl. 
ここでは簡単のため， u(O)= 0と仮定している．このようにして，制約集合の未知関数に対
する時間非局所的依存性が自然に導入される．

次に，変位ベクトルuに対する運動方程式と合わせて，我々の扱うフルモデル方程式を導
入する．

1.3 モデル方程式

我々は，応カテンソルバこ対する発展包含と変位速度ベクトルvに対する運動方程式を組み
合わせたモデルを考える．空間次元をd2 2とする．集合nc罠りま滑らかな領域であり，境
界r:=89はr= r1 u r2, r1 n几＝0かつ 1r11> oを満たすとする．さらに， nはrの外向
きの単位法線ベクトルを表す．未知関数/J":[o,TJ x n→ Sdとv:[o,TJ x n→配は，それ
ぞれ応カテンソルと変位速度ベクトルを表すこのとき，応カテンソルびと変位速度ベクト

ルVは以下の方程式を満たす：

(3) 

(4) 

枷

at ~=div (vc(v) +a-)+ f in Q := (O,T) x 0, 

妥詈＋8Iz(v位）ぅ c(v)+ h in Q, 

(5) v = 0 on (0, T) x rぃ
(6) (vc:(v)＋a) n = 0 on (0'T) X r 2' 
(7) v(O, ・) = v。in!.1, 

(8) び（0,・)＝び0 in !.1. 

ここでf:Q→配と h:Q→ S灯ま外力である． Vo: !J→配と ao: !.1→ S灯ま初期値であ
る．勿： Sd→ S灯ま弾性係数である．技術的な理由により，本講究録では作用素夕を単位行
列に制限する．非斉次境界条件を考える場合，外力，初期値と制約集合に適切な修正を加える

ことにより，非斉次境界条件の問題を斉次境界条件(5),(6)を持つ問題に変換できる．
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2 定義と主結果

この章では，まず関数空間を導入し，無限次元設定における発展包含として問題を再定式化

する．次に，弱解を定義して，その解の適切性を保証するのに必要な仮定を述べる．
以降以下の記号を用いる．

H ：＝び（9；配）， H:=び(n;sり．

これらの内積を(・,・)H, (・, ・)Hとし，ノルムを l・IH,I・ 田とする．また以下も用いる．

V := {z EH闘酌： z= 0 a.e. on r1} 

および， V の共役空間 V' を共役対〈•,•〉V',V とともに用いる． さらに，双線形形式a(・,・): 
VxV→恥を

a(v, w) := (c(v), s(w)) H for v, w EV  

と定義する．また II・ II:= 《玩ご〗とする． このとき，よく知られた Kornの不等式により
II・ IIはVにおけるノルムであることがわかる．応カテンソル 0 に対する発展包含を，無限
次元における発展包含に置き換えるために，集合ZM,Z(t;v(・,x))C Sd ~こ対応する制約集合
応(t),K(t;v)c Hを以下のように定義する．各tE [O,T]に対して，

知(t):= {TE H:|ヂ(x)I:=;; g(t,x) for a.a. x E O }, 

(9) K(t; v)：＝知（t)＋叫t)＋ダ1ts(v(s)) ds. 
ここでg:Q→賊は閾値関数， 0＊: Q→ S灯ま与えられた関数，ダ： Sd→S灯ま与えられた線
形作用素である．び＊は非斉次境界条件の問題を斉次境界条件の問題に変換する際に現れる項

であり，与えられた平行移動の項と捉えることができる．すなわち，この制約集合K(t;v)は
von Mises制約条件K叫t)の平行移動によって定義される．このとき，発展包含（4）は以下の
ように書き直される．

(10) a'(t)+aix(t;v)(a(t)) 3c:(v(t))+h(t) inH, a.a. tE(O,T). 

ここで弾性係数沼は単位行列に制限している．

次に，問題(3)-(8)の解を変分不等式の意味において定義する．

定義 2.1. 関数の対(v，ぴ）が仮似変分不等式の意味で (3)-(8)の解であるとは

VE H1(0, T; V') n C([o, T]; H) nび(0,T; V), 
び EH1(0, T; H), 

a(t) E K(t;v) for all t E [O,T], 

かつ，それらが以下を満たすことである：

(11) 〈v'(t),z〉V',V+va(v(t),z) + (a(t),c:(z))H = (f(t),z)H for all z EV, 
(12) (a'(t),a(t)-T)H―(c:(v(t)), a(t) -1ー）H::;(h(t),a(t) -T)H for all TE K(t;v) 

a.a. t E (0, T),かつ初期条件v(O)= Vo in H とa(O)=びoin Hを満たす．

以降以下を仮定する：
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(Al) f Eび(O,T;V)かつ hEび(0,T; H); 

(A2) v0 EHかつ u0EK叫0)+ u*(O) C H; 

(A3) u* Eが（O,T;H);

(A4) g E H1(0, T;び（0)),g(t,x) 2: 0 for all t E [O,T], a.e. in O; 

(A5)ダ： Sd→Sりま線形．

1つ目の定理は解の存在に関するものである．

定理 2.1. 仮定 (Al)-(A5)の下で，仮似変分不等式の意味で (3)―(8)の解(v,u)が一意的に

存在する．

2つ目の定理は解の連続依存性に関するものである．

定理 2.2. 仮定（Al)-(A5)の下で，（v仇詞） （i = 1,2)をf0,h凡抄i),(J'侶，びり，砂に対応
する仮似変分不等式の意味で (3)―(8)の解とする．さらに，gCi)E C(Q)であり，定数c>Oが

存在して

gCi) 2: c for i = 1, 2, lg(l) -gC2) lc(Q) :S c 

を満たすとする．このとき以下の連続依存性が成り立つ：

|0(1)(t) -0(2)(t)|: + |v(1)(t) -V(2)(t)|; + J 1|v(1)(s)-V(2)(s)||2ds 
::; M {luび—心ば＋h炉ーVふ2)以＋ lh(l)-h(2)似。，T;H)+ lt(l) -JC2)1:2(0,T;H) 

+ |呼-忍 |~1(0,T;H)

＋苫（ I紺 I~+ Ivふi)以＋ I砂）1：刈O,T;H)+ I t叫：列O,T;H)+|心 |~1,2(0,T;Hi) X 

|g(1) -g(2)|C(Q)} 

t E [O,T].ここで定数M>OはT,v,2,cのみに依存する．

注意 定理2.2について，閾値関数g(t)は，共通の定数cによって下から浮いていること，そ

して同じ定数cでその差 lg(l)-gC2llc(Q),すなわちg(l)とg(2)のゆらぎが制限されていること

に注意するまた，連続依存性の評価式の Ig(1)-g(2)IC（百）の係数は，初期値，外力，平行移動

そのものの大きさに依存しているまた，閾値関数の差を考えなければ系として次の結果が

得られる．
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系 2.3. 仮定(Al)―(A5)の下で，（V豆砕）） （i = 1, 2)をf(i),h(i), V屈， o屈，びりに対応する仮
似変分不等式の意味で (3)-(8)の解とする．このとき以下の連続依存性が成り立つ：

(13) |0(1)(t) -6(2)(t)|;+|v(1)(t)-V(2)(t)以＋Jt ||v(1)(s)-V(2)(s)||2 ds 

~ M'{lcr化— 0ふ2)1~+ Iv化— vぼ)以+ |h(l) -h(2)l~2(0,T;H) + lt(l) -f<2ll~2(0,T;H) 

+|叫—疋 I 恥。，T;H)}
t E [O,T].ここで定数M'>OはT,V，ダのみに依存する．

3 定理の証明

定理2.1については証明のアイディアを述べるにとどめる．この講究録では，特に閾値関数に
関する連続依存性についての定理2.2に焦点を当てて議論を進める．

3.1 証明の準備

定理2.1の証明の主要なアイデアは，劣微分によって支配される発展方程式の抽象理論に韮
づいている．制約集合の未知依存性を扱うためにBanach不動点理論も用いるまず，与えら

れた変位速度ベクトル0に対して応カテンソルがD変分不等式を解く．そのために，［7,9, 34] 
によって与えられたKenmochi-Yamada条件と呼ばれる変分不等式を解くための判定条件を
確認する．

補題 3.1. v Eび(O,T;V)を与えられたものとする．以下の性質を満たすaEL刈O,T)が
存在する：任意のs,tE [0,T]; s :St, TE K(s;v)に対して，テ EK(t; v)が存在して

(14) 
t 

|テ-TIHさJa(f) d£. 
s 

を満たす．

証明関数a:[O,T]→良を

a(・):= lg'Ol1ン2(O)+ |o:(•)|H+|0||| t(•)|| 

と定めると， aEび(O,T)である．この関数が(14)を満たすことを確かめていく． s,tE [O,T]; 

s:::; tとする． K(s；かの定義から，各TEK(s;v)に対して

叩：＝ T-叫）ーダ［e（叩）） dfEK叫s)

である．ここで作用素pt:H→ K叫）を以下の通り定める：

T(x)|ヂ|:::;g(t, x) 

(Pt(T))(x) := {trTd(x)恥＋塁昌心） otherwise X E 9,T E H. 
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上記の作用素を用いて

テ：＝ P知（t)（叫＋u*(t)＋ダ［e（叩）） d£

゜と定めれば，テ EK(t; i,)である．さらに，fora.a.XE S1に対して

I (Pt1―M)) (x) -(1―M)(x)I：：：：：|g(t,x)-g(s,x)I 

であることに注意して，以下の評価を得る．

|テ＿TIH：：：：：|g(t)-g(s)IL叩） ＋に(t)-(J"*(s)IH +|ダ|1tIE (i, (£)) I d£ 
s 

：：：：： ［ （lg'(£) IL叩） ＋団（叫＋□|叩）II)直
s 

よって，補題の結論を得る． ロ

この補題のおかげで，発展方程式のよく知られた理論［7]を適用することができる．すな
わち，以下の命題3.2の変分不等式に対する解の存在性と一意性が保証される．

命題 3.2. 任意の与えられたvEび(O,T;V)に対して，各tE [O,T]についてu(t)E K(t項）
であり，下記の変分不等式を満たす解uEげ (O,T;H)が一意的に存在する．

(15) u'(t)+ah(t;vJ(u(t))3c(v(t))+h(t) inH, fora.a.tE(O,T), 

(16) u(O) = u0 in H. 

上記の変分不等式に対する解作用素をS: L2(0, T; V)→び(O,T;H)と定める．

以下の命題は一般的な放物型の理論より保証される（例えば，［28]を参照）．

命題 3.3. 任意の与えられたf;-E び(O,T;H)に対して，下記の弱形式を満たす解 V E 
刷 0,T; V') n L00(0, T; H) nび(O,T;V)が一意的に存在する．

(17) 〈v'(t),z〉V',V+ va(v(t), z) =ー（8-(t),c(z)) H + (f(t), z) H 
for all z EV  for a.a. t E (0, T), 

(18) v(O) = v0 in H. 

上記の弱形式に対する解作用素を S:L刈O,T;H)→び(O,T;V)と定める．

定理2.1の証明のアイディア 解作用素の合成作用SoS:び（O,T;V)→び(O,T;V)が縮
小作用素になることを示し， Banachの不動点定理より，不動点VEび(O,T;V)が一意的に存
在することが保証される．このとき (v,Sv)が仮似変分不等式の意味で (3)-(8)の解となる．
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次の命題は，定理2.2を証明する際に必要になる解のアプリオリ評価である．

命題 3.4. 仮似変分不等式の意味で (3)-(8)の解(v,a)が存在するとき，訂＞〇が存在して，
以下の不等式を満たす．

I び(t)I~+ lv(t)以＋1tllv(s)ll2 ds 
゜三訂（Iびo|計+|Volk+lhl~2(o,T;H) + IJ l~2(0,T;H) +|a.1il,2(0,T;H)) 

t E [O,T].ここで定数訂は， T,V，ダのみに依存する．

証明 仮似変分不等式（11),(12)をt=sとして，試験関数を次のように選ぶ

T=叫）＋ダ1"c(v(£)) d£, z = v(s). 
得られた変分不等式と弱形式の和をとって，次のように計算できる．

（が(s),a(s)―叫s)-.Z 1s E (V (£)) d/l,) H +〈v'(s),v(s)〉V',V+ va(v(s), v(s)) 
H 

:S -(c(v(s)) + h(s），叫s)＋ダ1sc(v(£)) d/l,) H + (h(s),a(s))H + (f(s),v(s))H, 
0 I H 

l d l d 
芦|a(s)I~+ ~孟 |v(s) 以＋ vllv(s)ll2

＜ （が(s)ぶ（s)＋ダ1sc(v(£)) d/l,) H -(c(v(s)) + h(s)ぶ（s)＋ダ1sE (V (£)) d/l,) H 
+ (h(s), a(s)) H + (f(s), v(s)) H" 

任意のtE [O,T]に対して，（0,t)上で両辺積分し，右辺の第1項に部分積分を適応する．

炉（t)I~+ ~lv(t)以＋ v1t llv(s)ll2 ds 
'.S 1t (a'(s)ェ（s)＋ダ1sE (v (£)) d/l,) H ds 
-1t (c(v(s)) + h(s)ぶ（s)＋ダ1sE (v (£)) d/l,) H ds 
+ ;t (h(s),o(s))Hds +Jt (f(s),v(s))Hds ＋炉晶＋］疇

＝ー［（a(s)，必（s)＋年(v(s)))H + (a(t), a.(t)＋ダ［c(v(£))d/l,) H -(ao, a.(o)) H 

ー！ （c(v(s)) + h(s),の(s)＋.Z1s E (v (£)) d/l,) H ds 
＋ ［t （h(s），び（s）)Hds+Jt (f(s),v(s))Hds + ]厄o|]+ ]疇
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部分積分であわれた第2項の扱いに注意が必要である．この項をYoungの不等式で分解した

際に， 1 (l（t）|》と「 llv(£)112心が現れるが，両項を左辺に吸収する必要がある． I。~ llv(£)ll2d£に
ついて， Holderの不等式より係数に時間変数tが現れることが利用できる．そこで，時間区間

(O,T)をNEN等分して，その幅T.:= T/Nが十分小さく

0 < T. < 
8|ダ |2

を満たすものとする．ここからtE [O,T*]について評価を考える． Youngの不等式と Holder
の不等式を用いて下記の評価を得る．

詞叫＋ ~lv(t)以＋ v1'llv(s)ll2 ds 

::; ~ 1t厄(s) 位 ds 十 ~1t比(s) 位 ds+jぐ［に(s)靡ds+ ~ 1t 11 v (s) I I 2 ds 
＋ ］に(t)位＋2に(t)位＋2|幻 T.1t llv(s) 112 ds +叶心＋択（O)I~

+ ~ 1t llv(s)ll2 ds + ~ 1t I(l*(s) I~ ds + ~ 1t s 1t 11 v (£)I I 2 de ds 

+ ~ 1t lh(s)l~ds + ~ 1t I(l(s)位ds+ ~ 1t lf(s)以ds+ ~ 1t lv(s)以ds

+ ~lcrol~ + ~lvol~-

さらに， T.< v/(8|ダ |2)に注意して， I。:llv(£)ll2d£ を左辺に吸収する． 1(l＊（t）|》や広(0)位は
|(l』が(O,T;L叩））で評価できる．

叶（t)I~+ ~ lv(t)以＋~ 1• llv(s) 112 ds 

< (1+ 1:|2)Jt 1び(s)I~ ds + ~ 1t lv(s)以ds+ ~ 1t 1s llv(£)112 d£ds 

＋炉心＋ ~lvol~+ lhl:2(0,T;H) +拉|fl:2(0,T;H)+ (1 + ~ + 5 (~ + T))に比。，T;L叩））
次に，得られた上記の評価の係数を揃える．ここで，

Cm:= min { i, ~}, CM:= max { 1十で］29 2 よ~,1十芸＋5仕＋r)},玩＝乞：
とする．定数泣。はT,V，グのみに依存する．得られた評価は下記のように書き換えられる．

|(l(t)I~ + lv(t)似＋ 1• 11 v (s) I I 2 ds 

さ訂。{[|(l(s)|]ds+[ |v(s)似ds+[[||v(£)||2d£ds 

+I(lo|]+ |v。以＋ lhl~'(O,T;H)+ 1,1~'(0,T;H) +|び＊似。，T;L叩））｝
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t E [O, T.]．したがって， Gronwallの不等式より

la(t) I~+ lv(t)以＋J I|v(s)『ds

::; Mo exp (MaT) (I びol~ + lvol~ + lhl~2(0,T;H) + lf l~2(0,T;H) + la*[が(O,T立(fl)))

t E [O, T.].右辺の係数M*:=M。exp(M。T)は初期値に依存しないので，任怠の時刻tE [O,T] 
に拡張できる．実際任意のtE [O,T]に対して，tE [(k -l)T., kT*]を満たすk= 1,2, • • ・,N 
が存在して，下記のように評価できる．ここで，〇k:= a(kT』,vk:= v(kT.)と表記すると
する．

la(t) I~+ lv(t)以＋ 1'llv(s)ll2ds 

::; Ni. (I びk-11~ + lvk-11~ + lhl~2(0,T;H) + lf l~2(0,T;H) + la.Iぶ'1,2(0,T;H))

三i:(|0k-2 位＋ lvk-21~) + (M. + i¥だ） (lhl~2(0,T;H) + lf l~2(0,T;H) + la.1~1-2(0,T;H)) 

こ記 (luo|危+|volk）＋立正 (lh|~2(0,T;H) + l t 1~2(0,T;H)+|り如，2(0,T;H))
p=l 

N 

こ記(|びo|沿 +|volk）＋と正 (lhl~2(0,T;H) + lf l~2(0,T;H) + lu晶1,2(0,T;H))
p=l 

=: M (luolJi + lvolk + lhl~2(o,T;H) + lf l~2(0,T;H) +に|?v1,2(O,T;H)) • 

以上より，命題3.4が証明された ロ

3.2 定理2.2の証明

i = 1,2とする．（研），v（i))を吋i)'V屈， h(i),JCil, a-り，g(i)に対する仮似変分不等式の意味で
(3)-(8)の解とする．閾値関数g(t)に対する仮定として以下を採用する：ある定数c>Oが存

在して

gCi) Eが（O,T;ザ（9）)n C(Q), g(t) 2 c for i =1,2, |g(1) -g(2)|C(O) < c. 

ここで，関数の差をg:= g(l) _ g(2)と表すとする．け：＝ 0（1) _o(2)'6:=V(1) -V(2）などその

他の関数も同様である．

K⑰(t) := {TE H:|ヂ|~g叫t) a.e. inn}, 

砂(t;v):= K悶（t)＋心（t)＋ダJte(v叩））d£.

゜的(t)に対して，心(t)EK⑰(t)が存在して

臼t)＝心（t)+心(t)+£Jte （砂（£))d£. 

゜
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ここで

1 1 
r := 1-~l/1) -g(2)lc（百） ＝ 1 ― ~l g lc（百）

とおく．このとき，（i,j) = (1, 2), (2, 1)に対して

r心(t)EK似t)

である．今，（砕），砂）は次を満たす．

(19) ((a-(il)'(t),a-(il(t)-1ー）H―(c(v(il(t)),a-(il(t)一T)H：：：：： (h(il(t),a-(il(t) -1ー）H

for all TE K(il(t; v(il), 

(20) 〈(v(il)'(t),z〉V',V+ va(v(il(t), z) + (a-(il(t), c(z)) H = (J(il(t), z) H 
for all z E V, for a.a. t E (0, T). 

ここで，（19)についてi=lを考える．

((a-(ll)'(s),a-(ll(s)-T)H―(c(v(ll(s)), a-(ll(s)ー T)H：：：：： (h(1l(s),a-(ll(s) -T) H 

for all TE K(1l(s; v(ll), 

上式の試験関数として

s 

T=誓（s)＋叫（s)＋,Z18  E (v(l)(R,)) dR, 

゜を選べば

砂）（s)-T  
S / I'S 

＝心(s) —叫（s) ＋.Z1s E (v叫）） di-(r心(s) —砂（s) ＋ダ 1sc (v(ll(R,)) dR,) 
＝心(s)-r心（s).

したがって，次の不等式を得る．

((a-(ll)'(s) -c(v(ll(s)) -h(1l(s), a-幻(s)-rn訂（s))H：：：：： 0. 

ケ＝和＋ケ＊＋ダIc(6)心に注意して計算すると，次のように変形できる．

((び(ll)'(s)-c(v(ll(s)) -h(1l(s），闊（s) —心(s))H 

：：：：： （1 -r)(-(び(1l)'(s)+ c(v(ll(s)) + h(1l(s)砥 (s))H' 
s 

(((J'叫(s)-c(v(ll(s)) -h(1l(s），a(s) -a*(s)ーダ1sc(v(R)) di) H 
s 

：：：：： （1 -r) （—(別） '(s)+ c(v(1l(s)) + h(1l(s），詞（s) —忍(s) -.Z 1s c(v(2l(£)) de) H. 
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同様にして次の評価を得る．

ー（（詞）＇（ s）-e(v(2)(s))-h(2)(s），a(s) -a*(s)ーダl心（£))de) H 
:::; (1 -r) （—（詞）＇（s) + c(vC2l(s)) + h(2l(s), aCll(s) —砂(s) ーダ [e(v(1)(f)) df)H. 

上式2つの不等式を両辺足し合わせて次の評価を得る．

（a'(s) -c(v(s)) -h(s），a(s) -a.(s)ーダ［叩））de)
H 

<'. (I -r){ （—（か）＇（s) ＋ e(v(1)（s)） ＋砂（s)，詞 (s) —忍(s）ーダ [e(v(2)M)) df)H 

＋ （—(詞）＇（s） +e(v(2)(s)) + h(2)(s), び(1)(s) —叫(s) —」 [e(v(1)M)) di[} 
=:~W(s). 

右辺の{•}の中身を W(s) とおく．続いて，（20) の試験関数の選び方は標準的な方法である．
すなわち，（20)のi= 1, 2について試験関数をそれぞれv(s),-v(s)を選び， 2つの弱形式の
和をとることで次の等式を得る．

1 d 
5亙lv(s)以＋vllv(s)ll2+ (a(s),c(v(s)))H = (f(s),v(s))H" 

上式2つの評価を合わせることで次の不等式が得られる．

l d l d 
国a(s)I~+疇lv(s)以＋vllv(s)ll2

さ（a'(s)ぶ（s)＋ダ1sc(v(C)) de) H -(c(v(s)) + h(s)ぶ（s)＋グ［国））dR,)H 

+ (Ti(s），a(s))H + (f(s), v(s))H —|~W(s). 

命題3.4と全く同様の計算を適応すると， T*:= T/N > 0，玩＞ Oが存在して

(21) 

恒(t)I~+ lv(t)以＋1t11 v (s) I I 2 ds 
゜

＜訂＇｛ ［恒(s)靡ds＋ ［団（s）以ds+ [[  ||0(l)||2dfds 

+ |叫+|̀ 。以＋り土，T,H）+ |f|:2(0,T,H) + |び*|]MO,T,L叩））十|~llW(s)ids} 
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t E [O,T*]が成り立つ．次に， W(s)に関する項について， M>Oが存在して

1t W(s)ds ~立（I硲I~+ Iv叫＋ I砂）似。，T;H)+ lt(i)l~2co,T;H) +|心 |~1,2(0,T;H))
i=l 

t E [O,T］，満たすことを示す．実際任意のtE [O,T]に対して

1t W(s) ds = 1t (c(v(ll(s)) +砂（s) ，詞（s) —忍(s) ーダ 1sc(vC2l(£)) de) H ds 

ー！ （（詞）＇（ s）,6(2)(s) —忍(s) ーダ 1sc(vC2l(£)) de) H ds 

+ 1t (c(vC2l(s)) + h(2l(s），詞（s）—叫(s) ー 2fos c(v(1l(e)) de) H ds 

ー［ （（詞）＇（s)，詞（s) —叫（s)t -ク[e(v(1:(£))df)H ds 

＝ ［聞(s)dsー［閏(s)ds+1閏（s)ds -1聞(s)ds 
第1,3項については， Youngの不等式と Holderの不等式を用いて分解し，命題3.4より評価
できる．第2,4項については，（砂））＇が含まれるので，部分積分を用いて等式変形する．

ー［児(s)ds-[聞 (s)ds 

＝ ［ （汎(s),(び(2))'(s)ー（忍）＇（ s)一年(vC2l(s)))H ds 

ー（0'(1)(t)，詞(t)—忍(t)ーグ［ e （v(2)U)) di)H  ＋ （耐，忍—忍(0))H 

ー！ （（詞）＇（s)，詞 (s) —叫（s）ーク［ e （v(1)(f)) df)H ds 

＝ー［ （詞（s),（忍）＇（ s)＋年(vC2l(s))) H ds 

-(0'(1) (t)，詞(t)-(J'り（t)ーダ1tc(vC2l(£)) df,) H +（星亭—忍(0))H 

＋ ！ （（詞）＇（ s)，呼（s)＋21sc(v(ll(£)) de) H ds 
＝ー［ （訥（s),（忍）＇（ s)＋年(vC2l(s))) H ds 

―（詞（t)，詞（t))+（詞（t)，忍（t)＋ダ1tc(vC2l(£)) de) H +（闊，亭—忍(0))H 

ー［ （詞（s),（砂）＇（ s)＋年(v(ll(s))de) H ds 

＋ （詞（t)，呼（t)＋2fot c(vC1l(£)) de) H -(びも2），叫（0))H 
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t E [O,T].したがって，（研））＇が相殺されたので，第 1項と第3項と同様に命題3.4の解の有

界性より評価できる．この評価と (21)と合わせて， M。＞ 0が存在して，

l?J(t)I~ + lv(t)以＋1illv(s)ll2 ds 

こM。{fat l?J(s)位ds+ 1t lv(s)畠ds+ 1t 1s llv(C)『dCds
+ |?Joi~+ Iv。以＋ l li l~2(0,T;H) + 111~2(0,T;H) + I叫 ~1(0,T;L叩））

+苫(|硲|~+ Ivぷ)以+|h(i）似。，T;H)+ IJ(ill~2(0,T;H) +|心 |~1,2(0,T;H)) l91c(Q)} 
t E [O,T*]が成り立つ．ただし，定数M。はT,v，.!£, Cのみに依存する．ここで， Gronwallの
不等式より

(22) 

恒(t)I~ + lv(t)以＋1'llv(s)112 ds 

< M。exp(M。T){ 回|~+厄ol~ + lli l~2(0,T;H) + IJl~2(0,T;H) + l ?J•l~,(O,T;L叩））

＋苫（laふ:)1~ + lvi')以＋似土。，'r;H)+lf鶯2(0,T,H)+ |心|:V,'(o,,H)) l!i lc(Q)} 
t E [O, T.]. M. := M,。exp(M。T)とおく．ここから次の記号を用いる．

IU|加 :={1/J"|Ji+lvlt}112, U = (!J",v) EH  x H 
|F*1び(o,T;.Yt'):= { lhli2co,T;H) + lfli2(0,T;H) + 1/J".I加，2(0,T;H)}1/2' 

凡＝（h,fぶ） EL刈0,T;H)xび(0,T; H) x W1'2(0, T; H). 

この表記を用いて，（22)は次のように書き直せる．` + J ||0(s)||2ds 
三 M*{1 [Jol~ + w.1~2(0,T加） ＋ど(iuJill~ + IFYll~2(0,T宛）） l9lc(Q)}

t E [O, T.].また命題3.4の解の有界性は

1u叫t)|：三訂{luJi)|い |F凹二，T，忽）｝
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t E [O,T]と表されることに注意する．任窯のtE [O,T]に対して，tE [(k -l)T., kT*]を満た
すk= 1,2, • • ・,Nが存在して，次のように評価できる．ここで， Uk:=U(kT*)とする．

1:~.{1瓜心＋ IE|:2(OT炭） ＋喜(|U;¥|い|F)鶯2(OT,Yf'))Ig|C(O)}
:::;M月瓜心＋（M*+M;)IPふ(O,T，尻
2 

＋ど｛（M;+M直）1叩心＋（M;+M＊国＋1))IFYl 1~2(0,T;.Yt')} lglc(Q) 
i=l 

N 

::::; M刈佑o|し＋どM;IP. I ~2 (O,T,尻
p=l 

＋立｛（M;1+ (M;1-1 + • • • (M; + (M; + M直）Ai)•••国） 1u罰し
i=l 

+ (M;1 + M;1-1国＋l)+・・・+M詞 N-1＋・・・十訂＋1))IFY) 1~2(0,T,加)}|9|C(O)

= M{凰|し+|E|:.,(O,T宛） ＋立 (|Uj°|~+IF!;) 以。T炭）） l•lc（百）｝
i=l 

以上より，定理2.2が示された． ロ

4 今後の課題

今回扱った問題は，移動硬化則を表す項が線形（ダが線形）の場合であった非線形の場合を

考えるためには，解作用素の縮小性の評価や連続依存性の解の差の評価において，積分の項

をまとめることができず，部分積分を適用する際に，項の処理に困難が生じる．この部分の取

り扱いについて引き続き検討が必要である．

降伏条件に対応する閾値関数が未知関数のひずみの履歴に依存する場合（等方硬化則）を

念頭に置き，閾値関数に関する連続依存性について取り扱った．この際，閾値関数に対する付

加的な仮定が必要なり，また，閾値関数の差の位相はC（Q)となったより実用的な位相での
評価を得るために工夫が必要である．
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