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Bezout-Hankel行列の前処理に係る有効性の事前判定法

Pre-verification technique for validity of 

preprocessing Bezout-Hankel matrices 
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Abstract 

Computing the approximate GCD for multivariate polynomials based on Barnett's theorem, many 
linear equations with a common matrix part need to be solved. Focusing on the matrix component, 
we discuss techniques related to improving the condition number of matrices, and whether or not 
improvements can be made. 

1 はじめに

浮動小数係数の多項式 x f(x) = c(x)f(x)＋△J,g(x) = c(x)g(x)＋△9 E lF[x] with deg(!) -deg(g) = 1の

近似GCDの計算法について， Euclidの互助法を始めとして様々な方法がこれまでに提案されている： QR

法に基づく方法[16,9], Sylvester行列の零空間を計算する方法[8]，最適化手法 [26,27]，および，実験と

して興味深いもの [19]などである．この中でも Barnettらによる構造行列からなる線型方程式に帰着した

方法はシンプルであり [2,3]，特に， Bezout行列や Bezout-Hankel行列からなる線型方程式に帰着した方

法 [11]は様々な派生研究を生んでいる [4,18]．この中から本稿では， Bezout-Hankel行列を用いる方法を

話題にする（次数の差がこの条件を満たさないとき， g(x)x (x -a) with a E lFをする．本稿で対象とな

る安定性には影響はない．後述する例 1を参照）．ここで， f,gからなる Bezout-Hankel行列1i(f,g)とは，

g(x)/f(x)を無限遠点で展開した級数h(x)= g(x)/ f(x)＝こご1九X―'の係数から構成される次の Hankel
行列である．

h1 hn-k II hn-k+l hn 

1i(J, g) hn-k 

hn h2n-l 

(h1,..., hn-k, hn-k+l,..., h叫＝ （1ln-k(f, g), hn-k+l, • •.) E ]Fnxn 

Bezout-Hankel行列を用いた近似GCD計算法としてPade近似よる方法[17],Barnettによる方法[11]な

どが知られる．余因子を求める方法，近似GCDを求める方法と出力は異なるが，いずれも Bezout-Hankel
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行列の部分行列からなる線型方程式を解く．計算の安定性について評価する必要があるがこれらに関して

調査した研究はほぼない．使用する Bezout-Hankel行列の部分行列は 1つであり，構造化された行列であ

るため条件数を見積もるのは困難でないと思われるが本稿で触れることにする．

2章でDiaz-Tocaらによって改良された Barnettの定理による GCD計算法，および，条件数に関する復

習とすでに知られた事実について述べる． 3章では，工夫によって Bezout-Hankel行列の部分行列の条件

数が改善される例および悪条件になる場合について数値例を用いて述べる． 4章では，条件数が改善される

場合とそうでない場合について述べて Bezout行列と Bezout-Hankel行列のいずれを利用すればよいのか，

簡単なチェック法を述べる． 5章では，本稿をまとめる．

2 Bezout-Hankel行列によるGCD計算と条件数

本章では， Bezout行列および Bezout-Hankel行列を用いた Barnettによる GCD計算について紹介し，

また，数値計算でたびたび利川される行列の条件数について振り返る．

2.1 Bezout行列と用いたBarnettの方法

Bezout行列を用いた近似GCDは次の手順で計算を行う [11].

•入力： f(x),g(x) E lF[x] with n =deg(!);:,. deg(g) = n -1 

•出力： gcd(f,g) = c(x) = 1 •砂＋区に。~Ciが

1. Bezout行列B(f,g) = (b叫1:<;i,j:<;nE ]FnXnを構成

B(f,g) = (b1 ・ •.bk II Bn-k(F, G)) 

ここで， Bezout行列の係数幻は (i(x)g(y)-J(y)g(x))/(x -y)＝区b;,jXi-1が―1E lF[x, y] 
の係数から得られる．

2.線形方程式系を解く

Bn-k(f,g)x = bi for 1 :<:::; i :<:::; k 

3. Bn-k(f,g厄＝ biの解の第 1要素cぃは GCDのxi-1の係数となる。
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2.2 Bezout-Hankel行列

前節で述べた Bezout行列の場合と類似の方法で， Bezout-Hankel行列を用いた近似GCD計算を行うこ

とができる [11].

•入力： f(x),g(x) E lF[x] with n =deg(!)> deg(g) = n -1 and k = deg(gcd(f,g)) 
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•出力： gcd(f,g) = c(x) = 1・企＋区い］C;が

1. Bezout-Hankel行列1i(f,g)= (h叫l~i,j~n E ]FnXれを構成

叫 g) = (1in-k(f,g) II hn-k+l ・ ・ ・ hn) 

2.線形方程式系を解く

Hn-k(J, g)x = h; for 1 :::; i:::; k (2) 

3.解がGCDの係数： Hn-k(f,g)x = hn-k十，の解と関係式から近似GCDを計算：
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のCi,n-kから GCDのxi-Iの係数C;が構成される．

2.2.1 Panによる方法

本稿では， Panよる Pade近似による方法も紹介する． Barnettの定理は近似GCDの係数そのものを求

めるが， Bezout-Hankel行列は行列は， 1～ iの係数からなるため， Pade近似による方法は余因子の情報
を多く含むことに注目した方法である．

2.3 条件数

行列MEpnxnの条件数cond(M)pは行列の数値的安定性を示す 1つの指標であり，線型方程式Mx=b

の結果の計算精度を見積もるために利用される．

cond(M)p = IIMIIP x IIM-IIIP 

行列M の要素の最大値が1になるように正規化されているとすると，条件数が大きくなることは逆行列の

要素が大きくなることを示しており，線型方程式の計算そのものが不安定になることを示すものである．行

列のノルムによって値が異なるが，本稿ではp= 00の無限大ノルムを利用することにする．

IIMll1 

IIMll2 

IIMlloo 

max > 1m・・
J 
Llm;,jl 
i 

IIM叫12
sup ~ = max J入{M'M)where入（＊）は固有値
咋 0 に112

m竺~Im』
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これらのノルムには次の関係がある．

max{IIMlli, IIMlloo} 

[ 
-<:: IIMll2-<::凶|Mll1X IIMlloo 

本稿で扱う， Bezout行列およびBezout-Hankel行列はM =1i(f,g) or= Hn-k(f,g)(2.3.lで定義）で対称

であるため， IIMll1= IIMllooより次を満たす．

IIMlloo 
[ -<:: IIMll2-<:: IIMlloo 

ゆえに，無限大ノルムで評価をすることは，反復法特異値分解など 2—ノルムで線型方程式を解く場合の

条件数も大雑把に評価ができるものになる．

2.3.1 部分行列の条件数の評価

式（1)と式(2)の行列は縦長の正則行列である．正則行列であるため，計算の効率性と正方行列の方が扱

いやすいため，次の部分行列についてのみ評価する．

• Bn-k(J,g)の下n-K行のみを取り出した部分行列瓦＿k(j,g)を評価する．この行列は対称行列で

ある．

•甘n-k(j,g) の上 n-K 行のみを取り出した部分行列れn-k(j,g) を評価する．この行列も対称行列で

ある．

式（1)と式(2)の行列部分を上記の部分行列に交換しても計算の結果は変わらない．

3 条件数を眺める

例 1(deg(!) = deg(g)のとき）

近似 GCDc1(x)=丑 -x+lを持つ多項式f孔x),91 (x)について，条件数を比較する．

fi(x) =釘（x)x (5x3 + 4x2 + 3x -5) + O.OOOlx, g1(x) = c12(x) x (3x3 -4x + 5) 

入力多項式の次数の差を1にするため多項式を乗ずる． cond（礼パxfi,g1))= 39., cond（廿パ(x+l)fi,g1))= 

77., cond（叫（X-0.2)j立 1))= 46., cond（叫（X-0.02)jぃ91))= 40., cond（和（（呼— l)fi,91)) = 75., 

cond（出（（企— l)f囁）） ＝176..主係数が小さくない多項式であればそれほど条件数は変わらない． I 

例 2（微小主係数GCDを持つ場合）

近似 GCDとして c2(x)= 0.1呼— x+l を持つ次の多項式の Bezout 行列および Bezout-Hankel行列の部

分行列の条件数を評価する．

f心）＝ c2(x)x (5企＋4砂＋3x-5) + O.OOOlx, 

g2(x) = c2(x) x (3x3 -4x + 5) -0.0003丑＋0.00004

• Bezout行列cond（凡（h,g2))= 4.2 X 107 
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• Bezout-Hankel行夕lj:人力多項式の次数が同じ為，次数を調整するため f2ではなく (5x-l)hで計
算をした． cond（加（（5x-l)h如）） ＝23. 
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Bezout-Hankel行列の部分行列はは微小主係数 GCDの影響を受けない．

例 3（余因子：分母の主係数が小さい場合）

近似 GCDとして， c3(x)= 0.1丑— x+l を持つ多項式について述べる．

f心）＝ c心） X (1砂＋4丑＋3x-5) + O.OOOlx, 

93け）＝ c心） X (3企— 4x+ 5) -0.0003丑＋0.00004

• Bezout行列cond（瓦（fふg3))= 1.1 X 106 

• Bezout-Hankel行列： cond（れ4((5x-l)fふg3))= 4202. 

ー

0.60 -3.0 10. -28. 66. -130. 

-3.0 10. -28. 66. -130. 180. 

知（5x-1)fふ93)= I 
10. -28. 66. -130. 180. -0.78 

-28. 66. -130. 180. -0.78 -1255. 

66. -130. 180. -0.78 -1255. 5360. 

-130. 180. -0.78 -1255. 5360. -22692. 

Bezout行列の場合，微小主係数 GCDに影響はうけるが余因子の係数の影響受けない．一方， Bezout-

Hankel行列は分丹側の多項式の余因了の影響を大きく受ける．これはg/fの級数展開の係数から行列を構

成するため当然と言える．また次を見ると， f叶こ乗ずる多項式を変更しても条件数に大きな変化はなく調
整が効かないように見える（主係数部を小さくないようにするような多項式を乗じた）．しかし，

• cond（化（（5x-l)fふg3))= 4202. 

• cond（礼4((4x+ l)h, g3)) = 23242. 

しかし， Bezout-Hankel行列の要素は，入力多項式からなる有理関数の級数展開の係数から構成されるため

入力に順序がある．次のように，分子と分母をひっくり返すと条件数が劇的に改善される場合がある．

• cond（廿4(!4+ (lOOx + l)g4, g4)) = 148. 

I 

注意 1(Bezout行列）

Bezout行列は入力の順序を交換しても，符号しか変化しない．また，入力を積和で変換しても大きく変わ

らないことが次からわかる．

1. B(f,g)=-B(g,f) 

2. B(af,g) = aB(f,g) with a E lF 
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3. B(f, g) = B(f + ag, g) = B(f + ag, f + bg) with a, b E lF 

部分行列尻＿k(f,g)も上記性質を保持することから，それゆえ， Bezout多項式は人力に微小主係数GCD

を持つか否かで安定度が変わる． I 

4 Bezout-Hankel行列の部分行列の条件数

Bezout行列の部分行列の条件数は次でかける．

cond(Bn-k(J,g)) = "(尺 where'Y= llc(gcd(J,g))l/llgcd(J,g)II 

この性質から、近似GCDの主係数が小さい時が悪条件である． Bezout-Hankel行列の部分行列の条件数が

わかると，前処理の適応条件が決定できるため，見積もることは重要である．

4.1 条件数の見積もり

問題になるのは， f=g/fが発散する時なので，この時に限り検討する．係数は次で計算される (2つの

方法で評価をしたが，いずれも同じ結果であった）．

• Henrichによる級数展開を用いると，

h1 = 
翫 1 gn-i+1一とに砂fn-i
fn' 
hi = 

n fn 

より， llh;II= O(lgn-1「/|fnl')or llh;II <::: 0(1/lf止）

•級数展開としてみる

1
-
f
 

1 1 
-x  
fn 1+...l.F(x-1) 

fn 
1 1 2 1 

l―五F(x―1)+｛五F(x―り｝＋．．＋｛五F(x―り｝n+. 

なので、 llh』=O(l9n-1「/|fば） orI lh; I I <::'. 0(1/lf訓）が妥当

叫-k(j,g)尤＝ hn-K+，について，

llxill = 0(1/lfn「)orO(l9n-1「/|fnl')

であり Hn-k(f,g)-lの各要素の大きさの見積もりは xand hn-k十，の大きさが同じオーダーであること

から，

叫 -k(f,g)―1i,J~O(1) 

故に次が言える

cond（礼n-k(J,g)) 1/lfnl X 
1 -1/lf叫k k 

1 -1/lfnl 
:::::; 0(1/lfnl"') 

O(l9n-1 lk /If才）
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5 まとめ

Bezout行列と Bezout-Hankel行列のいずれかを用いるのかについて，①近似GCDの主係数が小さいの

か，②余因子の主係数が小さいのか，で使い分けると効呆的であることが示すことができた．①近似GCD

の主係数が小さいか否かの判定は主係数消去を数回繰り返すことで確認ができる：計算量は0(1)．余因子

の主係数が小さいか否かの判定も Henrichの方法に級数辰開の低次の項を構成することで確認ができる：計

算量は 0(1).

Bezout行列と Bezout-Hankel行列を Barnettの定理は非常に類似しているため， Bezout行列を用いる

方法を第ー選択とすることが良いと思う．

残る問題は Sylvester行列を基にした算法を検討するかが残っている．いくつかの研究が報告されている

ので，それらを網羅した検討を今後の研究としたい
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