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形式体系における一様含意と II~-CA。の叫定理の特徴づけ
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1 導入

逆数学とは，定理の証明に必要な公理を特定する研究であるとしばしば言われる．ここでいう公理とは，

伝統的には自然数とその部分集合を扱えるような一連の形式体系，二階算術の公理系を指す＼数学の種々

の定理を二階算術の言語らの論理式として表現し，それらの論理式と五大体系と呼ばれる，線形に並ぶ五

つの公理系 (RCA。,WKL。,ACA。,ATR。,Ill-CA。，右に行くほど強い）との間で同伯性を調べるというのが

伝統的な逆数学の研究である．

逆数学の研究が進むにつれ，解析学・幾何学・代数学・数理論理学など実にさまざま範囲の定理に対して

五大体系こそがそれらの証明に必要十分であることが証明され，数学の定理が五大体系によって特徴づけ

られてきた．しかし一方で五大体系では特徴づけられないような定理も発見され，そのような定理を特徴

づけるために新たな公理系も導入されてきた．数学の諸定理を既存の公理系によって特徴づけることはも

ちろん逆数学の研究目的だが，現在の逆数学研究ではそれだけでなく新たな公理系を導人し逆数学の枠組

みを広げることも重要視されている．すなわち，既存の公理系では特徴づけられない定理を発見しその定

理を特徴づけるための公理系を導人するという形の研究もまた重要である．このようにして広げられてき

た逆数学の枠組みの複雑な様相は逆数学動物園［1]と称される．

本稿では五大体系のうち最も強いIll-CA。と，次に強いATR。の間の領域を特徴づける一連の公理系群を

導人する．そして， Galvin-Prikryの定理([N門に対する Ramseyの定理）の自然な弱化とそれらの公理系の

関係性を見る．なお，本稿の内容は横山啓太氏との共同研究に基づく論文 [8]の一部を要約したものである．

2 準備

まず本楕で扱う基本的な概念をいくつか導入しよう．二階算術については [7]が標準的な文献であるので，

そちらも参照されたい．

定義 2.1.二階算術の言語らは，以下の要素からなる形式言語である．

•数変数 x,y,z,...,

•集合変数 X,Y,Z,...,

•数定数 0,1, 

1二階算術の言語らの公理系のうち，特に Z2のことを二階算術 (second-orderarithmetic)と呼び，本稿で扱われているような
公理系を二階算術の部分体系 (subsystemsof second-order arithmetic)と呼ぶ流儀もある．しかし，よく扱われる一部の £2公理
系が必ずしも Z2の部分体系となるわけではない（例えば £2における強い選択公理や従属選択公理は Z2では証明できない）ことを
考えれば，むしろ構造 (w,P(w))の性質を記述するような £2公理系を総称して二階算術と呼ぶ方が妥当であると思われる．
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•数上の二項演算＋，・，

•数上の二項関係<,=,

•数と集合に対する関係 E.

ら構造M はM = (N尺 sM,o凡 1凡＋M,.M,＜尺＝M,EM)という形をしている．ただし， NMは

数変数の走る領域， sMは集合変数の走る領域， oM,lMENMであり，十M,.MはNM上の二変数関数，

<MはNM上の二項関係， EMはNMxsMの部分集合である．また，＝M はNM上の通常の等号とする．

我々は通常Henkin意味論を用いる．すなわち， SMはP(NM)の部分集合であるとして， EMは通常の

要素関係であるとする．また， QM,1M, +M,.M, <Mは文脈から明らかな場合は省略し，単に (NM,SM)

という組をら構造と呼ぶこともある．

注意 2.2.言語らにおいては，集合変数に対する等号は用意されていない．以下では，集合変数X,Yに

対してX=YはVx(xE X f-+ x E Y)の略記であるとする．

記法 2.3.本稿では記号Nはら構造の数領域を表すために用いる．標準自然数の集合{0,1,2,．．．｝を表す

場合は W を用いる．

二階算術では数変数と集合変数という二種類の変数を扱うため，量化記号も数変数に対する星化Vx，ヨx

と集合変数に対する量化vx，ヨXが存在する．らの論理式は，これらの量化記号の現れ方によって次のよ
うに階層化されている．

定義 2.4.数変数xと， xを含まない項tによって Vx< t，ヨX< tという形で表される鼠化のことを有界鼠

化という．

各jE w,iく 2に対して論理式のクラス I:J,II}を以下のように帰納的に定義する．

•全ての量化が有界量化であるような論理式を羽論理式， rrg 論理式という．

・認論理式ゃを用いて， Vxcpという形で表せる論理式を II『+1論理式という．

• II]論理式ゃを用いて，ヨxcpという形で表せる論理式を望+1論理式という．

•ある j について羽論理式であるような論理式を葛論理式， IIも論理式，あるいは算術的論理式と

いう．

• E}論理式r.pを用いて， VXr.pという形で表せる論理式を11]+1論理式という．

• II]論理式 r.pを用いて，ヨXr.pという形で表せる論理式を E3+1論理式という．

また，考えている文脈でE；論理式， 11;論理式と同値な論理式も総称して E；論理式， 11;論理式と呼ぶ．例
えばx=x/¥ヨY(yE Y)はヨY(yE Y)と同値であるため叫論理式とする．

定義 2.5.公理系Tにおいて区；論理式でも11；論理式でも表せるような条件をT上の△；条件と呼ぶ．考
えている文脈から Tが明らかな場合は単に△；条件とだけ呼ぶこともある．

定義 2.6.らの公理系I羽， RCA。,ACA。,m-CA。はそれぞれ以下のように定義される．

• I冒：離散順序半環の公理と謂論理式に対する帰納法公理．

• RCA。:I賃に，各r.pE埓，1/JE II~ に対して以下の論理式の全称閉包2を加えたもの．

Vx(r.p(x)⇔ゆ(x))→ヨXVx(xEX⇔ r.p(x)). 

2ゃやゆは x以外のパラメータを含んでも良い．ただし X は含まないものとする．これは，以下に定める ACA。ゃ II1-CAoの
場合も同様である．余談だが，ゃに X の出現を許す場合， X の出現を許さない場合と比べて一般にはるかに強い公理となる．このよ
うな公理系は帰納的定義 (InductiveDefinition)の文脈などで扱われる．
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• ACA。:RCA。に各cpE葛について以下の論理式の全称閉包を加えたもの．

ヨX'vx(xEX⇔ cp（ぉ））．

• rrt-CA。:RCA。に各cpE II}について以下の論理式の全称閉包を加えたもの．

ヨX'vx(xEX⇔ゃ(x)).

以下，定理や定義を述べる際に，定理 (T)と粛いたらその定理が公理系Tにおいて証明可能であること

を意味する．また定義 (T)と書いたらその定義がT内で行えることを意味する．

定義 2.7 （対関数， RCAo)-(•,•) で標準的な対関数炉→ N を表す．

定義 2.8（集合族， RCA。)．集合X とxENに対して，集合XxをXx= {y: (x, y) EN}と定義する．こ

の意味で，集合Xは集合列〈X砂出ENをコードしていると見倣す．また， YE〈X砂”をヨx(Y＝ふ）の略

記とする．

定義 2.9（万能国論理式）．次のような条件を満たす，万能II？論理式叶が存在する．任意のII印論理式

ゃ(x,X)に対して，「炉でそのゲーデル数を表すとする時

RCA。f---'vx,X(cp(x,X)⇔叶（「か，x,X)).

定義 2.10(Turingジャンプ， RCA。)．集合Xに対して，集合{(e,x)：吋(e,x,X)｝が存在する時，その集

合を TJ(X)と表し XのTuringジャンプと呼ぶまた， TJ(TJ(X)),TJ(TJ(TJ(X)）），．．．のことをそれぞ

れTJ2(X),T庁(X),..．と略記する．

計算理論の言菓を用いれば，上記の定義においてTJ(X)はXから IIい，X完全集合を与えるような作用素

である．余談だが，計算理論において， Turingジャンプは通常は停止問題を使ってTJ(X)= {e：吋;(e)↓｝

というど戸完全集合として定義される．上記のTuringジャンプは一般化された停止問題{(e, x)：虻｝（X）↓｝

の補集合である．

定義 2.11(Turing還元， RCA。)．集合X,Yに対して， XがYにTuring還元可能である，あるいはXが

Yから計算可能であるとは，以下の条件を満たすことをいう．

ヨe,e'Vx(xEX⇔吋(e,x,Y)⇔誓(e',x,Y)). 

このとき， X臼 Yと書く．

定義 2.12.(nジャンプ， wジャンプ， RCA。)集合Xに対して，集合列Y=〈Y,〉iENが次の条件を満たす

時， YはXのnジャンプであるといい Y=X(n)と表す．

Yo= XI¥ Vi< n(Y;+i = TJ(Y;)). 

〈Y,〉iENが次の条件を満たす時， YはXのwジャンプであるといい Y=X(w)と表す．

Yo= XI¥ Vi（恥＝ TJ(Y;)).

注意 2.13.標準自然数nEwに対して，厳密には TJn(X)とx(n)は上記の定義では異なる概念である．

しかし，以下ではこれらを区別せずに扱う．

定義 2.14.公理系ACA]は， RCA。に公理VXヨY(Y= xCw)）を付け加えた公理系である．

wジャンプの概念は，整列順序（順序数） aに対する aジャンプの概念へと一般化することができる． a

ジャンプを用いることで，五大体系の一つATR。は次のように定義される．
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定義 2.15.WO(X)を， ‘‘Xが整列順序である”ことを表すII}論理式とする．このとき

ATR。=RCA。+VXVa(WO(a)→ヨY(Y=X(a)））． 

定理 2.16.ACA。<ACAt< ATR。．ここで，公理系T,SについてT<SはSから証明できる文がTから

証明できる文より真に多いことを表す．

定義 2.17.（算術的還元性， ACA。)集合X,Yに対して，以下の条件が成り立つ時， XはYに算術的還元

可能であるといい， X碍 Yと表す．

ヨnヨZ(Z= y(n) I¥ X :::;T Y). 

また， VX碍 YおよびヨX卦 YをそれぞれVX(X卦 Y→...)とヨX(X峙 YA・・・）の略記とする．

算術的還元という用語および記号冬卜は，算術的Weihrauch遠元(arithmeticalWeihrauch reduction)と

それを表す記号気灼に倣ったものである．

補題 2.18.0を算術的論理式とする．このとき ACAt上で， VX勺序 Y0(X,Y)およびヨX勺序 Y0(X,Y) 

はそれぞれYに関するふ条件となる．実際， ACAt上で

vx:::;生Y0(X,Y)⇔VZ(Z=y(w)→VnVX臼 Zn0(X,Y)) 

⇔ヨZ(Z= y(w) I¥ VnVX臼 Zn0(X,Y)) 

と表せる．ヨX奇 Y0(X,Y)も同様である．したがって特に， ACAt上でVXヨY奇:X0は国論理式で

ある．

Turingジャンプの叫アナロジーとしてハイパージャンプが存在する．

定義 2.19（万能叫論理式）．論理式叶を

叶(e,x, X)三ヨfE NN吋(e,x,X璽f)

により定義する．ただし， fE酎りま， fがN上の全域関数であることを表すrrg論理式である．

補題 2.20.ある原始再帰的関数gがあって，次が成り立つ．任意の塁論理式<.p(x,X)に対して

ACA。f--Vx,X(<.p(x,X)tt叶(g(「<.p7),x,X)).

定義 2.21.（ハイパージャンプ， RCAo)集合Xに対して，集合{(e,x)：吋(e,x,X)}が存在する時，その

集合をHJ(X)と表しXのハイパージャンプと呼ぶまた， HJ(HJ(X)),HJ(HJ(HJ(X)）），．．．のことをそれ

ぞれHJ召X),HJ3(X)，．．．と略記する．

HJ(X)はXから 1:t,x完全集合を作る作用素である．したがって次が成り立つ．

定理 2.22.RCA。上で， IJt-CA。と VXヨY(Y= HJ(X)）は同値である．

3 ハイパージャンプによる IIi-CA。の II~ 帰結の特徴づけ

BQO理論における Nash-Williamsの定理3[4]やグラフ理論における Mengerの定理 [6]のようにII!文で

表現可能かつm-CA。から証明可能だが， ATR。からの証明が知られていない定理が知られている．これら

の定理を証明するためにVXヨY(Y= HJ(X)）という叫公理は強すぎるということが次の事実から直ちに

わかる．

3より正確には， ATRo上同値な主張である一般化 Higmanの定理
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定理 3.1. 任意の II~ 文びに対して，

IIi-CA。卜ぴ→ Con（(J).

ここで， Con(r,)はoの無矛盾性を表す論理式である．

そこで， VXヨY(Y= HJ(X)）という叫文の良い田近似を考えることにより， rrt-CA。から証明可能な

II}文を証明する II}公理系を作る．この際，コード化wモデルの概念を用いる．

定義 3.2.G = (N色S色0叉1豆＋尺．G,<G)をRCA。のモデルとする．この時，任意のXESGに対して，

Gx = (N豆｛ふ： iE 炉｝， 0叉 1叉＋豆•叉さ）は二階算術の言語らの構造である．この Gx のことを X

によってコードされるコード化wモデルと呼ぶ

GxはXのみによって定まるため，以下GxとXを同一視する． この意味で， Gにおいて Gxは要素

として存在しているため， G上でYEGxや GxFr,といった言明を扱える．

以下，コード化wモデルの基本的性質をいくつか述べておく．

補題 3.3.びを論理式とする．この時， ACA。上で次が成り立つ．任意のコード化wモデルM に対して，

M 仁びとびの M への相対化 r,Mが成り立つことは同値である．ただし， ¢Mは，び中の VXを全て

VXEMに，ヨXを全てヨXEMに罹き換えた論理式である．したがって，砂4はo中のVX0(X)とい

う部分論理式をVi0(M』に置き換え，ヨX0(X)という部分論理式をヨi0(Mi)に置き換えて得られるような

論理式であるため， 0 によらず算術的論理式である．

補題3.4.(Jを文として， G=(N豆sりをRCA。のモデルとする．この時，任意のXEGに対して以下が成り
立つ．もしGF r,xであれば（すなわち， Gから見てGxがoのモデルであれば）， Gx= (N豆｛ふ： iEN勺）

は実際にびのモデルである．

補題 3.5.(RCAo)以下の主張は同値である．

• ACA応

•任意の X に対して， X を含むコード化 w モデル {Y: y卦 X}が存在し ACA。のモデルである．

補題 3.6.（算術的論理式の絶対性） GをRCA。のモデルとして， MEGとする．また， 0（五，X,Y)を算術

的論理式とする．このとき，任意の §€N竺XEM に対して次が成り立っ．

Gp（ヨY0（五，え，Y）戸→ヨY0(:i,X,Y), 

Gp=VY0（五，X,Y)→ (VY0(:i,X,Y))M. 

コード化wモデルを用いたrrt-CA。の国近似を導入しよう．

定義 3.7.標準自然数nEwに対して，文廃RFN(n)を次で定義する．

(36 RFN(n)三 VXヨM(XEM  I¥ M p= ACA。＋ヨY(Y= Hr(X))). 

(36 RFN(n)は [5]において導入された論理式翡(i,n)の特別な場合，心o(l,n)とRCA。上同値である．
(36 RFN(n)の上添字1と下添字0はそれぞれi= 1,e = 0であることに由来する．
(36 RFN(n)のアイデアは次のとおりである． M の中に存在する HJn(x)は本物HJn(x)であるとは限ら
ない．しかし， ACA。のコード化wモデルという十分良い範囲ではHJn(X)として振る舞うので， HJn(X)

の良い近似となっている．

さて，我々が示すのは(36RFN(n)たちが， m-CA。から証明可能なII§ 文を証明するのに十分なほど強い
ということである．そのために，以下の補題が有用である．
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補題 3.8([8]). 0(X, Y, Z)を算術的論理式として， rrt-CA。卜VXヨYVZ0(X,Y,Z)とする．この時，ある標

準自然数nEwが存在して，

ACA。f--VXVW(W = HJn(X)→ヨY<:::T ¥/Z0(X, Y, Z)). 

定理 3.9.<7を叫文として， rrt-CA。卜ぴとする．このとき，ある標準自然数nEwが存在して，

ACA。+/36 RFN(n) f--<7. 

Proof. <7は国なので，び三VXヨY0(X,Y)となる算術的論理式0が取れる．このとき， rrt-CA。f--VXヨY0(X,Y)

であることから，ある nEwについて

ACA。f--VXVW(W = HJn(X)→ヨY丘 W0(X,Y))

が成り立つ．このようなnについて， ACAo+(3c¥ RFN(n) f--(]"となることを示す．任意にACAo+(3c¥RFN(n) 

のモデルG=(N叉Sりをとり，任意にXE炉を取る．以下， G巨ヨY0(X,Y)を示せば良い．
いま Gは(3c¥RFN(n)のモデルなので， G内のコード化wモデルM を

G F [X E M I¥ M F ACA。＋ヨW(W= HJn(X))] 

となるように取れる．ここで， GM=(N色{M;:i EN勺）は実際にACA。＋ヨW(W=HJn(X))のモデル

となるので，

GMFヨY臼 HJn(X)0(X,Y). 

したがって， GMFヨY0(X,Y)であるのでGpヨY0(X,Y)となる． ロ

なお，各/3JRFN(n) が 11}-CA。から証明可能な II~ 文であることは容易にわかるため，以下の特徴づけを

得る．

系 3.10.｛び EII~: 11}-CA。卜び｝はACA。+｛f3J RFN(n) : n E w}により公理化される．

/3J RFN(n)と既存の公理系の強さを比べると， ACA。上で f3;¥RFN(O) = ACAci < ATR。<f3;¥RFN(l) 

となる．また， ACA。上で一般に /3JRFN(n) < /35 RFN(n + 1)となることも容易にわかるので，実際には

｛u Em  :11}-CA。f---び｝のうち，特にATR。より強い部分が/35RFN(n + 1)たちのなす階層により細分され

ていることもわかる． /3JRFN(n)と/3JRFN(n + 1)の間をさらに細分化する公理系については [8]を参照さ

れたい．

4 Galvin-Prikryの定理と琳RFN(n)

本節では， /3c¥RFN(n)とGalvin-Prikryの定理の自然な弱化を比較する．すなわち廃 RFN(n)たちが

{u Em: m-CA。卜 u}を公理化することを利用し， Galvin-Prikryの定理を用いた｛び EII~: m-CA。f---6}

の特徴づけを与える．この特徴づけは，ある意味で喜クラスに対する Galvin-Prikryの定理がm-CA。と

RCA。上で同値になるというよく知られた結果 [9]の精密化になっている．なお， Galvin-Prikryの定理とハ

イパージャンプの関係は Marcoand Marconeによって最近になって Weihrauch次数の文脈で調べられて

おり [3]，彼らの結果を利用することで本節の内容はさらに改良できると見込まれる．
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4.1 二階算術における Galvin-Prikryの定理

本小節では Galvin-Prikryの定理を導入し，それが二階算術においてどのように形式化されるかを説明す

る．また， Galvin-Prikryの定理についての既存の逆数学的結果について説明する．ここで扱われている内

容については，［9]および [7]のV.9.,VI.6.も参照されたい．

まずは通常の数学における Galvin-Prikryの定理の主張を見よう．

記法 4.1.無限集合Xに対して，［XドでXの濃度wの部分集合全体を表す．また，可算無限集合Xに対

して， Yc:;;oo XでYがXの無限部分集合であることを表す．

定義 4.2.クラス Aこ[wドがRamsey性を持つとは，次を満たすHE［叫“が存在することをいう．

VGこ00H(G EA) VVG三 H(G!/ A) 

定理 4.3(Galvin-Prikry, [2]）．任意の△｝クラス Aこ[wドはRamsey性を持つ．

以下， Aこ[w忙に対する Ramsey性が二階算術でどのように形式化されるのかを見よう．

定義 4.4.(RCAo)集合fに対して， fE [Nドを fがN上の単調増加関数であることを表すrrg文とする．

また， VJE [N]凡ヨfE [N戸をそれぞれVX(XE [Nド→...)，ヨX(XE [N]N/¥ •••)の略記とする．

定義 4.5.,p(J,X)を論理式とする．ゃがXにおいて， hを証拠としてRamsey性を持つことを表す論理式

RP,p(h,X)を以下で定義する．

RP,p(h,X)三（＼igE [N]N,p(X, hog)) V (Vg E [N]N,,p(X, hog)). 

また， VXヨhE [N]NRP,p(h,X)が成り立つ時，¢は Ramsey性を持つという．

直観的には， fE [N]Nとその像rngfを同一視することで fをNの無限部分集合と見倣している．この

意味で， hE [Nドに対して {goh: g E [Nド｝はrnghの無限部分集合全体を表すクラスだと思うことがで

きる．また論理式叫f,X)と集合Xにより [N]Nの部分クラス {JE [N]N平 (f,X)}を表している．

このようにして形式化された Ramsey性について，次の同値性が成り立つことが知られている．

定理 4.6.RCA。上で以下は同値．

• rrt-CA。,

•任意の瑞論理式 cp(f,X) は Ramsey 性を持つ（葛クラスに対する Ramsey の定耶，刃5-Ram),

•任意の羽論理式 <p(f, X) は Ramsey 性を持つ (~g-Ram)

なお，△｝-Ram特徴づける公理系も分析されているが本稿では扱わない．詳細は [9]などを参照されたい．

4.2 一様含意と Galvin-Prikryの定理

本小節では一様含意の概念を導入し，一様含意の観点から定理4.6を精密化する．

定義 4.7.二つの論理式VXヨY((!(X,Y)とVXヨZ心(X,Z)の間に一様含意が成立するとは，以下が成り立

つことである．

VX（ヨY((!(X,Y)→ヨZい(X,Z)). 

定理4.6に述べた通り，豆炉Ramとハイパージャンプの存在は RCA。上で同値であるが，実際にはより強

く次のような一様含意が成立している．
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定理 4.8.r.p(f,X)を望論理式とする．このとき， ACA。上で次が成り立つ．

VX（ヨY(Y= Hr(x)）→ヨhRP'P（X,h)). 

Proof. [7, Lemma VI.6.2.]を参照

定理 4.9.任意の nEwに対して，ある mEwがあって以下を満たすXi論理式r.p(f,X)が存在する．

VX（ヨhRP'P（h,X)→ヨY(Y= HJ吋X)).

以下では，定理4.9の証明の概略を述べる．

口

定義 4.10.(RCA。)T~N<N を木とする． f € ［NドがTをmajorizeするとは，ヨgE [T]¥:/n(g(n):::; J(n)) 

が成り立つことをいう．

注意 4.11.fがTをmajorizeするという主張は一見叫条件のように見える．しかし実際はS={O"ET:

而 <|O"l(O"(n)さJ(n））｝が無限パスを持てば良く， Sはfによって分岐数が抑えられている．したがって有

界Konigの補題により ACA。上では打がTをmajorizeするという条件は Sが無限木であるという II}条

件で書ける．

以下，関数 fとnENに対して，関数f＋れを f+n(x) = J(x + n)により定義する．これは [7]におい
てj(n)と書かれているものである．また， 0(n,A)をHJ(A)を定義する塁論理式とし，△8論理式Rを，
RCA。卜 Vn,A(0(n, A)⇔ヨJEN的yR(n,f[y], A[y])となるものとする．このような Rの存在は， Kleene

の標準形定理 [7,II.2.7., V.1.4.］により保証される．

定義 4.12.(ACAo)各nEN,AこN,fE [Nドに対して，木T(n,A)と集合F(J,A)をそれぞれ次のように

定義する．

T(n, A) = { CJ" E w<N : Vy < IO"IR(n, O"[y], A[y])}, 

F(J,A) = {n:ヨPU+Pmajorizes T(n,A))}. 

さらに，各iE wに対して， Fi(J,A)を次のように帰納的に定義する．

F0(j,A) = A, 

pi+1(J,A) = F(J,Fi(J,A)). 

定義 4.13.論理式虹(J,A)を以下で定義する．

①*（f,A)三 Vn< J(O)U+2 majorizes T(n, A)→f+1 majorizes T(n,A)). 

さらに，各iE wに対して，論理式屯(J,A)を以下で定義する．

<T?;(f, A)三八①＊（f，F1(J,A)).
J<i 

各f,Aに対して F(f,A)はf,Aから算術的に定義される集合である．したがって，一般にFi(J,A)も算

術的に定義される集合である．さらにかも算術的論理式であるため，屯(f,A)はf,Aについての算術的

論理式である．

定理 4.14.ACA。で以下が証明できる．

VX（ヨhR恥 (h,X)→戸(h,X)= HJn(X)). 

したがって特に

VX（ヨhR恥 (h,X)→ヨY(Y= HJn(X))). 

4実際は WKLo上で良い．
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Proof. [8]の六節を参照せよ． 仁l

以上より， E[クラスに対する Ramseyの定理とハイパージャンプの反復の存在では相互に一様含意が成

り立つことが示された．なお， この結果は [3]を用いてさらに精密化できると期待される．

予想 4.15.任意のnEwに対して， ACA。上で以下が成り立つであろう．

VX（ヨY（Y= HJn+1(X)）⇔VeヨhRP叫（e，●，●）(h,X)).

ただし， 0:はガ能泣論理式を指す．

4.3 一様含意と(3JRFN(n) 

最後に，一様含意と/36RFN(n) の関係を確認し， ~5-Ram の適当な変種によって {u E II~: rrt-CA。f---u} 

が特徴づけられることを述べて本稿を終える．

定義 4.16.II§ 論理式び三VXヨY'c/Z0(X,Y, Z)に対して，その相対化rel（び）を

rel(u)三 VXヨY'c/Z呼 X①Y0(X,Y,Z) 

により定義する．

相対化はTowsnerによって，グラフ理論における Mengerの定理， BQO理論における Nash-Williamsの

定理の上界を与える目的で導入された [10].Towsnerはrrt-CA。と同値な非整礎木の最左パス存在原理につ

いて相対化を考察した．ここではより一般的な場合について相対化を扱う．

補題 4.17.u三'c/XヨY'c/Zi.p(X,Y,Z)とT三'c/Xヨ厨V心(X,U,V)をII§文とする． ACA。において， oから

Tへの一様含意

¥:/X（ヨY¥:/Zrp(X,Y, Z)→ヨU¥:/V心(X,U, V)) 

が成立するなら， ACAtにおいて rel（び） → rel（ゆ）が成立する．

Proof. ACAす＋rel（u)を仮定し，任意に Aを取る．以下，ョU¥:/V勺序 UEBA心(A,U,V)が成り立つことを

示す．

rel（u)より， VZ茸 A①御(A,B,Z)となるようにBを取る． ACAすにより，コード化wモデルM=

{C: C碍 A①B}が存在する．このとき， M の定義から M 巨¥:/Zrp(A,B,Z)である．また M はACA。

のモデルとなるので，仮定から

Mp=¥:/X（ヨYV幻 (X,Y,Z)→ヨ厨V心(X,U, V)) 

である．したがって M 巨ヨUVV心(A,U,V) となる．このような UEM を取ると， M の定義から VV 碍~

A① U1jJ(A,U,V)となる． ロ

上記の議論を見ればわかるとおり， II!文 0 三VXヨY¥:/Z0(X,Y,Z)に対して， rel（ぴ）はoの本物の証拠Y

の代わりに，コード化 w モデル M={C:C:S:午 X 〶 Y} に相対化された5証拠が存在することを主張して

いる．したがって特に，対 RFN(n)がコード化wモデルヘ相対化されたハイパージャンプの存在を主張し

ていたことを思い出せば，以下の同値性は明らかである．

補題 4.18.任意のnEwに対して'(36RFN(l)とrel(VXヨY(Y= HJn(X)））は同値である．

5ここでの相対化は，コード化 wモデルヘの相対化 3.3の意味である
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定義 4.19.論理式cp(f,X)に対して， rel(VXヨhRP'P(h,X)）が成り立つ時，¢は擬Ramsey性を持つ，と

いう．また，論理式のクラスrに対して， rel(f-Ram)で任意の¢ € rは擬Ramsey性を持つ，という主張
だとする．

すでに述べた通り，ハイパージャンプの反復と双~-Ram の間には両方向で一様含意が成り立つのであっ

た．したがって補題4.17より以下を得る．

定理 4.20.ACAt + rel(涅5-Ram)とACAt+{(36 RFN(n) : n E w}は理論として等価である．したがって，
{uEm:m-CA。f---o}はrel(I:5-Ram)によって特徴づけられる．
擬Ramsey性は通常の Ramsey性に相対化を施した結果であるが，廃 RFNがハイパージャンプの存在の

自然な IIい近似であったのと同様に，擬Ramsey性自体がRamsey性の近似として自然な主張であることを

注意しておく．すなわち， rel作用素の具体例として(3JRFN(n)や擬Ramsey性があるというよりも，むし
ろ(3JRFN(n)や擬Ramsey性といった国文の自然な叫近似を扱うための一般論として rel作用素がある
と見ることもできる．
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